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ANALIZA FAL BIEGNACYCH W CIENKIM PRECIE KOLOWYM
OPARTA NA WEASCIWOSCIACH PLASZCZYZNY FAZOWEJ

Streszczenie. W niniejszej pracy rozpatrujemy nieliniowe fale biegnace w cienkim precie
zbudowanym z materialu Zahorskiego. Usredniajgc réwnania ruchu, otrzymujemy
rozwigzanie w postaci ukladu réwnan rdézniczkowych zwyczajnych. Do analizy fal
biegnacych wykorzystujemy wiasciwosci ptaszczyzny fazowej.

ANALYSYS OF THE TRAVELING WAVES IN CIRCULAR THIN ROD
BASED ON TECHNIQUE OF THE PHASE PLANE

Summary. This paper describes the studies of propagation of the nonlinear dispersive
waves in elastic thin rod. The results are specialized to Zahorski material [4], First we derive
an approximation of one-dimensional rod equation, and then show that traveling wave
solutions are determined by a dynamical system of ordinary differential equations. The
technique of phase planes is used to study of such solutions.

1. Wprowadzenie

Nieliniowe fale biegnace sg ciggle przedmiotem wielu badan i analiz. Transport energii,
bedacy wynikiem drgan os$rodka ciagtego, ktérym jest takze rozpatrywany w niniejszej pracy
pret kotowy, zbudowany z jednorodnego, izotropowego i nieliniowego materiatu
hipersprezystego  Zahorskiego, nadal pozostaje zagadnieniem o duzych walorach
poznawczych. Potwierdzeniem tego jest praca [3], w ktorej prezentowana jest analiza
nieliniowych fal biegnacych w kotowym precie zbudowanym z niescisliwego i
hipersprezystego materiatu Mooneya - Rivlina.

W niniejszej pracy zastosowano analize rozwigzan opartg na wiasciwosciach ptaszczyzny
fazowej. Ustalono warunki istnienia fizycznie akceptowalnych rozwigzan w postaci

nieliniowych fal biegnagcych. Podobnie opierajgc sie na whasciwosciach ptaszczyzny fazowej,
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rozpatrzono w pracy [1] (w kontekscie teorii preta przyjetej przez autora) warunki rozwigzan
w postaci fal biegnacych dla przypadku preta zbudowanego z nieliniowego materiatu

Mooneya - Rivlina.

2. Podstawowe zaleznosci

Ruch ogdlny ciata sprezystego przyjmujemy jako réwny:
X =X(XJ), @
We wzorze (1) t oznacza czas, przez Xi X oznaczamy zaréwno punkt materialny, jak tez
potozenie, ktére on zajmuje, odpowiednio w konfiguracji odniesienia BR oraz w konfiguracji
biezacej B .
Gradient odksztatcenia oznaczymy uzywajac tradycyjnego zapisu:
F=grad X 2)
Lewy tensor deformacji Cauchy’ego - Greena bedzie wiec odpowiednio rowny:
B=FFr ©)
Miedzy tensorem naprezenia Pioli - Kirchhoffa Ts a tensorem naprezenia Cauchy’ego T
zachodzi zwigzek:
TH=TF T )
W pracyrozwazamy osiowo:symetryczny ruch preta, przyjmujac uktadwspétrzednych
walcowychzaréwno wkonfiguracji BR jak tez w B.Ponadto zaktadamy, ze ukfady
wspotrzednych {*} - przestrzenny oraz {Xa} - materialny, parametryzujgte sama przestrzen
i wzajemnie sie pokrywaja. Zaktadamy ruch osrodka opisany réwnaniami:
r=r(R,Z,t), 9=0, z=2{R,Z,t) (5)

Gradient deformacji ma postac:

rR O rz
o " o
..R
zr 0 2z
gdzie dolne indeksy i i Z w skladowych gradientu wskazujg na rézniczkowanie po

okreslonej wspdtrzedne;.
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Dla materiatow niescisliwych zachodzi warunek J =detF =1, z ktérego wynika ponizszy

zZwigzek:
U )
r
Zgodnie z (3) lewy tensor deformacji Cauchy’ego - Greena ma postac:
rR2 +rz2 rBzB+r,z. (8)
B= 0 Eii 0
77w e v
Materiat Zahorskiego opisany jest nastepujagcym potencjatem sprezystym, (por. [4]):
WF(NN,12)=~Z (11,12)=C1(/1-3)+C2(/2-3)+ C 3(/,2-9)= ©)
=fCx(/, - 3)+/jC2(/2- 3)+/iC3(/,2- 9)
gdzie n jest modutem Kirchhoffa, a C,, C2, C3i C,, C2, C3 oznaczaj state sprezyste.
Zgodnie z [3] tensor Cauchy’ego zapiszemy jako odpowiednio rowny:
T=-q\+a,B+a_B~ (10)
gdzie dla rozpatrywanego materiatu Zahorskiego (W: = dW/57,):
a, - 2AF, =2/IrC, +4/rC3, , a, =-2iP2=-2/IC2 V)
Podstawiajac funkcje (11) do réwnania (10), tensor Cauchy’ego zapiszemy jako réwny:
T =-q\+(2/iC, +4//C37)) B- 2/z2CB* (12)
gdzie e jest nieokreslonym cisnieniem (dowolng funkcja skalarng).
Zgodnie z (4) tensor naprezenia Pioli - Kirchhoffa bedzie odpowiednio réwny:
T* =-q¥ ~T+(2/"C, +4/iC3|) BF 'r r (13)
gctzie 7,=a\)=£, +B2+B3 =rR2+rz2+e2+zR2+zz2 (14)

Gdy C3=0 .otrzymujemy wyniki dla materiatu Mooneya - Rivlina (patrz [3]). Zgodnie z (13)
tensor naprezenia Pioli - Kirchhoffa w materiale Zahorskiego bedzie odpowiednio réwny:

rR 0nr (15)
T« - 7* +4/;C37, 0 .« 0
» 0 z7

gdzie  jest tensorem naprezenia Pioli - Kirchhoffa dla deformacji (5) w materiale Mooneya

- Rivlina. Zaktadamy, ze dla zatozonego ruchu w osiowo symetrycznym cienkim precie
kotowym, przekroje poprzeczne preta pozostajg ptaskie, a normalna do powierzchni

przekrojow pokrywa sie z osig preta.
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Zatozenia takie wprowadzono w pracach [2] i [3]. Zgodnie z (5)i réwnanie ruchu w cienkim
precie ma postac:
z2=2(Z,t) (16)
Z réwnania (7), przy warunku dla R=0, r =0 (symetria ruchu), otrzymujemy:
§2=- ! = E=e(Z,}) @n
przy czym zachodzi tozsamo$¢:
eX - 1, gdzie A=zz(Z,1) (18)
Z tozsamosci tej wynika jednoznacznie, ze tylko jeden parametr, tj. s lub Z definiuje
deformacje preta, przy czym e i A sg odpowiednio deformacjami wzdtuz promienia i
wzdtuz osi preta.
Korzystajac z procedury usrednienia réwnan ruchu, réwnanie ruchu w kierunku
podtuznym preta przydatne do analizy fal w precie wykonanym z materiatu Zahorskiego:

(19)
2cy +2C»6-— C”"Bn +

2Czzz
a r>1 - 26,

-4(2s2+12j£4-2)+

+c, +E2(IE2£22+££27 {1£2+72)-2726222e2A - |)V +
+2£¥z2£z7z7a4

Réwnanie to wraz z tozsamoscig (18)i stanowi podstawe do dalszej nieliniowej analizy
zagadnien dynamicznych w cienkich pretach prostych. Otrzymane réwnania sg zgodne z

rownaniami wyprowadzonymi w pracy [3] dla materiatu Mooneya - Rivlina, w przypadku

gdy C3=0.

3. Fale biegnace i analiza rozwigzan na ptaszczyznie fazowej

Réwnanie (19) zawiera nieliniowe cztony w wyzszych potegach oraz pochodne trzeciego
rzedu i jest bardzo trudne do dyskusji. Z tego powodu rozwigzanie réwnania (19)
ograniczymy do analizy rozwigzan w postaci fal biegnacych, tzn. zakladamy, ze z(Z,t) i

£(Z,t) safunkcjami pojedynczego parametru £ (fazy) zdefiniowanego nastepujaco:
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4=7-Vt tj. 2(Z,t)=z2(%), e{Z,i)=e(4) (20)
Dla rozpatrywanej w niniejszej pracy propagacji fal biegngcych w cienkim precie kotowym
dokonano aproksymacji przy zatozeniu matego kata nachylenia powierzchni bocznej preta do
jego osi (rys.l).

dz

rz-rt oC==c2 "~ +

Rys. 1. Pret kotowy o promieniu a i kacie a nachylenia powierzchni bocznej przy odksztatceniu
w czasie propagacji fali biegnacej

Fig. 1 Circular rod with radius a and slope angle a of lateral area at deformation during the
propagation of travelling wave

Zgodnie z (7) korzystajac z zatozenia, ze TrR =0 (patrz rys.l) zapiszemy, ze:
r=e(Z,t)R =s(Z,t)a (21)
r, =e, (Z,t)a, r2=e2(Z,t)a
zatem:
., -r. e, -S. de (22)
tga«a =lim—— L=hm— -a=— a=eT7a
AZ 2770 AZ dz

Zaktadajac, ze zachodzi tylko niewielka zmiana w nachyleniu powierzchni bocznej preta do
jego osi otrzymujemy z (22), ze:
leza]« 1 (23)

Wprowadzajgc nastepujace oznaczenia:

*=_ *3= _ A (24)
1 v-2C,”  Vv-2C,> 3 v-2C > 1 v-2C > 2 v-2C

oraz dla wygody obliczen transformacje e = (¢Js/a)z(g), otrzymujemy przyblizong posta¢
rownania (19):
- 463AF4+ (a- 62- 2 (2+ M)AF2= . (25)
= A+ (D, - 4n3)/13- 2AA2- 26,A- 62- 463- 636
Z zalezno$ci miedzy pochodnymi dla matego kata nachylenia powierzchni bocznej preta (por.

(23)) wynika, ze:



304 1. Major

4 Rb 4 2 v (26)
R O G S

<64 k4 s BAk4n o 0T 4 /4
Poniewaz Af4 jest nieskoriczenie matg wyzszego rzedu mniejszg nizaez(por. (23)), zatem
(25) upraszcza sie do postaci:

o , k4+ (D, - 4f3)At - 2D1K1- 26,A- 62 463 bX6 @7
f vy k-b2- 2b3(2+ A3)

Stata 2)2 jest argumentem funkcji F , natomiast parametry 6, 02, 63 i £, okreslajg
jednoznacznie charakter krzywych. Uklady nieliniowe moga mie¢ jedno lub kilka potozen
rownowagi w zaleznosci od postaci funkcji F(k,D2). Aby punkt fazowy byt punktem
rownowagi na ptaszczyznie fazowej, musza by¢ spetnione warunki:
F{k,D2)=0, F'(k,D2)=0 (28)
Spetniajac warunek konieczny réwnowagi (28), zgodnie z (27) otrzymujemy:
k4 + (D, - 4b3)k3- 2D2k2-2bx -b 2- 4b3- h3k6=0 (29)
4k3+3(D, - 463)k2- 4P 2k - 2b, - 6b35
k-b2-2b3[2+k1)
[k4 +(2), - 4b3)A3- 2D2k2-2 bxk -b 2- 4b3- £8A6\I - 6bZ2)
(A-62-2 63(2 + A3))2
Powyzszy ukfad po przeksztatceniach sprowadzamy do rdéwnania, zktdrego  zostata
wyeliminowana stata D2:
-4 b3X6+2k4 +(D, - 463)A3+2b¥k +2b2+ %83 =0 (30)
Krzywag na plaszczyznie fazowej otrzymujemy przez wyciagniecie pierwiastkakwadratowego
z funkcji F(A,Z)2). Gdy wykres funkcji F(k,D2) osigga lokalne maksimum (tj.
F'[k,D2=0, F'{k,D2)<0), na osi k pojawia sie punkt centrum, podobnie gdy wykres
funkcji F(k,D2) osigga lokalne minimum (tj. F'(k,D2)=0, F’(k,D2)>0), na osi k

pojawia sie punkt siodtowy.

4. Analiza numeryczna dla ptaszczyzn fazowych w materiale Zahorskiego

Analize numeryczng przeprowadzimy dla funkcji F(k,D2) w oparciu o réwnanie (27)

wyprowadzone dla materiatu Zahorskiego.



Analiza fal biegngcych w cienkim precie kotowym . 305

State D, i D2 okreslimy zgodnie z (30) i (28)i. Wynosza odpowiednio:
W\ 4586 - 2A4 + 403A3- 20,A- 2b2 - 863 31)
A3 )
(s - ¢3M6+ A+ (E>(A)-403)A3-2bxX -b2- 4b3
2 2A2
Z warunku (9) state C,, C2 i C3dla gumy OKA-1, zgodnie z pracg [4], wynosz3:

(32)
C’: =0 , 4 3 8 CZZ 20,062'/\2'l CSZA :Q..048 2
H cm b cm n cm

natomiast state 6,, b2 i Z3 obliczymy podstawiajgc powyzsze state do (24). Plaszczyzny
fazowe sporzadzimy dla powyzej okreslonych statych w uktadzie wspotrzednych (AAf).
Ponizszy rysunek przedstawia trzy rozklady funkcji, tj. odpowiednio F(a)=Fik, D2),

F{A)=Fx{A,D2) oraz F2{X)= F2(X,D2) dla statlej D2 obliczonej zgodnie z (31)2.

a) b)

Rys. 2. Wykresy w materiale Zahorskiego, guma OKA-1 (//= 1,46AG/cth2, p =1190kg/m3) dla
V =22,65m/s oraz statych bx= 0,259, b2= 0,036, b3=10,028, 2), =-2,590, gdy A= (0;5"
a) trajektorii fazowych dla funkcji £ (X)-D2=-1,199, FI(X)-D2=-1,3, F2(X)-D2=-0,95,
b) rozktadéw funkcji dla Fix) - D2=-1,199, Fx(a) - D2=-1,3, F2(a) - D2=-0,95.

Fig. 2. The diagram in Zahorski material, rubber OKA-1 (p =1,46kC/cm* , p =\\90kg/mi) for
K=22,65m/s and constants bx= 0,259, b2 = 0,036, b3=0,028, Dx=-2,590 when A=(0;5)
a) the trajectory in the phase space for functions F(X)-D2=-1,199, Fx(X)-D2=-1,3, F2(a)-
D2=-0,95,
b) a graph of functions £ {X)-D2=-1,199, Fx(X)-D2=-1,3, F2(X)-D2=-0,95
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5. Whnioski

Z rys. 2 wynika, ze fizycznie akceptowalny rozkiad funkcji miesci sie w przedziale
Xe (1,2;4,1). W zaleznosdci od predkosci propagacji fal biegnacych V otrzymujemy punkt
siodtowy ponizej lub powyzej wartosci X = 1. Zatem, mozliwa jest propagacja fal biegnacych
w cienkim precie zaré6wno przy osiowym rozciagnieciu, jak tez osiowym $cisnieciu. Nalezy
przypuszczaé, ze wyniki uzyskane dla rozpatrywanego w pracy materiatu Zahorskiego sg
bardziej zblizone do rzeczywistosci niz dla materiatu Mooneya - Rivlina (por [3]), bowiem w

tym przypadku potencjat sprezysty Z jest nieliniowa funkcja niezmiennikow.
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