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SIECI NEURONOWE O RADIALNYCH FUNKCJACH BAZOWYCH
W ZASTOSOWANIU DO APROKSYMACJI RZEZBY TERENU

Streszczenie. W artykule podjeto probe przedstawienia wybranych zagadnien dotyczacych
aproksymacji rzezby terenu za pomocg sieci neuronowych o radialnych funkcjach bazowych.
Uniwersalna zgodno$¢ sieci z baza funkcji radialnych jest w istotny sposéb zalezna od doboru
wektoréw ct,...,cK, nazywanych centrami, oraz od doboru parametréw fu...<j k ksztaku

funkcji bazowych. Praca zawiera opis struktury sieci, metode wyznaczania wag z
wykorzystaniem pojecia pseudoodwrotnosci macierzy Greena oraz kilka sposobéw doboru
centréw. Rezultat podjetej pracy stanowi przyktad liczbowy funkcjonowania sieci w
zaleznosci od proponowanych metod uczenia.

THE APPLICATION OF THE RADIAL BASIS NETWORKS TO
APPROXIMATION OF THE TOPOGRAPHIC PROFILE

Summary. The article discusses the chosen issues concerning the approximation of the
topographic profile which have been presented by means of the radial basis networks. The
universal conformity of the networks to the radial functions base depends essentially on the
choice of vectors ct,...,cK, which are called centres, and also depends on the choice of

parameters crl,...,crK of the basis functions shape. The paper contains the method of

observations weights determination using the notion of pseudoinverse of Green’s matrixes
and some ways of selecting the centres.

1. Wstep

Sieci neuronowe sigmoidalne wielowarstwowe z matematycznego punktu widzenia petnig

role aproksymacji stochastycznej funkcji wielu zmiennych, odwzorowujac zbiér zmiennych
wejsciowych x e RN w zbior zmiennych wyjsciowych y e RM[2], Odwzorowanie zbioru

wejsciowego w zbidr wyjsciowy jest wykonywane poprzez dopasowanie funkcji
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aproksymujacej wielu zmiennych do wartosci zadanych, czyli rozciggniecie nad zbiorem
uczacym hiperptaszczyzny wielowymiarowej najlepiej dopasowujgcej sie do wektora
zadanego.

Sieci neuronowe, w ktoérych neuron ukryty realizuje funkcje zmieniajaca sie¢ wokot
wybranego centrum c, sg to sieci o radialnych funkcjach bazowych <p=(j|jc-c||). Rola
neuronu ukrytego sprowadza sie woéwczas do radialnego odwzorowania przestrzeni wokét

jednego zadanego punktu lub grupy takich punktow stanowigcych klaster.

2. Struktura sieci neuronowej radialnej

Udowodniono [2], Ze przyjecie dostatecznie duzej liczby neuronéw ukrytych
reprezentujacych funkcje radialne <d(x) zapewnia rozwigzanie przy uzyciu jedynie dwoch
warstw sieci: warstwy ukrytej odzwierciedlajagcej wektor funkcji <p(x) i warstwy wyjsciowej
o0 jednym neuronie, ktérego sygnat jest funkcja liniowego sumatora wazonego.

Najprostsza sie¢ neuronowa typu radialnego (rys. 1) dziata na zasadzie
wielowymiarowej interpolacji, polegajacej na  przyjeciu p neuronéw ukrytych typu
radialnego i okresleniu takiej funkcji odwzorowania F(x), dla ktérej sg spetnione warunki

interpolacji

F{x,) =di. Q)

Rys. 1 Ogdlna postac sieci radialnej
Fig. 1 The generat radial network form
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Wiasnos$ci generalizacyjne sieci ulegaja degradacji z chwilg przyjecia liczby funkcji
radialnych rownej liczbie danych uczacych. Przy takim toku postepowania, czyli przy
zatozeniu, ze liczba centréw jest réwna liczbie wspo6trzednych wektora wejSciowego
(c,=x,, i=1 , . model dopasowuje sie do danych uczacych, bowiem liczba stopni

swobody uktadu (liczba réwnan - liczba niewiadomych)

>1. <Pn em <PK d;
i»l <Pn em <PK W2 dl

)

<Pl P2 - WK_ 6

wynosi zero. W zwigzku z powyzszym, wiasnosci generalizacyjne sieci uzyskuje sie przy
spetnieniu warunku K <p , gdzie K oznacza liczbe centréw ¢, (i=1,2,...,K), a p oznacza
liczbe wzorcéw uczacych.

Zadanie aproksymacji polega na dobraniu odpowiedniej liczby parametréw funkcji

radialnych <p(jic- c||) i na takim doborze wag w,, aby zminimalizowa¢ funkcje celu w postaci

©)

H jt

W réwnaniu (3) symbol K reprezentuje liczbe neuronéw ukrytych, a symbol p liczbe par

uczacych (x,d). Wektor x jest wektorem wejSciowym, natomiast wektor rfjest wektorem

zadanym. Przy zatozeniu znajomos$ci parametréw funkcji radialnych minimalizacja funkcji
celu sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan liniowych wzgledem wektora wag w w

relacji
Gw =d, 4

gdzie G jest macierza, zawierajaca wartosci radialnych funkcji bazowych, nazywang macierza
Greena w postaci:

>=t*r-cJ) p=0*i-gD
G =
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Wektor wag h>wyznacza sie wykorzystujac pojecie pseudoodwrotnosci G + macierzy G jako
w=G+d. (5)

Jednym ze sposobOow wyznaczenia pseudoodwrotnosci G+ macierzy G jest metoda
ortogonalizacji Grama - Schmidta, w ktérej macierz G jest rozktadana na macierze Q i R
[1]. Macierz Q jest macierzg o kolumnach ortonormalnych o wymiarach p * K , natomiast

macierz R jest macierza trojkatng gorng o wymiarach K xK . Stosujac te metode,

pseudoodwrotnos¢ wyznacza sie na podstawie zaleznosci
G*=R'Qt (6)

Architektura sieci radialnych ma strukture analogiczng do struktury wielowarstwowej
sieci neuronowej o jednej warstwie ukrytej i liniowym neuronie wyjsciowym. Argumentem

funkcji radialnej jest odlegto$¢ sygnatu wejsciowego x( od centrum c,, natomiast role

neuronéw ukrytych odgrywajg radialne funkcje bazowe. Najczesciej stosowang funkcjg
bazowa w sieciach radialnych jest funkcja bazowa Gaussa, ktora przy przyjeciu centrum w

punkcie ¢, ma posta¢

<p() =J[x-c,|[)=exp 2an ™

gdzie 8, jest parametrem decydujgcym o szerokosci funkcji bazowe;j.

3. Metody uczenia sieci neuronowych radialnych

Dla k radialnych funkcji bazowych rozwigzanie zadania aproksymacji mozna

przedstawi¢ w postaci:

W=Z MNIGS) W

Skuteczny model dowolnej funkcji utworzonej przez radialne funkcje bazowe wymaga

doboru odpowiedniej liczby parametréw ci i cr, funkcji radialnych oraz wag wt (1,2,...,K).
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Ustalonym potozeniom centroidéw c, nalezy przyporzadkowac wartosci parametrow <,,
ktore decydujg o ksztatcie funkcji i wielkosci pola recepcyjnego. Liczba centroidéw ci oraz

wiasciwy dobor parametrow er, pozostaje najbardziej istotnym zagadnieniem w aspekcie
doktadnosci aproksymaciji.

Mozna wyrdzni¢ nastepujace metody doboru centrow:

- metoda K - means,

- metoda hybrydowa,

- metoda oparta na propagacji wstecznej biedu.

W algorytmie samoorganizacji proces uczenia rozpoczynamy od podziatu zbioru
uczacego na klastry. Podziatu tego mozna dokona¢ metodg K - means. Adaptacja centréow w

n - tej iteracji odbywa sie zgodnie z zasadg;

1M
Cler 0 =57 12,(<) (9>

gdzie M, oznacza liczbe wektoréw Xj(n) przydzielonych do i- tego centrum w «-tej

iteracji. Adaptacja wartosci wszystkich centréow odbywa sie réwnoczes$nie, a po ustaleniu
ostatecznego ich potozenia odbywa sie dobdr wartosci parametrdw ui, odpowiadajacych
poszczeg6lnym funkcjom bazowym.

Procesuczenia przyzastosowaniu algorytmu hybrydowego dzieli sie nadwa etapy. W
pierwszym z nichnastepuje  dobdr parametrow liniowych sieci (wagwarstwywyjsciowej)
przy zastosowaniu techniki pseudoinwersji (por. wzér (5)). W drugim etapie adaptacji
podlegajg parametry nieliniowe funkcji radialnych przy zastosowaniu metody najwiekszego
spadku, zgodnie z zasadg

c, («+1)=c, («)- rjVE(c,) (10)

cr,(n+ 1) =crl(«)- rf7E(cr). (11)

Korekta parametrow nieliniowych sieci konczy jeden cykl uczacy, a wielokrotne powtérzenie
obu etapéw pozwala na szybkie nauczenie sieci, zwlaszcza wowczas gdy poczatkowe
wartosci ¢, oraz cr, byty bliskie optymalnym.

W metodach opartych na algorytmie propagacji wstecznej btedu do optymalizacji

funkcja celu, definiowanej jako
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x. 5 1700 -4 (12)
W 51

stosowane sg metody gradientowe. Niezaleznie od przyjetej metody optymalizacji istotnym
elementem procedury jest wyznaczenie wspotrzednych wektora gradientu funkcji celu
wzgledem wszystkich parametrow sieci. Gradient funkcji celu moze by¢ wyznaczony za
pomocg metody graféw przeptywowych, ktéra pozwala na okreslenie dowolnej skladowej
gradientu funkcji za pomocg grafu oryginalnego i dotgczonego [2,3]. Wyznaczenie
sktadowych gradientu funkcji celu pozwala skorzysta¢ z dowolnej gradientowej metody

optymalizacji przy aktualizacji parametréw sieci ci oraz er, w kolejnych cyklach uczenia.

4. Przykiad liczbowy

Odwzorowanie powierzchni terenu przeprowadzono na podstawie zbhioru 2000 punktéw
(x,y,2), generowanych jako punkty rozproszone (rys. 2), ktérych wysokosci zawieraty sie w

granicach od 80 + 210 m.

Rys. 2. Obraz powierzchni terenu uzyskany na podstawie pomiaru tachimetrycznego
Fig. 2. The picture of area surface obtained by the tachymetrial surveying

Wyniki uczenia sieci neuronowej o radialnych funkcjach bazowych w zalezno$ci od

zastosowanych metod uczenia przedstawia rys. 3.
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u

met. hybrydowa met. prop. wsteczne) met. K -mera

Rys. 3. Wyniki uczenia sieci radialnej w zaleznosci od zastosowanej metody uczenia

Fig. 3. The results of the radial network leaming depending on the applied leaming method
Najlepszy wynik uczenia sieci radialnej uzyskano przy zastosowaniu algorytmu

hybrydowego, dla ktérego btad tgczny wyniést £=0,34 m, natomiast najgorszy £=0,67 m

przy wykorzystaniu metody probabilistycznego doboru centréw. Zbidr uczacy skladat sie

1500 punktow, pozostate 500 punktéw to punkty testowe, liczba neurondéw w warstwie

ukrytej wyniosta 20. Obraz powierzchni terenu uzyskany za pomocg metody hybrydowej

przedstawiono na rys. 4.

Rys. 4. Obraz powierzchni terenu uzyskany metoda hybrydowg
Fig. 4. The picture ofthe area surface obtained by the hybrid method

5. Podsumowanie

Przy rozwigzywaniu zagadnien za pomocg sieci neuronowych radialnych podstawowym
problemem jest odpowiedni dobdr parametrow startowych. Zastosowanie losowego wyboru
tych parametrow zwieksza prawdopodobiefistwo zatrzymania sie procesu uczenia w
minimum lokalnym. Dlatego korzystniejszy jest wybor parametrow startowych przy
zastosowaniu procedur opierajgcych sie na informacjach zawartych w zbiorze uczacym,
wykorzystujgc do tego celu algorytmy samoorganizacji, a uzyskane w ten sposob parametry

funkcji radialnych przyjmujemy jako wartosci startowe. Zaletg sieci radialnych jest prosty
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zastosowaniu procedur opierajgcych sie na informacjach zawartych w zbiorze uczacym,
wykorzystujac do tego celu algorytmy samoorganizacji, a uzyskane w ten sposéb parametry
funkcji radialnych przyjmujemy jako wartosci startowe. Zaletg sieci radialnych jest prosty
algorytm uczacy oraz $cisle okre$lona architektura sieci, co warunkuje, ze punkt startowy jest
blizej rozwigzania optymalnego w poréwnaniu z algorytmem stosowanym w sieciach
sigmoidalnych. Ponadto, hybrydowe podejscie wyznaczania parametrow funkcji radialnych

oraz wektora wag upraszcza i przyspiesza zbieznos¢ do rozwiazania zadania aproksymacji.
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