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WPLYW I?:EZWLADNOSCI OBROTOWEJ NA ROZKEAD
OBSZAROW NIESTATECZNOSCI DYNAMICZNEJ

Streszczenie. W referacie, ktory jest kontynuacja referatu wygtoszonego na konferencji w
2003 roku [1], zostaty przedstawione obszary rezonansu parametrycznego (niestatecznosci
dynamicznej) preta krepego poddanego dziataniu zmiennej harmonicznie w czasie sity
osiowej.

THE ROTATIONAL INTERIA EFFECT ON THE PARAMETRIC
RESONANSE AREAS DISTRIBUTION

Summary. When the shear strain and the rotational inertia effect take into consideration,
the parametric resonance areas decrease. The effects depend on the slenderness ratio (fig. 2),
but for the prismatic rod it is not big. Larger effects could be expected for another applied
section (for example - I-section).

1. Wstep

Przedmiotem rozwazan jest pret prosty swobodnie podparty (rys. 1) poddany dziataniu
zmiennej harmonicznie w czasie sity osiowe;j:
S(t) =S,cos0t 1)
gdzie:

S, - amplituda funkcji harmonicznej.

Rys. 1 Pret swobodnie podparty $ciskany sitg osiowg zmienng harmonicznie w czasie
Fig. 1. The simple-supported rod compressed by harmonie time-dependent axial force

'Opiekun naukowy: Prof. dr inz. Andrzej Gomulinski
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Pomijajac przypadki rezonansu harmonicznego, ktdre teoretycznie moga wystapic, jezeli
czesto$¢ zmian sity wymuszajacej pokryje sie z czestoScig drgan wiasnych podtuznych preta,
pret wykonuje podituzne drgania harmoniczne o statych (a wiec nie rosngcych w czasie)
amplitudach. Ruch taki jest stabilny, a wiec rozwazany ukfad (pret plus harmonicznie
zmieniajaca sie w czasie sita osiowa) jest stateczny w dynamicznym tego stowa znaczeniu.
Zachodzi jednak pytanie, czy, podobnie jak pret Sciskany statg sita osiowa pret drgajacy
podtuznie zachowa w kazdych warunkach swg prostoliniowg posta¢ rownowagi dynamicznej.
Innymi stowy, czy i w jakich warunkach moga zosta¢ wzbudzone drgania gietne, o
amplitudach prostopadtych do osi preta i od czego zalezy, czy bedg to drgania stabilne czy
niestabilne. W tym ostatnim przypadku méwimy o niestateczno$ci dynamicznej albo o
rezonansie parametrycznym omawianego preta. Analiza tego zjawiska prowadzi do okreslenia
rezonansowych czesto$ci wiasnych harmonicznie zmiennej sity osiowej oraz wyznaczenia
granic obszaréw rezonansu zaleznych od intensywnosci tej sity.

Analizie zostat poddany pret krepy (pret Timoshenki) o nastepujacych charakterystykach:
E,G - state materialowe, A - pole przekroju, J —moment bezwtadnosci, | - dtugosé preta,

f g (0,1)-zmienna bezwymiarowa, k- wspétczynnik zalezny od ksztattu przekroju, p =pA

- masa réwnomiernie roztozona na jednostke dtugosci, parametr uwzgledniajacy wpltyw
odksztatcenia postaciowego.

Drgania poprzeczne analizowanego preta, przy uwzglednieniu odksztatcalnosci
postaciowej i bezwtadnosSci obrotowej masy rownomiernie roztozonej [1], opisane sg

czastkowym réwnaniem rézniczkowym o postaci:

3 4w, ig 2 o0 3 4W 2 8>2 134Vp 2 29*W 2 i d2\V
—T-X Qe +— —5—r+r /[ r+ecr—r+elv —r =0 )
4 \Y n) dt n dt4 d#2 dt2
gdzie:
2 SIZ_ez_ 1 . pi _ - kEJ _ ~ E
02 Ey°°® Ty £17F=oaly AEKE ®)
przy czym

w =w(e,t) - funkcja okreslajgca rozktad przemieszczen wzdtuz osi preta.

2. Roéwnanie ruchu preta

Przyjmujac rozwigzanie rownania (2) w postaci nieskonczonego szeregu Fouriera,

ktérego kazdy wyraz spetnia warunki brzegowe swobodnego podparcia:
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4)
uzyskalismy rownanie:

W x SC2- f\ (0+fZ4 s2+-)k2n2+e2X* \ (0O h
i n \ K n) J

——

®)
+(k2n 2- e 2a 2) k2n 2f k{t)\smkn” =0, *=12,.

ktére moze by¢ spetnione tylko wéwczas, gdy zeruje sie kazdy wyraz szeregu. Otrzymujemy

wiec nieskoriczony uktad rozseparowanych réwnan rézniczkowych:

eXL2 7+ (0+[z*4e2+-1*V +eV V*()1+(*V -e2a2)*V /1())=0

(6)
*=12,..
ktéry po odpowiednich przeksztatceniach przyjmie postaé:
f k(O+<d A2+1~- /A (0 =0, *=12,.. @)
Jek
gdzie:
*V £7
* v(F2r2C+1
(8)

kzn2 EJ
*_(*VA+D) 2
sg odpowiednio czesto$cig drgan wiasnych i sitg krytyczng preta krepego swobodnie
podpartego, natomiast parametry:
2=(*V £ +)2h 2=S2 1 ©)
* *V<-2 * % xVE
zalezg od charakterystyk przyjetego przekroju.
Podstawiajagc do (7) wyrazenie (1) otrzymamy uklad réwnahn parametrycznych drgan
poprzecznych preta krepego poddanego dziataniu zmiennej harmonicznie w czasie sity

osiowej:
fk(0 +®]9* +1-2ukcosdt\f{t) +(olSI*-2vkcos6t\fk(t) =0, *=1,2,... (10)
gdzie:

vk =m

b5 oD
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3. Woyznaczanie obszaréw niestatecznosci metoda bilansu harmonicznych

Na podstawie réwnania (10) zostang wyznaczone obszary niestateczno$ci dynamicznej na
ptaszczyznie parametréw o, rj, przy czym:
v - wspotczynnik pulsacji (wzbudzenia) opisany za pomocg wzoru (11),
77-parametr opisujacy stosunek czesto$ci zmian sity wymuszajacej 6 do czestoSci drgan
wiasnych belki co.

(Problem ten dla pretéw smuktych zostat rozpatrzony m. in. w pozycjach [2], [3] oraz [4]).

3.1. Granica pierwszego obszaru niestatecznosci

W celu wyznaczenia pierwszego obszaru niestatecznosci funkcje/fi) rozktadamy w szereg

Fouriera dla rozwigzania granicznego z okresem 2T.

re\ ( .ket kdt\
= |A*sin-~- +6*cosN -] (12)

Po przeksztatceniach iwykorzystaniu odpowiednich wzoréwtrygonometrycznych formute

(10) mozemy zapisa¢ w postaci:

N ( - ket , ket\
L JdK sm— +06*cos— I+
t=35.1 V / -13.
. 2+Kk . 2-k 2+k 2-*Y
+ &Lu-|( aksim < “Bt-aksm 6t +Bkcos < " at+bkcos ot F) =0
gdzie:
(g4 Ar2 :
R, K Bf 772488 2 2 k=135,. (14)
16 4 4
Rownanie(13) mozemy przedstawi¢ roéwniez jako kombinacje liniowa funkcji
trygonometrycznych:
A, anO—t + 5 cose—t +Aisi nv-vj'E + B3cosr-]§/- + A'scosgﬁt- +.=0 (15)

gdzie Ai orazB, sg to wspo6tczynniki powstate po zbilansowaniu wyrazéw przy odpowiednich
harmonikach:
A, = (C<3 - D,oa, +DjUa3) B, =(C,b, + Dxwbx+D3vb3)
A3=(D,ua, +C3a3+D5uab) B3 =(Dxbx+C33+D3vbs) (16)
As =(D30a3+Chas+D1lual) B5={D3vb3+ Chi + 2)7ud7)
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Réwnanie (15) bedzie spetnione dla kazdego t, pod warunkiem ze:

A =B,=A}=B}=As=..=0 (17)
co prowadzi do powstania dwoch nieskoriczonych uktaddw liniowych réwnan jednorodnych,
ktére sg rozseparowane ze wzgledu na wspdtczynniki a, oraz bh przy czym budowa tych
uktadow jest identyczna z wyjatkiem pierwszych rdwnan kazdej grupy.

Warunek istnienia niezerowych rozwigzan prowadzi do zerowania sie nieskoriczonego
wyznacznika o postaci:
(C,+Du) Du O 0
DjuU DV 0
0 pv  Cs Dmu -0 (18)
W celu wyznaczenia granic pierwszego obszaru niestatecznosci wystarczajagce jest
rozpatrzenie wyznacznika pierwszego stopnia:

C,+D,u=0 (19)
co po wykorzystaniu zaleznosci (14) dla k=1 i wykonaniu odpowiednich przeksztatcen
prowadzi do rownania dwukwadratowego:

T4~ 452+ (1 £ U)}]2+16<®(1+ 1>)=0 (20)

ktére bedzie miato dwa rozwigzania:

i o~ 2 92+ (Ixu)+ - (I£u)J +4a, (Ixu)
(21)
VI= 2 Bj +(lxu ) - (92- (Ixu))2+4a, (Ixu)
gdzie:
1
22
KW e (22)

Wystepujace w powyzszych zapisach wielkosci i9% Sk i a* zalezg od parametru £ ktory
uwzglednia wptyw odksztatcenia postaciowego, oraz od parametru n=KE/G, gdzie
wspotczynnik k zalezy od ksztattu przekroju. Jezeli wigc bedziemy rozpatrywac zagadnienie
w obrebie jednego materiatu i takiego samego ksztattu przekroju, woéwczas mozemy przyjac,
ze n=const, dzieki czemu réwnanie (20) bedzie zwigzkiem trzech parametréw 77, Doraz

Korzystajac wiec z rozwigzan (21) dla przyjetego £ mozemy wyznaczy¢ granice

pierwszego obszaru niestateczno$ci na ptaszczyznie parametréw 77, u (rys. 2).
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3.2. Granica trzeciego obszaru niestatecznosci

Analiza wyznacznika (18) pozwala réwniez skonstruowaé granice trzeciego obszaru
niestatecznosci. W tym celu niezbedne jest rozpatrzenie wyznacznika co najmniej drugiego
stopnia:

(C,+D,u) DU
ow  cp {2
Granice trzeciego obszaru mozna wyznaczy¢, stosujgc metode iteracyjng, z uwagi jednak na
do$¢ ztozony zapis otrzymanego w ten spos6b wyniku postuzono sie programem
Mathematica. W ten sposob zostaty wyznaczone granice zardwno pierwszego, jak i trzeciego

obszaru rezonansu parametrycznego (rys. 2).

3.3. Granica drugiego obszaru niestatecznosci

W celu wyznaczenia obszar6w niestatecznosci ograniczonych rozwigzaniami z okresem T

(11 obszar), funkcje rozwigzujaca rozwiniemy w szereg Fouriera:
(24)

i dokonujac bilansu harmonicznych, po odpowiednich przeksztatceniach, otrzymamy
nieskonczony uktad liniowych réwnan jednorodnych:

(C2a2+D3uaA)=0

Ak-2Uak-2 "mkak A+2Uh+2 = N=24,.

bOSI + DH2=0

- 2bG u +C202+ DAUbA=0

(C202 + D4ubA+D6ub6)=0

"k-2u”k-2 + Ckbk + Dk+2ubicl2 =0, k=24,.

(25)

ktéry rozpada sie na dwa uktady niezalezne, rozseparowane ze wzgledu na wspoétczynniki a,
oraz bi. Nietrywialne rozwigzania tych uktadéw réwnan otrzymamy przyréwnujac do zera
wyznaczniki o nieskofczonych wymiarach. Rozwigzania te tworzg dwie gatezie,
ograniczajace drugi obszar niestatecznosci. W tym celu niezbedne jest rozpatrzenie, w

obydwu przypadkach, wyznacznika co najmniej drugiego stopnia, skad dostaniemy:
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Rozwigzania graniczne przy 1>->0 w tym obszarze zmierzajg do granicy otrzymanej z
przyréwnania C2 =0, skad po wykorzystaniu zaleznosci (14) dla k=2 uzyskujemy réwnanie:
TA-(N2+1>72+72=0 27)

ktére bedzie miato zawsze dwa pierwiastki:
921+ — )2-+4a2 ;- , 141 dnz.1)2tda (28)

Dla v *0 przy zadanym parametrze £, rownania (26) zostaty rozwigzane programem

Mathematica.

obszarn —  obszar Il obszar | obszar |
—i— obszar IN -0 — obszar Il

Rys. 2. Obszary rezonansu parametrycznego dla: a) £=0,0001, b) £=0,007, c) £'=0,037, d) granice
pierwszego obszaru dla trzech przypadkéw

Fig. 2. The parametric resonanse areas for: a) £=0,0001, b) £=0,007, c) £=0,037, d) the first
resonanse area for three cases

Na rysunkach 2 a,b,c zostaly przedstawione trzy pierwsze obszary rezonansu

parametrycznego dla: £'=0,001, co odpowiada pretowi smuktemu, dla £'=0,007 oraz dla
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£=0,037. W obliczeniach przyjeto nastepujace dane liczbowe: E=253-10s [kN/m3,
J=225010i4[m4, A=1200-10'4[m3, k=1,2 (przekrdj prostokatny) oraz 1=9[m]( £=0,007) i
1=4[m] (£=0,037).

4. Whnioski

W przypadku uwzglednienia wptywu odksztatcalnosci postaciowej i bezwitadnosci
obrotowej masy réwnomiernie roztozonej w miare jak maleje smuktos¢ preta, czyli rosnie
parametr £ granice obszar6w rezonansu parametrycznego obnizajg sie, co zostato
zilustrowane na rysunku 2d. Jak mozna zauwazy¢, wptyw ten dla preta pryzmatycznego jest
znikomy. Daleko wiekszych efektdw mozna sie spodziewaé dla pretéw o innych,

stosowanych w praktyce, przekrojach (np. dwuteowych itp.).
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