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ZASTOSOWANIE FALKI MORLETA DO WYZNACZANIA
WSPOLCZYNNIKOW TELUMIENIA

Streszczenie.W artykule rozwazane jest zagadnienie obliczania wspotczynnikow
ttumienia przy zastosowaniu ciggtej transformaty falkowej. Jako funkcje falkowe przyjeto
zespolone funkcje Morleta, ktére umozliwiajg wykonanie obwiedni wartosci amplitudy
przemieszczen. Obwiednia ta pozwala na tatwe $ledzenie spadku amplitud drgan, a przez co
obliczanie wspétczynnika ttumienia. Na przyktadzie ukltadu o dwdch stopniach swobody
przedstawiono sposob obliczen i zalety takiego podejscia.

APPLICATION OF MORLET WAVELET TO IDENTIFICATION
COEFFICIENT OF DAMPING

Summary. The paper deals with calculation of damping coefficients using a continuous
wavelet transform based on the Morlet wavelet function. This function enables making the
envelope value of displacement amplitude. The envelope makes possible tracking the change
in displacement amplitude and estimating the damping coefficient. The advantage of this
technique is confirmed by applying it to two-degree-of-freedom systems.

1. Ciagta transformata falkowa

W transformacie Fouriera funkcji x(t) funkcje bazowe to eJal z parametrem oi

Transformata jest okreslona za pomocg wzoru:

0)
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W  wyniku transformaty otrzymamy funkcje H@>) wspdtczynnikéw Fouriera.
Poszczegdlne wartosci cowstawiane sg do sumy sktadnikdw sin(cot). Graficzng interpretacje

rozktadu sygnatu x(t) na sume skiadnikéw sin{cot) przedstawiono na rysunku 1

Transformatami f\

Fouriera AU T |

Sygnat
Sktadniki funkcji sinus o réznych czestosciach ro

Rys. 1. Transformata Fouriera, dekompozycja sygnatu na skfadniki sin(mfj
Fig. 1. Fourier transform, decomposition of signal into sinfraij components

Ciagta Transformata Fatkowa (ang. Continuous Wavelet Transformation - CTF) funkcji x(t)
stosuje baze ortogonalnych funkcji falkowych iff z parametrami skali i translacji, a okreslona

jest za pomoca wzoru:
W(a,b)=Jx(0 ifAg b, f) dt )
gdzie:

a - wspoéiczynnik skali, b - wspotczynnik translacji.

W wyniku transformaty CWT otrzymamy funkcje W(a,b) wspotczynnikéw falkowych.
Graficzng interpretacje rozktadu sygnatu x(t) na sume skiadnikéw funkcji falkowych

przedstawiono na rysunku 2.

Transformata

falkowa — —

Sygnat Sldadniki funkcji falkowych o réznych

wspotczynnikach skali i translacji

Rys.2. Transformata falkowa, dekompozycja sygnatu na sktadniki funkcji falkowych
Fig. 2. The wavelet traansform, decomposition of signal into wavelets components

Na rysunku 3 przedstawiono graficznie wpltyw wspotczynnika skali a na funkcje falkowa.

Wspotczynnik a rozcigga lub zaweza funkcje falkowa.
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Rys.3. Wptyw wspoétczynnika skali a na funkcje falkowg y/
Rys.3. Influence scale parameter a on wavelet function y/
Zauwazymy, ze wspotczynnik skali a jest odwrotnie proporcjonalny do czestosci . Ogolny
zwigzek miedzy wspotczynnikiem skali a czestoscig mozna opisa¢ nastepujaco:
- niska warto$¢ a -> dolna skala -» falka zawezona -» opisuje szybkie zmiany -» wysoka
czestos¢ o,
- wysoka warto$¢ a — gorna skala -> falka rozciggnieta -> opisuje wolne zmiany -» niska
czesto$¢

Wspotczynnik translacji b to przesuniecie f. falkowej na osi czasu o warto$¢ b (por. rys. 4)

Przesuniecie w czasie funkcji falkowej

Rys.4. Wptyw wspotczynnika translacji b na funkcje falkowa yC
Fig. 4. Influence of translation parameter b on wavelet function y/
Algorytm obliczen transformaty falkowej sktada sie z pigciu etapow:
0) Wybor typu funkcji falkowej (funkcji ‘matki’).
1) Ustawienie funkcji falkowej i sygnatu w potozeniu poczatkowego czasu.
2) Obliczenie wspotczynnika W(a, b) przy a=1, b=0. Wigksza warto$¢ wspotczynnika W(a,b)
oznacza wieksze podobieAstwo funkcji falkowej i sygnatu.
3) Przesuniecie funkcji falkowej w prawo, tj. zwiekszenie wartosci wspotczynnika b.
Powtorzenie krokéw 1) i 2) az do konca catego przedziatu czasu sygnatu x(t).
4) Zwiekszenie wspotczynnika skali a i powtorzenie punktow 1) do 3).

5) Powtérzenie punktéw 1) do 4) dla wszystkich wspétczynnikéw skali a.
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Sygnat

c>

w = 0.0102 w = 0.2247
Etap drugi Etap trzeci Etap czwarty

Rys. 5. Etapy obliczania transformaty falkowej
Fig. 5. Computing steps of wavelet transform

Nazwa ciagta transformata falkowa jest tu rozumiana jako mozliwo$¢ wykonywania
obliczen dla wszystkich warto$ci wspoétczynnika skali oraz dla kazdego wspotczynnika

translacji.

2. Zespolona falka Morleta

Falka Morleta to funkcja bazowa postaci:

©)

gdzie:
fb, fc - state

Przykiad falki Morleta pokazano na rysunku 5.

FalkazespolonaMorleta fb=1 fc=1

czes$¢ rzeczywista cze$¢ urojona

Rys. 6. Zespolona falka Morleta dlaJj=I, fc=1
Fig. 6. Complex Morlet Wavelets forft=1, fc=1
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3. Obliczanie wspoétczynnika ttumienia przy zastosowaniu falki Morteta

Odpowiedz dynamiczna liniowego uktadu o NDOF na wymuszenie impulsowe wynosi:

KO = Z ¢je~gxJF cos(frcojt +0j) )
y=i
gdzie O)jest j-tg czestoscig whasng, J j-tym katem fazowym, N liczba postaci wiasnych

uwzglednionych w analizie, Aj jest amplituda, a jest wspotczynnikiem tlumienia
krytycznego. W réwnaniu (4) wartosci Aj, Q, Jsa niezmienne w czasie.
Réwnanie (4) sktada sie:
a) ze skfadnika oscylujgcego w postaci funkcji
cos(™M -ejWijt +0j)
b) z wykfadniczego spadku amplitudy w czasie
Aj(t) =AJe~"jiyl ()

C) ze zmiany kata w czasie

0j(t)=Jl-8]a>jt+Oj (6)
Dla ukfadu liniowego wspoétczynnik ttumienia £jest okreslony jako nachylenie funkcji A(t) w
skali logarytmicznej. Logarytmujac obie strony réwnania (5) dla kazdegoj, otrzymamy

In(A(t)) = - "aX + In(AQ) )

Q - k
Jesli zatozymy, ze sktadnik thumienia jest w zakresie niskiego ttumienia, f{j. (? ) <—,to
m m
rozwigzanie réwnania ruchu SDOF zapiszemy jako
ZAf) =A(t) =A(f) e'm (8)
Transformate falkowg réwnania (8) przy zastosowaniu falki Morleta mozemy przyblizy¢
piszac
(0»(a, b)*A{b)v*(.°Hb))e"*<4=+0(|4H > 9)
Modut transformaty wynosi
I(0»(a. b)I»A(b) liz*(aHb)) | (10)
W przypadku liniowego ttumienia wiskotycznego ttumienia zapisanego réwnaniem (5) modut

transformaty wynosi

1(0»(a, b)\*AO0e -~ lyP(+iao@i\-{2)I (®)
gdzie a0jest wspotczynnikiem skali odpowiadajacym czestosci &,

Wprowadzajac skale logarytmiczna, réwnanie (11) zapiszemy

In\{W Ma, b)\*-4conb +In{A0\iy*{+iala>,,J1-$2)| (12)
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Z réwnania (12) wynika, ze wspotczynnik ttumienia E mozna wyznaczy¢ z nachylenia
linii na wykresie In\(W”){a, b)l (w skali logarytmicznej) dla wspoétczynnika skali a0

odpowiadajacemu czestosci @,

4. Przykilad

Rozwazany jest uktad o dwdch stopniach swobody. Réwnanie ruchu zapisano jako:

2 0 0.02 0" 300 -300 5{t=0.97)
* - *(Ml=e
0o 2t o 005 (M} 300 g0 O} 0

Obcigzenie w czasie jest w postaci impulsu jednostkowego w chwili t=0.97 s przytozonego
w pierwszym stopniu swobody. Czestotliwosci wiasne uktadu wynosza: fj=1.2Hz oraz

f2=3.15Hz. Na ponizszych rysunkach przedstawiono rozwigzanie x(f) ijego analize.

Analizowany sygnat Charakterystyka czestotliwosciowa
0.01
© 0.005
| 0
<-0.005
-0.01

10 15 20 3 4 5
Czas [s] Czestotliwo$¢ [Hz]
b)

Rys. 7. Sygnat: a) przebieg w czasie, b) charakterystyka czestotliwosciowa
Fig. 7. Signal: a) in time, b) frequency characteristic

Transformata falkowa

a=6.5
f= 3.15 Hz

Rys. 8. Mapa falkowa przebiegu x(t) przy zastosowaniu falki Morleta
Fig. 8. Wavelet tranform for the signal x(t), using Morlet Wavelets
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Skala liniowa
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Rys. 9. Obwiednia amplitud dla pierwszej czestotliwos$ci wiasnej: a) przekroj przy liniowej
skali wspotczynnika a, b) przekréj przy skali logarytmicznej wspoétczynnika a

Fig. 9. The envelope amplitude for first eigenfrequency: a) section for a linear scale
plot b) section for a logarithmic scale plot
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Rys. 10. Wykresy wspélczynni/ka tlum\ienia krytycznego £ wyznaczane dwoma sposobami,

XN Wm {a,bn)
a) 4 = .Sm=In , b)E = >Sm=
2n-m \V XnHm > 2n -m Wva(a’bn+m)

Fig. 10. Plots of damping ratio £ calculated by two methods

5. Podsumowanie

W artykule przedstawiono nowy sposéb wyznaczania wspdtczynnika tlumienia
krytycznego £ przy zastosowaniu zespolonej transformaty falkowej. Do obliczen wybrano
zespolong funkcje falkowg Morleta.

Na rysunku 9 pokazano, ze wyniki uzyskane przy zastosowaniu transformaty falkowej w

postaci wzoru

1= oTem®
odpowiadajgwynikom uzyskanym w sposob klasyczny

/ |

Sm

#=2n-m

» sm=In
y xmm ]

gdzie:

S- logarytmiczny dekrement ttumienia.
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