ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 2004
Seria: BUDOWNICTWO z.102 Nr kol. 1644

Artur RYSTWEJ’
Politechnika Wroctawska

STOCHASTYCZNA DYNAMIKA BELKI NA PODLOZU
PASTERNAKA

Streszczenie. W pracy rozpatruje sie drgania belki nieskonczenie dtugiej spoczywajacej
na podifozu Pastemaka obcigzonej ciggiem sit skupionych poruszajgcych sie w jednym
kierunku ze statg predkoscia. Przyjeto, ze wartosci sit, jak réwniez ich rozmieszczenie na
diugosci belki sg zmiennymi losowymi. Podano rozwigzanie na kumulante dla ogélnego i
maksymalnego ugiecia belki.

STOCHASTIC DYNAMICS OF ABEAM ON THE PASTERNAK
FOUNDATION

Summary. The paper presents an infinite beam resting on a Pasternak foundation is
subject to vibration under a series of concentrated forces moving at a constant velocity. The
force values and their spacing along the beam are assumed to be random variables. The
solution for the n-th order cumulant of the general and maximum beam deflection is given.

1. Wstep

W konstrukcjach inzynierskich zwigzanych z budownictwem komunikacyjnym istotnym
zjawiskiem, ze wzgledéw zaréwno wytrzymato$ciowych, jak i eksploatacyjnych, sg drgania
wywotane poruszajacym sie obcigzeniem. Bogaty przeglad literatury obejmujacej te
problematyke stanowi monografia Fryby [1], Z wczesnych prac podejmujacych w kategoriach
probabilistycznych problem drgan konstrukcji wywotanych ruchomym obcigzeniem mozna
wymieni¢ [2], w ktoérej rozpatrywano drgania belki nieskonczenie dtugiej obcigzonej sitg
skupiona opisang procesem stochastycznym, a takze [3], gdzie analizowano drgania mostéw
poddanych dziataniu ruchu drogowego.

W niniejszej pracy rozpatruje sie drgania belki nieskoficzenie dtugiej spoczywajgcej na
dwuparametrowym podtozu i obcigzonej nieskonczonym ciggiem sit skupionych

poruszajacych sie w jednym kierunku ze statg predkoscig. Uwzgledniajgc losowos$¢ wartosci,
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jak i rozmieszczenia sit na dtugosci belki, przedstawiono rozwigzania dla n-tej kumulanty
ugiecia belki, przy czym rozpatrzono przypadek drgan maksymalnych i ogélnych. Otrzymane

rozwigzania mogg by¢ wykorzystane m.in. w analizie drgan nawierzchni drogowej.

2. Przyjecie zatozen i wyprowadzenie wzorow

Réwnanie opisujgce drgania nieskonczenie dlugiej belki na podtozu dwuparametrowym

typu Pastemakajest postaci [7]:

(3

gdzie EIl oznacza sztywno$¢ belki na zginanie, kO stalg sprezystosci podioza, k\ statg

dx 0X dt

sztywno$ci na $cinanie podtoza, m mase jednostkowag belki, w(x,t) przemieszczenie pionowe
belki oraz F(x,t) obcigzenie.

Niech obcigzenie bedzie stacjonarnym procesem stochastycznym. Rozwazamy ciagg sit
poruszajacych sie ze statg predkoscigw losowo okreslonych odlegtosciach. Poszczegélne sity
Aj (i = -00, Q 1, .., 00) sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych charakte-
rystykach probabilistycznych E [A?] = E [A™] = const.

Wprowadzmy funkcje Mx,t) oznaczajacg intensywnos$¢ rozktadu sit, a wiec wartosé
oczekiwang liczby sit na jednostke diugosci w punkcie x i chwili t. Réwnanie ciggtosci
przedstawione ponizej okre$la, ze zmiana liczby pojazdéw na odcinku dx w przedziale czasu
dt musi by¢ réwna réznicy pojazdéw wjezdzajacych do przedziatlu dx w punkcie x i
wyjezdzajacych w punkcie x+dx [5]:

42000 L, dAQ), @
dt dx 1’

Réwnanie (2) bedzie spetnione wéwczas, gdy funkcja Mx,f) posiada nastepujacag wtasciwosc¢:
I(x,t) = I{x-vt) (3)
Przyjmijmy wobec powyzszego ruchomy uktad wspétrzednych okreslony nowg zmienna:
#=x-vi 4)
Przyjety rozkiadsit na odcinkuo dtugosci dE jest rozktademPoissona [4].Je$li za dN(%)
przyja¢ liczbesit wprzedziale (£ + d»), to prawdziwe dlaprzyjetegorozktadu sa

zalezno$ci podane nizej:
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EVINK(¢)\= X(£)de dla k=1,2..

E[dN/~)-dN~2)\= " )-~ 2)drd"2 dla p, *p2 ©
Niech //(p,p0) oznacza dynamiczng funkcje wptywu, tzn. przemieszczenie ustalone belki w
punkcie p od poruszajacej sie ze stalg predkoscig sity jednostkowej znajdujacej sie w punkcie
p,. Rozwazmy dwie mozliwe sytuacje, jakie moga mie¢ miejsce w analizowanym
zagadnieniu. W pierwszym przypadku przekréj, w ktérym liczymy ugiecie belki, okreslony

jestw dowolnie wybranym miejscu o wspo6trzednej p (rys.!)m

Aj.i A A AiH Ajw

r ELm \f ' S
ko, ki
Rys. 1. Schemat dla pierwszej sytuacji zdarzeh
Fig. 1 The plan of the first case
Poniewaz nie znamy potozenia zadnej z sit A,, , stad ugiecie belki w powyzszej sytuacji w

miejscu pokres$lone bedzie za pomoca wzoru:
W/(P) = \A(40)-H{4,40)dN(40) (6)

Faktem jest natomiast, ze nastapi taka chwila, w ktérej w interesujgcym nas przekroju pojawi
sie jedna z sit A,,. Mimo ze nie jesteémy w stanie okredli¢, kiedy doktadnie taka sytuacja
bedzie miata miejsce, to jednak mozna stwierdzi¢, ze z punktu widzenia probabilistycznego
jest to zdarzenie pewne. Co wiecej, dla drgan ustalonych, z ktérymi mamy tutaj do czynienia,
pojawienie sie jednej z sit w analizowanym przekroju jest rGwnoznaczne z osiggnieciem przez
funkcje ugiecia wartosci ekstremalnej. Przyjmijmy wobec tego, ze w drugim przypadku

przekréj p, w ktérym liczymy ugiecie, znajduje sie pod jedna z sit (rys.2).
Aj.2 Ai.i Aj Ai+i Aj+2

1r ELm ir irj yr Ym
T W ko, ki

Rys. 2. Schemat dla drugiej sytuacji zdarzen
Fig. 2. The plan of the second case
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Poniewaz w tej sytuacji potozenie jednej z sit jest doktadnie i $cis$le okreslone, wiec dla
catego ich zbioru Anwzdr (6), okreslajacy ugiecie belki w przekroju £, ulegnie modyfikacji i

przyjmie nastepujaca forme:

"if (<f) = A{g) \H (t,4)+ JA(f.) ®H(g,E0) dN(g0) (7)

Nalezy podkresli¢, ze poniewaz obcigzenie belki jest wielkoscig losowa, stad wyrazenie dane
wzorami (6) oraz (7) jest réwniez zmienng losowg, ktérej warto$¢ oczekiwana po

wykorzystaniu zaleznosci (5) wynosi odpowiednio:

eW.)]=elal \mg.e0yug0)deo ®)
Ek ,(E)]=E[A]m ,f)+E[A]*°]n (£,60) *X(S0) dgo )

natomiast wariancja:
rr2[Wi(i)]=e[a2\ 1H 2(g,i0)-Mgo) d{0 (10)
N2K (#)]=" s\~ 4)+e[all JH\e,e0)-w 0)deO oD
Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja sg kumulantami odpowiednio I i Il rzedu. W ogélnym

przypadku kumulante zmiennej losowej w/(£) oraz w//(£) rzedu n zapisujemy odpowiednio:

oL #)Y=e[a™\ 1" (#,£,) % (£,) d40 (12)
KNV, a) = KAmH\e,4) + E[An\ J#" (E#.)e* (#.) (13)

gdzie wielko$¢ k ,a oznacza kumulante rzedu n zmiennej losowej A ,.

Pojawiajaca sie we wzorach dynamiczna funkcja wptywu //(£,£,) dla belki opisanej

réwnaniem (1) ma postac [6]:

1 rais-fo) rcosS(£-40) sin”-i.)] dlaz<i0
4JjE1-k0 a 5
(14)
TcosS(g-$0) | sin8 (£-t0
(9-60) |'sin8 (E-10) o

4-JE1-k0 a 5

gdzie
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Miedzy momentami zwykiymi i centralnymi a kumulantami zmiennej losowej istniejg
jednoznaczne zwiazki [4]. Znajomo$¢ tych wielkosci pozwala na aproksymacje rozkiadu

prawdopodobieristwa zmiennej losowej w(£).

3. Wyniki numeryczne i wnioski

Dysponujac wzorami (12) i (13) i wykorzystujgc dynamiczng funkcje wplywu (14),
wykonano obliczenia numeryczne w zakresie czterech pierwszych kumulant, sko$nosci i
ekscesu [4]. Przyjeto, ze $rednia warto$¢ odstepéw miedzy sitami wynosi 5 m, co daje
warto$¢ intensywnos$ci rozktadu sit réwng 1=0.2 sity/m, natomiast zmienna losowa A ma
rozktad lognormalny o nastepujacych charakterystykach: mA=13 kN i <€a=2.6 kN. Parametry
belki i podtoza wynoszg: m=22S0 kg/m, EI=9-107 Nm2, fci=5-105Nm/m. Zbadano zmienno$¢
kumulant zmiennych losowych wj (£) oraz w//(£) w zaleznos$ci od parametréw V oraz ko w
przedziatach odpowiednio 0 - 96m/s oraz 5-107 - 5'10®N/m2. Wykresy przedstawiono na rys.
3-10. Wynika z nich, ze uwzglednienie sity w przekroju powoduje wzrost warto$ci kumulanty
w stosunku do sytuacji, kiedy sie takowej sity nie uwzglednia. Wida¢ to wyraznie w
przypadku pierwszej kumulanty. Im wyzszy rzad, tym réznice w warto$ciach kumulant tego
samego rzedu dla zmiennych losowych w/ (£) oraz w// (£) sukcesywnie maleja. Ponadto,
zauwaza sie o wiele wiekszy wptyw sztywnosci podioza ko niz predkosci V na zmiennos$¢
kumulant. Co wiecej, dla analizowanych zakreséw zmiennos$ci parametréw V oraz ko
stwierdzi¢ mozna, ze wraz ze wzrostem ko réznice miedzy kumulantami zmiennych losowych
w/(£) oraz w//(£) ulegajg zmniejszeniu, podczas gdy ze wzrostem V ro6znice te utrzymuja sie
raczej na statym poziomie. Wykresy poréwnawcze wspoiczynnikéw skos$nosci i ekscesu
przedstawiono na rys.11-14. Okazuje sie, ze rozkiad badanych zmiennych nie jest rozktadem
normalnym, poniewaz sko$no$¢ i eksces sg rézne od zera. Wspotczynniki te sg wrazliwe na
zmiane sztywnosci podtoza ko, podczas gdy przy zmianie predkosci V ich warto$¢ nie ulega
znaczacej 2mianie. Ponadto dla zmiennej losowej w//(£) przyjmujg one warto$ci blizsze zeru,

awiec rozktad jest bardziej zblizony do normalnego niz w przypadku w/(£).
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Rys. 3. Zalezno$¢ fi od k0 (F=20m/s)
Fig. 3. Relation between fi and k0
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Rys. 5. Zalezno$¢ f2od kO (F=20m/s)
Fig. 5. Relation between f2and kO
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Rys. 7. Zalezno$¢ f3od kO (F=20m/s)
Fig. 7. Relation between f3and k0
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Rys. 4. Zalezno$¢ fi od V (8&0=5-107N/m2
Fig. 4. Relation between fi and V
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Rys. 6. Zalezno$¢ f2od V (&0=5-10 N/m )
Fig. 6. Relation between f2and V
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Rys. 8. Zalezno$¢ f3o0d F(&o=5-107N/m2)
Fig. 8. Relation between f3and F



Stochastyczna dynamika belki na podtozu . 431

«4 [mmt] *4 [mmt]
0.00002
0.000015
0.00001
0.000005
Rys. 9. Zalezno$¢ Ki od ko (F=20m/s) Rys. 10. Zalezno$¢ Kt od V (£0=5-107N/m2)
Fig. 9. Relation between Kiand'fc” Fig. 10. Relation between Ki and V
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Rys. 11. Wsp. skos$nosci yi od ka (F=20m/s) Rys. 12. Wsp. sko$nosci yi od V (Ao=5-107N/m2)

Fig. 11. Relation between skewness yi and k0 Fig. 12. Relation between skewness yi and V
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Rys. 13. Wsp. ekscesu y2od k0 (F=20m/s) Rys. 14. Wsp. ekscesu y2od V (fco=5-107N/m2)

Fig. 13. Relation between excess Yi and K Fig. 14. Relation between excess # and V
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