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DETERMINISTYCZNE WEASCIWOSCI PRZETWARZANIA
STOSOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawia si¢ deterministyczne wiasciwosci przetwarzania
stosowego.

Analizuje sie tutaj zwigzek pomiedzy funkcjg boolowska, na ktdrej oparty jest dany
przetwornik stosowy, a postacig niezmiennikdéw tego przetwornika. Podaje sie réwniez
warunki konieczne i wystarczajgce zbieznosci wyjscia przetwornika stosowego do
niezmiennika filtracji medianowej. Pokazano, ze istniejg filtry stosowe rézne od filtracji
medianowej, ajednocze$nie zachowujace niezmienniki filtracji medianowej.

W pracy sklasyfikowano przetworniki stosowe oparte na funkcjach boolowskich trzech
zmiennych pod katem zachowywania przez nie odpowiednich niezmiennikéw oraz
przeanalizowano dziatanie tych przetwornikow.

DETERMINISTIC PROPERTIES OF STACK FILTRATION

Summary. Inthis work deterministic properties of stack filtration are presented.

The paper contains an analysis of interference between Boolean function that provides
a basis for a stack filter and a from of such element's roots. Neccessary and sufficient
conditions for convergence of stacking filter output to a root of median filtration are
given. Existence of stack filtres that differ from the ones in median filtration, while
preserving roots of median filtration is proven.

Stack filters based on 3-variable Boolen function are classified concerning their ability
to preserve particular roots and subsequently their performance is analysed.

fIETEPMMHMCTMHECKME CBOftCTBA CTEKOBOM OSPAEO-
TKM M30EPAXEHMK

Pe3iOVe. B paBOTe npegCTaBjieHBi neTepMMHHcraaecKHe CBORCTBa CTeKOsofi
06pa60TKH. AHann3HpyeTca cbh3b Meatgy Jiormeacoft ({(yHKimefl, na ochobc koto poit
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nocrpoeH aainibitt creKOBOtt npeo5pa30BaTeji:> a bhuom HHBapnaHTHbix npHS3iiakOB
aroro npco6pa30Ba'rejiH. OopMyjinpytOTCH Taicace neo6xOflHMtie h flocraTOTHbie
yGroBHH  exoflHMOCTH  Bhixoaa creKOBoro  npeo6pa30BaTejm  k  HHBapiiaHTHOMy
npH3Haxy MeaiianHofl cHHJiBTpaunM  1loKa3biBaeTCfl, tto cymecraytOT creKOBbie
(JiHIibTpbi pa3Hbie ot MeflHamioK $HJibTpaimn h o«HOBpeMEHHo coGmoiiaioiHHe
HHBapnaHTHbie npH3Haxn MejtHaHHO!  cjujibTpauHH. KjiaccHipHUHpyiOTca creKOBbie
npeoGpa30BaTejiH, KOTopbie ocHOBaHbi Ha jiornaecKHX (tyHKniiiix 3 nepeMeHHbix ¢
TOTKU 3peHHH COGjI0fleHHA  HHBapHaHTHOIX npH3HRKOB.  AliaJIH3Hpye TCH  fleWCTBH:
TaKHx npcoSpa30BaTejicB.

1. WSTEP

Ogolnie efekty przetwarzania obrazu oraz realizujgce je przetworniki moga by¢
charakterystyczne w  kategoriach  statystycznych, "czestotliwosciowych”  lub
niezmienniczych. W przypadku pierwszym zaréwno obraz wejsciowy, jak i wyjsciowy
opisane sg przez histogram. Z punktu widzenia przetwarzania interesujgce sgjedynie
mozliwe do osiggniecia "modyfikacje" histogramu bedace wynikiem przetwarzania
obrazu [9]. W przypadku drugim obraz charakteryzowany jest przez swoje widmo
czestotliwosciowe, lub ogdlniej wspoéiczynniki rozwiniecia w wybranym uktadzie
funkcji ortonormalnych i interesuje nas, jakim zmianom podlega widmo w wyniku
wykonania przetwarzania. W tym zakresie dobrze znanymi sg przetworniki
"dolnoprzepustowe", "gomoprzepustowe" i "pasmowoprzepustowe", jak rowniez ich
rézne modyfikacje. W przypadku trzecim przetwarzanie charakteryzowane jest
najbardziej bezposrednio. Badamy mianowicie, jakim zmianom w wyniku wykonania
przetwarzania podlegajg "charakterystyczne fragmenty" obrazu. Impulsem do rozwoju
tego kierunku oceny przetwarzania staty sie wiasnosci filtrow medianowych, tzw.
niezmienniki przetwarzania medianowego. Dla kontrastu ze statystyczng ocene, opartg
na badaniu niezmiennikbw nazywa¢ bedziemy dalej deterministycznymi
wiasciwosciami przetwarzania.

W pracy przedstawia sie deterministyczne wiasciwosci przetwarzania stosowego,
ktdrego szczeg6lnym przypadkiem jest przetwarzanie medianowe.

W punkcie 2 przedstawiono podstawowe pojecia i definicje dotyczace przetwarzania
stosowego.

W punkcie 3 analizuje sie zwigzek pomiedzy funkcja boolowska, na kt6rej oparty
jest dany przetwornik stosowy, a postacig niezmiennikdw tego przetwornika. Podaje sie
réwniez warunki konieczne i wystarczajgce zbieznosci wyjscia przetwornika stosowego
do niezmiennika filtracji medianowej.

W punkcie 4 sklasyfikowano przetworniki stosowe oparte na funkcjach boolowskich
trzech zmiennych pod katem zachowywania przez nie odpowiednich niezmiennikow
oraz przeanalizowano dziatanie tych przetwornikow.

Pracafinansowana zBK 603/RAul/93/2
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2. WPROWADZENIE DO PRZETWARZANIA STOSOWEGO

Pojecie przetwarzanie stosowe zawiera w sobie szerokg klase przetwornikow
zrealizowanych za pomocg progowej dekompozycji (threshold docomposition) z
uwzglednieniem wiasciwosci uktadania w stos (stacking property). Konstrukcje takiego
przetwornika przes$ledzmy za [1] na przyktadzie asymetrycznego filtru medianowego o
aperturze szerokosci 3, zrealizowanego technika przetwarzania stosowego, na ciggu o
dtugosci 1= 9, ktérego elementy mogg przyjmowaé M = 4 wartosci, przyktadowo {0,
1,2,3}, (rys. 2.1).

2 2 0113 2 2 2 2 2 1 1 1 3 2 2 2
. > >
i
Operacja progowania Dodawanie wyj$¢ binarnych
z progiem 3, 211. T
00001000 . 00000 1 000
110001111 . 1 1 0 0 0 1 1 1 1
110 1 1 1 1 1 1 =-» »1 1 1 1 1 1 1 1 1

Rys. 2.1.  Filtr stosowy - asymetryczny filtr medianowy z aperturg o szerokosci 3
Fig. 2.1.  Stack filter - window with 3 asymetrie median filter

Wiasciwos¢ progowej dekompozycji sprawia (co ilustruje rys. 2.1), ze
przetworzenie M-wartosciowego ciggu przez asymetryczny filtr medianowy jest
réwnowazne nastepujgcej procedurze:

1) Dekompozycji M-wartosciowego ciggu wejsciowego w zbiér M-I ciggdw binarnych,
k-ty cigg binarny, gdzie k jest liczbg catkowitg ze zbioru {1, 2, ..., M-I}, jest
otrzymywany przez progowanie ciggu wejSciowego progiem o wartosci k.
Przyjmujemy warto$¢ 1 dla elementu ciggu wiekszego lub réwnego ki O dla
elementu ciggu mniejszego od k. Zauwazmy, ze sumowanie tych M-l ciagow
binarnych daje nam oryginalny cigg wejsciowy (rys. 2.1.).

2) Filtracji kazdego ciggu binarnego niezaleznie, za pomocgjego wiasnego binarnego
asymetrycznego filtru medianowego. Wszystkie te operacje moga by¢ wykonane
rownolegle. Réwniez kazdy z filtrdw, dzieki ciggom binarnym na wejsciu jest
realizowany przez odpowiednig funkcje boolowska.

3) Dodaniu elementéw ciggdw wyjsciowych odpowiadajacych tej samej chwili
czasowe;j.

Kontynuujac przyktad z rys. 2.1. dla funkcji boolowskiej

B (x1; x2, x3) =x 1x3 + x2,
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gdzie i = 1, 2, 3 sg elementami ciggdéw binarnych i stosujgc opisang procedure
0g0bIna tatwo sprawdzi¢, ze rozpatrywany przetwornik usuwa zaktocenia punktowe, 0
warto$ci mniejszej od "tha". Przykladowo O w podciggu (22011) w wyniku
przetwarzania zastgpione zostanie przez 1 i otrzymamy podcigg (22011). Pozostawia
on natomiast zaktécenia punktowe, o wartosci wiekszej od "th" (11322) -» (11322)
element ciggu o wartosci 3 nie zostat zmieniony).

Za pomocg progowej dekompozycji z wykorzystaniem wiasciwosci uktadania w stos
mozna zrealizowa¢ rézne przetworniki zmieniajac tylko odpowiednio funkcje
boolowska. Dopuszczalne funkcje boolowskie muszg posiadaé¢ wiasciwos¢ uktadania w
stos.

Definicja 2.1

O funkcji binarnej B n-wymiarowego argumentu méwimy, ze ma wiasciwosé
uktadania w stos, jezeli:

X &y =>B(x) s B(y). (2.1
L]

Binarny wektor x jest wiekszy réwny od binarnego wektora f , jezeli na kazdej
pozycji, na ktérej w y wystepuje 1, rowniez w x wystepuje 1.
Podsumowujgc mozna stwierdzi¢, ze wszystkie operacje wykonywane w trakcie
przetwarzania ciggu (obrazu) przez przetwornik stosowy sprowadzajg si¢ do:
a) progowania M-warto$ciowego ciagu wejsciowego,
b) obliczania wartosci funkcji boolowskiej dla odpowiednich podciggow,
c) detekcji numeru najwyzszego poziomu (wartosci k), dla ktérej wartos¢ funkcji
boolowskiej wynosi 1.
Na zakonczenie wspomnijmy o pewnym zabiegu formalnym. Otdz, aby wejscie
filtru stosowego byto okreslone dla wszystkich potozen apertury naktadanej na ciag,
. umownie rozszerzamy go powtarzajgc odpowiednig liczbe razy pierwszy i ostatni
element ciggu. Bez tego zabiegu apertura filtru obejmowataby elementy spoza ciggu
przy ustawieniu $rodka apertuiy na pierwszym lub ostatnim elemencie.
Niech 1= (s(l), s(2),...,s(L)) bedzie M-poziomowym ciggiem o dtugosci L. Wtedy
ciggiem rozszerzonym dla apertury o szerokosci 2N + 1jest cigg:

gdzie s(l) i s(L) sg powtorzone N +1 razy.

3. DETERMINISTYCZNE WELASCIWOSCI PRZETWARZANIA STOSOWEGO

Poniewaz zaréwno przetworniki medianowe, jak i inne przetworniki ze statystykami
porzadkowymi oraz przetworniki stosowe sg nieliniowe, nie obowigzuje tutaj zasada
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superpozycji i nie mozemy zdekomponowac analizy tych przetwornikéw do rozwazania
przetwarzania obrazu idealnego i osobno przetwarzania addytywnego szumu. Zamiast
tego musimy podejs¢ do problemu catosciowo i zapyta¢, ktore cechy obrazu
wejsciowego filtr stosowy zachowuje, a ktére eliminuje. Takie podejScie prowadzi do
idei niezmiennika [6, 2-5], ktdry jest obrazem niezmieniajgcym sie w wyniku
przetwarzania stosowego. Poniewaz przetworniki stosowe sg uogOlnieniem filtracji
medianowej, ich niezmienniki mozna analizowa¢ w podobny sposéb. Zostang tez
wyprowadzone warunki istnienia obrazéw niezmienniczych i warunki zbieznosci
dowolnych obrazéw do obrazéw niezmienniczych w trakcie powtarzania
przetwarzania. Jako ze struktura niezmiennikéw filtracji medianowej jest dobrze
znana, pokazane bedzie, jakie jeszcze inne filtry stosowe zachowujg niezmienniki
filtracji medianowej.
Zdefiniujemy obecnie pojecie niezmiennika.

Definicja 3.1

Niezmiennikiem (root) przetwornika stosowego S jest kazdy ciag wejsciowy a, dla
ktdrego

S(a) = a
(0]

Przyktadowo niezmiennikiem filtracji medianowej z aperturg o szerokosci 2N + 1
sg ciggi sktadajace sie z podciggdw monotonicznych o szerokosci co najmniej N + 1.

Definicja 3.2

Ciag jest lokalnie monotoniczny przy aperturze 2N+1, jezeli kazdy jego podciag o
dtugosci N + 1ljest monotoniczny. —

Notacja

Dla prostoty przedstawienia ciggéw binarnych bedziemy uzywaé Om i Im dla
zapisania 0 lub 1 powtérzonych m-razy, natomiast B (ImDm) oznacza wartos¢
wyrazenia boolowskiego B od 2m zmiennych dla m pierwszych zmiennych
réwnych 1 i m drugich zmiennych réwnych 0. O

Na wstepie zauwazmy, ze kazdy filtr stosowy (FS) posiada jakie$ niezmienniki,
poniewaz kazdy FS zachowuje sygnaty stale. Jesli dodatnia funkcja boolowska B nie
jest réwna identycznie 0 lub 1, to B(On) = 0, a B(In) = 1. Stad tez filtr binarny
bazujacy na funkcji B bedzie zachowywat wszystkie state sygnaty binarne, co prowadzi
do nastepujacego wyniku:
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Twierdzenie 3.1

Jezeli Sg jest przetwornikiem stosowym bazujgcym na nietrywialnej dodatniej
funkcji boolowskiej B, to kazdy cigg statowartosciowy jest niezmiennikiem Sg.

O

Jesli natomiast B jest identyczne z 0, to Sg bedzie zachowywat tylko stale sygnaty o
wartosci 0, ajesli B jest identyczne z 1, to Sg bedzie zachowywat tylko stale sygnaty o
wartosci M-I.

Aby znalez¢ nietrywialne niezmienniki filtréw stosowych, zaczniemy od analizy
przetwornikéw stosowych zachowujgcych ciggi rosnace i malejace oraz takich, ktére
zachowujg niezmienniki filtracji medianowe;j.

Twierdzenie 3.2

Zatozmy, ze przetwornik stosowy Sg, bazujacy na dodatniej funkcji boolowskiej B,
ma aperture o szerokosci 2N+1. Sg zachowuje wszystkie rosngce (niemalejace)
ciggi wtedy i tylko wtedy, jesli

B(ONIN+1) =1 i B(ON+1IN) = 0.

Dowéd twierdzenia 3.2

Wszystkie rosngce M-poziomowe ciggi dekomponujg sie na ciggi binarne o
nastepujacych postaciach:

..0000..lub..1111...lub..00OOO11111...
Stad cigg binarny w aperturze kazdego binarnego filtru skfadajgcego sie na
przetwornik Sg bedzie miat postac:

gkjZN+1-k

Jesli k s N, to wtedy centralny bit bedzie réwny 1, natomiast jesli k =sN+I, to be-
dzie on réwny 0. Ponadto jesli k» < kj, towtedy 0~ j2N+I-k2 < okl j2N+1-kl
Poniewaz (X s y) => B(X) B (y), mamy co nastepuje:

jesli (B(ONIN+1) =0 i B(ON+1IN) =1), to:
B(0kI2N+1~k) =0 dla kt*N +I1 (a)
B(OkI2N+1_k) =1 dla ksN (b)
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Dlatego tez, poniewaz B zachowuje wszystkie binarne ciagi rosngce, Sg zachowuje
réwniez rosngce ciggi M-wartosciowe. Odwrotnie, jesli Sg zachowuje wszystkie
rosnace sygnaty M-poziomowe, to wtedy (a) i (b) obowigzuja. W szczegolnosci dla
k=N,B(0%N+1)=1i,adlak=N+ 1, B(IN()N+1) = 0.

O

Czasem jest wygodniej przedstawi¢ funkcje boolowska przetwornika stosowego w
postaci wyrazenia logicznego, niz w postaci tablicy stanéw. Twierdzenie 3.2.
przeformulowane do takiej postaci przedstawia

Whniosek 3.1

Niech Sg i B bedg takie jak w twierdzeniu 3.2. Sg zachowuje M-warto$ciowe ciagi
rosngce wtedy i tylko wtedy, gdy:

a) kazdy sktadnik zminimalizowanej postaci sumacyjnej (ZPS) wyrazenia okre$la-

jacego  funkcje  B(x3,x2 x2N+l) * zawierajagcy zmienne ze zbioru

(XN +I"’XN+2>->x2N+1} zawiera XN +i;
b) istnieje tam co najmniej jeden taki skiadnik.

0

Dowéd wniosku 3.1

Z twierdzenia 3.3. potrzebujemy tylko udowodni¢, ze a) i b) we wniosku sg
rownowazne:

B(On in+1)=1
B(On+11n) =0

Jesli a) i b) sa prawdziwe, to wtedy:
z tego, ze (XN+1 =0 i XN+2 = XxXN+3 = ... = xX2N+1 = 1) wynika, ze

(B(x1x2,...x2N+1) - 0, to jest B (ON+11N) = 0).

Zauwazmy, ze w tym przypadku kazdy skiadnik, ktéry nie zalezy od

XN+2>-»x2N+I>> hedzio réwny 0.
Rowniezjesli a) i b) sg prawdziwe, to wtedy:
ztego, ze (XN+1 = XN+2 = ... X2N+1 = 1) wynika, ze

(B(XL X2,..., x2N+1) = 1, to jest B(On In+1) - 1).
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Reasumujac:
(B(On In+1)= 1)=>

(3Y = (yi, y2,..., y2N+I) 50NIN+1L takie, ze B(y) =>1) =*
(istniejg sktadniki w ZPS wyrazenia dla B, ktdre zalezg tylko od {x;ja+i, xj\j+2,...,
X2N+1»

(B(ON+IIN) = 0) =>

( zaden sktadnik B zalezny tylko od {xn+1> xN+2> —»x2N+I} 1 e moze ty¢ réwny 1,
jesli Jag+i = 0) => (wszystkie sktadniki B, ktére zalezg tylko od zmiennych ze zbioru

(XN+1, xN+2, i 2n+1> muszgzawiera¢ xN+1).

U

Na przyktad, dla apertury o szerokosci 3, FS bazujacy na funkcji B(xg x2, x2) = x
+ x2X3 bedzie zachowywat ciagi rosnace.

Poprzez odwrdcenie kolejnosci zmiennych w poprzednich rozwazaniach otrzymu-
jemy podobne wyniki dla filtrow zachowujgcych ciggi malejace.

Twierdzenie 3.3

Niech Sg bedzie M-poziomowym FS z aperturg o szerokosci 2N+1, Sg zachowuje
niezmienniki filtracji medianowej z aperturg o szerokosci 4N+1 wtedy i tylko
wtedy, gdy Sg zachowuje wszystkie M-poziomowe ciggi lokalnie monofoniczne w
obszarze 2N+1.

(]

Wykorzystujgc poprzednie wyniki mozemy sklasyfikowaé filtry stosowe wedtug
lokalnie monotonicznych sygnatéw, ktére te filtry zachowuja. FS moze zachowywac
nie tylko sygnaty monofoniczne, ale réwniez nie bedace lokalnie monofonicznymi.

Zauwazmy, ze jesli filtr stosowy z aperturg szerokosci 2N+1 (FS(2N+1)) zachowuje
niezmienniki filtracji medianowej (FM) o aperturze wiekszej od 4N+1, to musi
rowniez zachowywac niezmienniki FM o aperturze rownej 4N+1. Rdéwniez jesli FS
zachowuje niezmienniki FM o aperturze mniejszej od 4N+1, to musi zachowywaé
rowniez wszystkie niezmienniki FM dla wiekszych szerokosci apertury, wigczajac
4N+1. Zatem jesli filtr stosowy zachowuje niezmienniki dowolnej filtracji medianowej,
to musi spetniac twierdzenie 3.3.

Teraz rozwazmy, czy taki filtr zachowuje niezmienniki FM dla apertury o
szeroko$ci mniejszej od 2N + 1.
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Twierdzenie 3.4

Zatdzmy, ze FS Sg(2N+l)bazuje na dodatniej funkcjiboolowskiej B. Sg
zachowuje niezmienniki FM (2N'+1), gdzie:(O s N1s N) wtedyi tylko wtedy, jesli
spetnia warunki:

a) BOm IN+1 2" ® ) =1 N-NsmsN

b) B(Im0~,+1I"N-N-mj =0 sms N

Dowéd twierdzenia 3.4

Spetnianie warunkéw a) i b), gdy Sg zachowuje niezmienniki FM (ZN+1) wynika z
tego, ze wszystkie stale obszary dtugosci 2N+1 lub wiecej sg zachowywane.

Zachowywanie niezmiennikéw FM (2NM-1), gdy spetnione sa warunki a) i b),
wynika z wiasciwosci dodatnich funkcji boolowskich.

Jezeli zachodzi a), to wszystkie state obszary jedynek o dtugosci wiekszej lub rownej
N"=1 sg zachowywane.

Jezeli zachodzi b), to wszystkie stale obszary zer o dtugosci wiekszej lub rownej
NM-I sg zachowywane.

Poniewaz B zachowuje wszystkie binarne niezmienniki filtracji mcdianowej z
aperturg szerokosci 2N,+1, zatem Sg musi zachowywa¢ wszystkie M-poziomowe
niezmienniki tej samej filtracji. 0

Warunki twierdzenia 3.4. zapewniajg, ze kazdy filtr binarny w Sg bedzie
zachowywat podciagi sktadajgce sie z co najmniej FT+1 jedynek lub zer. Stad kazdy
binarny filtr bedzie zachowywal wszystkie binarne niezmienniki FMANM-I) i Sg
zachowuje wszystkie M-poziomowe niezmienniki tego samego filtru.

Niech bedzie dana dodatnia funkcja boolowska n zmiennych B(xj, n) i ustalony
cigg binarny y» n; B(y", n) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy przyporzadkowanie xj =

= yg i = 1,2,...,n powoduje, ze warto$¢ co najmniej jednego sktadnika w wyrazeniu
zredukowanym B wynosi 1. Stad mozemy otrzymaé wersje twierdzenia 3.4. w postaci
wyrazenia boolowskiego:
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Whniosek 3.2

Niech Sg i B bedgjak powyzej i 0 s N1s N. Wtedy Sg zachowuje niezmienniki
FM(2N"+1) wtedy i tylko wtedy, gdy:
a) dla kazdego m takiego, ze N-N s m s N, posta¢ zredukowana wyrazenia B
zawiera sktadnik, ktéry zalezy od zmiennych ze zbioru:

{Xxm+I>xm+2 >-">xm+N'-1} *

b) dla kazdego m, N-N s m sN, nie maw postaci zredukowanej wyrazenia B
skfadnika, ktory bytby zalezny od zmiennych ze zbioru:

{XI>x2>->xm}U {XM+N,+2=xm+N'+3>" ->x2N-N'-m}
L]

Na koniec omawiania wilasciwosci deterministycznych rozwazymy wiasciwosc
zbieznosci filtracji stosowej do zmiennika. Podany zostanie warunek wystarczajacy
zbieznosci (dla dowolnego ciggu na wejsciu FS) wyjscia filtru stosowego do zmiennika
filtracji medianowej w skonczonej liczbie przejs¢ przez filtr. W ogélnosci FS moze sie
nigdy nie zbiega¢, moze okresowo powtarza¢ te same sygnaty na wyjsciu lub zbiegac
sie do innych niezmiennikéw niz FM dla tej samej szerokos$ci apertury.

Twierdzenie 3.5

Niech Sg bedzie M-poziomowym FS z aperturg o szerokosci 2N+1, opartym na
dodatniej funkcji boolowskiej B. Kazdy rozszerzony cigg M-poziomowy zbiegnie
sie do niezmiennika filtracji medianowej (2N+1) po skoriczonej liczbie przejs¢
przez S, jezeli:

a BOnin+l) =1 i dla xb <ONIN+1 , B(xb)=0;
b) B(1nOn+1) =0 i dla xb>INON+1, & §§ -
c) B(IN+10N)=1 i dla xb <IN+10N, B(xb) =0;
d B(On+1IN)=0 i dla x>0N+1IN, B(xb)-1;

U

Te cztery warunki zapewniajg ze podciggi inwariantne znajdujace sie juz na kofcach
rozszerzonego ciggu wydtuzajg sie w trakcie powtarzania filtracji. Przy kazdym
powtdrzeniu filtracji kazdy z tych inwariantnych podcigagéw zwieksza sie do wewnatrz
0 co najmniej jeden element. Gdy dwa takie podciggi spotykajg sie, caty cigg staje sie
niezmiennikiem filtracji medianowej. Mamy tym samym ograniczenie na liczbe
przejs¢ koniecznych do osiggniecia niezmiennika.
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Dowéd twierdzenia 3.5

Zatézmy, ze a) - d) obowigzujg. Rozwazymy zbiezno$¢ bedacg wydtuzeniem sie
podciggéw inwariantnych (podciggéw majacych pewne punkty takie same jak
niezmienniki) z koncow przetwarzanego przez filtr ciggu rozszerzonego. Na koricach
ciggu mamy podciggi inwariantne sktadajgce sie z kofcowych bitow ciggu binarnego
plus dodane bity z ze statego podciggu o dtugosci N+1. Jezeli potrafimy wykazaé, ze te
skrajne podciagi rozszerzajg sie do srodka po kazdym przejsciu przez filtr (wyjawszy
przypadek, gdy ciag jest niezmiennikiem), wtedy mamy dowiedzione, ze cigg zbiegnie
sie do niezmiennika w skoriczonej liczbie przejs¢ przez filtr.

Jesli lewy bit oryginalnego ciggu (bez dodanych na poczatku i na koncu bitéw) jest
réwny zero, to apertura wysrodkowana na pierwszy bit bedacy jedynka ma postac:

ON >Ljx N+2>x N+3 »eee)X2N+1

Jesli a) obowiazuje, to filtr zostawi te pierwszgjedynke niezmieniong wtedy i tylko
wtedy, gdy xn+2, xN+3>—-x2N+1 = to Jest wtedy, gdy ta jedynka stanowi lewy
koniec podciagu co najmniej N+I jedynek. W przeciwnym wypadku ta jedynka stanie
sie zerem. Podobnie b) kryje w sobie przypadek, gdy lewobrzezny bit jest jedynka,
podczas gdy c) i d) sg zwigzane z prawym koncem wprowadzanego ciggu. Razem od a)
do d) implikuja, ze dokad caty ciag nie jest niezmiennikiem, dotad koricowe obszary
niezmiennicze muszg sie rozwija¢ do wewnatrz przy kazdym przejsciu przez filtr. Dla
statych ciggow zaden z tych warunkéw nie ma zastosowania, ale te sg trywialnym
niezmiennikiem FM.

]

Whniosek 3.3

Niech Sg bedzie FS(2N+1) spetniajagcym warunki poprzednich twierdzen. Wtedy
dowolny cigg oryginalny o dtugosci L bedzie w trakcie powtarzania jego przejs¢
przez Sg i zbiegat sie do niezmiennika FM(2N+1) w co najwyzej [(L-2)/2]
przejsciach przez filtr Sg.

O

Ostatecznie otrzymujemy wersje twierdzenia 3.5. w postaci zminimalizowanego
wyrazenia boolowskiego dla funkcji B:

Whniosek 3.4

Niech Sg bedzie FS(2N+1) opartym na B. Wtedy kazdy M-poziomowy ciag
wejsciowy bedzie zbiega! sie¢ do niezmiennika filtracji medianowej (2N+1) w
skonczonej liczbie przejsé przez Sg, jezeli:
1) xgi2..x;N+i jest sktadnikiem ZPS B;
2) Xjvj+]X2vj+2-"X2N+l  Jcst sktadnikiem ZPS B;
3) dla kazdego = 1,2,...,N+1 istnieje sktadnik w ZPS B taki, ze zawiera tylko
Xj oraz zmienne ze zbioru:
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i XN+2> xN+3>— X2N+1>: .
i
4) dlakazdego i = N+I, N+2,..,2N+1 istnieje sktadnik w ZPS B taki, ze zawiera
tylko Xj oraz zmienne ze zbioru:
{xi, x2,..., xN};
Ul

Dowdd wniosku 3.4

Chcemy pokaza¢, ze warunki tego wniosku sg rownowazne warunkom twierdzenia
3.5. Rozwazajgc tamte warunki w odwrotnej kolejno$ci, mamy co nastepuje:

a) (B(On In+1) = 1, ale dla xb < ONIN+1, B(xb) =0 <» (istniejew ZPS B
sktadnik, ktory zalezy od zmiennych ze zbioru a'e zaden
ze skladnikéw nie zalezy od odpowiedniego jego podzbioru) <>
(Xjd+ jxbj+2--X2N +1 Jest sktadnikiem w ZPS B).

¢) (B(In+10n) = 1, ale dla xb < iN+ION, B(5b) = 0) (x1x2...XN+1 jest
sktadnikiem w ZPS B).

b) (B(InOn+1) = 0, ale dla xb > INON+1, B(xb) = 1) (B(INON+1) = 0, ale
B (INOk 10N-k) = 1 dla kazdego k = 0,1,.. N) <>(dla kazdego i = N+I, N+2,...,

2N+1, istnieje sktadnik w ZPS B, ktory zawiera Xj oraz zmienne ze zbioru {xb
X2,..., XN }).

d) (B (ON+1IN) = 0, ale dla xb > ON+11IN, B(xb) = 1) (dla kazdego
i=1,2,..,N+1, istnieje sktadnik w ZPS B, ktéry zawiera tylko Xj oraz zmienne
ze zbioru {xN+2 xN+3,...,.x2N+i}) Ll

Faktycznie filtr medianowy nie jest jedynym filtrem spetniajacym twierdzenie 3.5.
lub wniosek 3.4. (dla N=1 jedynym jest FM).

Przykiad 3.1

Dla N > 1, dodatnia funkcja:

B (Xi,---,X2N+I) = (xIX2--xn)(XN+1+xN+2+---+x2N+i) +(3
+(XN+2XN+3 eeex 2N +1) (X + X2 +--+xn)

definiuje jeszcze inny filtr spetniajagcy warunki wniosku 3.4.

O

Wszystkie te filtry maja doktadnie takie same niezmienniki i dla kazdego filtru
dowolny ciag wejsciowy zbiega sie do niezmiennika. Tak wiec mogga sie one roznic¢
jedynie szybkoscig osiggania niezmiennika.
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4. PRZYKLADY | ZASTOSOWANIA PRZETWORNIKOW STOSOWYCH
DLA APERTUR O SZEROKOSCI TRZY

Na podstawie [2] wiemy, ze jest dokladnie 20 dodatnich funkcji logicznych trzech
zmiennych, 7581 funkcji pieciu zmiennych i nieznana, ale bardzo duza liczha
dodatnich funkcji logicznych siedmiu zmiennych. Dlatego sensowne bedzie wyliczenie
jedynie filtrow stosowych dla apertur o szerokosci trzy. Wyliczamy tutaj dodatnie
funkcje logiczne tworzace filtry zbiezne do niezmiennikéw, a takze rozwazamy
whasciwo$¢ zbieznosdci filtracji. Wsrdd tych filtréw jest kilka bardzo uzytecznych.
Wazng rzeczg jest to, ze wszystkie dodatnie funkcje trzech zmiennych sg funkcjami
progujacymi [7,8], Dlatego tez wszystkie odnosne filtry stosowe sg uogdlnionymi
filtrami ze statystykami porzadkowymi.

W nastepujacej klasyfikacji wymienione bedg filtry stosowe wedtug ich
niezmiennikoéw. Dla kazdego filtru zostanie podana dodatnia funkcja boolowska i
rownowazna jej funkcja rzeczywista ilustrujgca dziatanie filtru stosowego. Mozna
pokaza¢, ze kazdy z tych filtrow posiada niezmienniki, ktdre mozna otrzymac
iteracyjnie rozpoczynajac od dowolnego poczatkowego ciggu wejsciowego. Wszystkie
te filtry zostaty zebrane w tabelach: tab. 4.1. do 4.4.

Tabela 4.1
Filtry stosowe zachowujgce tylko sygnaty stale
B (rq, x2,*3) SB (sl>s2>s3>
0 0 dowolne wejscie filtruje do zera
1 M -1 dowolne wejscie filtruje do M-I
X1 s1 dziatanie przesuwajg w lewo
*3 s3 dziatanie przesuwajgw prawo
Xr X3 min («1,83)
*1 + x3 max (s1}s3)
Xi +X2 +x3 min (si,s2,s3) wybor minimum
Xi -x2 'X3 max (»i,i2,»3) wybor maksimum
Tabela 4.2
Filtry stosowe zachowujgce tylko sygnaty rosngce
B (xb x2, x3) Sfi (sI>s2>s3)
X2 ' X3 min (s2, s3)
x| + x2 max («j, s2)
Xi + X2 *Xx3 drugi najwiekszy element zbioru
{«i, «i, s2,s3}
X1 X3 + x2 " X3 drugi najmniejszy element zbioru

{*i, s2, s3, s3}
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Tabela 4.3
Filtry stosowe zachowujgce tylko sygnaty malejgce
B (xg x2, x3) SB (sI>s2>s3)
*1 %D min (s2, s2)
X2+ X3 max (52, S3)
X3 + Xi mX2 drugi najwiekszy element zbioru
{Sg Sg 88, B}
Xi X2 + X: *X3 drugi najmniejszy element zbioru
{sg sg s2, 3}
Tabela 4.4
Filtry stosowe zachowujace niezmienniki FM i/lub inne sygnaty
B (xg x2, x3) SB (sg s2, s3) Uwagi
X2 s2 funkcja tozsamosci za-
chowuje wszystkie sygnaty
XJX2 + XjX3 + x2X3 mediana (sg s2, s3) filtr medianowy
X2 + XM X3 drugi najwiekszy element eliminuje impulsy mniej-
ze zbioru (sg s2,s2,s3} szeodtta
XMX2 + X203 drugi najmniejszy element eliminujeimpulsy wieksze

ze zbioru (sg s2,s2,83} odtla

Po pominieciu dwéch pierwszych trywialnych filtréw i odpowiadajacych im funkcji
logicznych mamy do rozwazenia siedemnascie filtrdw. Z tych natomiast, jak wiemy,
funkcje maksimum i minimum czynig kazdy sygnat wejsciowy zbiezny do sygnatu
statego, a filtr medianowy filtruje sygnat do jakiego$ niezmiennika. Ostatecznie przez
uzycie operacji dualnych i odwrocenia czasu (zmiana kolejnosci zmiennych) mozemy
uprosci¢ zadanie jeszcze bardziej i ostatecznie wystarczy przeanalizowa¢ dziatanie
filtrdw opartych na funkcjach: xg 1/x3, x2x3,xjx3 + x2X3 i x2 + X}X3.

Rozwazmy zatem nastepujace przypadki:

B(xi,x2,x3)=x1
Sg bedzie filtrowat dowolny wprowadzony sygnat do sygnatu statego przez
wydtuzanie statego podciggu wystepujacego na lewym koncu ciggu rozszerzonego.

B (xg x2,x3) =Xxj *x3
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Jesli *2 = 0, to wtedy:

B(xj, %, 13) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (xj =0 lub X =0).

Jesli X2 = 1, to wtedy:

B(xj,X2,X3) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (xj = 1iX2 = 1).

Stad kazdy podcigg w ciggu binarnym, zawierajagcy 2 lub wiecej zer, bedzie
rozszerzany w obu kierunkach przy kazdym przejéciu przez filtr. Natomiast dowolny
podciag dwoch lub wiecej jedynek bedzie sie skracat o dwa elementy przy kazdym
przejsciu przez filtr. Podcigg postaci ...0 10 10 1 .., ograniczony przez podciagi
jedynek bedzie wydtuzat sie kosztem skracania podciagéw jedynek az do ich
catkowitego zaniku. Dowolny cigg bedzie sie zbiegat do ciggustatego, jeslijeden
koncowy element tego ciggu jest zerem. Staly podcigg zer na tymkonhcubedzie sie
rozszerzat do wewnatrz przy kazdym przejsciu przez filtr. Jesli ciagg skiada sie z
samych jedynek, to pozostanie on niezmieniony. Jezeli koricowym elementem jest
jedynka i wystepuje gdziekolwiek zero, to podcigg jedynek na koncu ciggu
rozszerzonego bedzie sie kurczyt przy kazdym przejsciu przez filtr, az ostatni element
stanie sie zerem. RAwnocze$nie drugi koniec podciagu zer bedzie sie przesuwat do
wewnatrz. Dlatego jezeli cigg zawiera jakiekolwiek zero, to ostatecznie bedzie sie
zbiegat do zera na wszystkich pozycjach.

B (xIt x2, x3) =x2 &3

Funkcja ta jest rownowazna Sg = min(x2, X3). Widzimy, ze dowolny minimalny
element podciggu bedzie sie przesuwat w lewo przy kazdym przejsciu przez filtr,
dopdki nie napotka elementu mniejszego. Przesuwajacy sie w lewo element minimalny
wydtuza podcigg identycznych z nim elementdbw minimalnych. Ostatecznie
niezmiennik jest okreslony przez kolejne, liczagc od prawej strony, minimalne wartosci
elementdw przetwarzanego ciggu

B (XIf x2,x3) = x| mx3+ X2 +X3

Jedli = to wtedy:

B(xj, i2,13) = Owtedy itylko wtedy, gdy (xj =0 lub 13 = 0).

JeslixXe= 1, towtedy:

B(xg X, x3) = 1wtedy itylko wtedy, gdy (X3= 1).

W czasie kazdego przejscia przez filtr binarny, kazdy podcigg zerowy bedzie sie
rozszerzat w lewo co najmniej o jedno zero z wytgczeniem odosobnionym zer, kt6re
beda przesuwane w lewo przy kolejnych przejsciach. Odosobnione zero przestanie sie
przemieszcza¢, gdy napotka wiekszy podcigg zer. To i rozszerzanie sie takich
podciggdw w lewo zapewnia, ze ostatecznie binarny niezmiennik bedzie sygnatem
wzrastajagcym. Dlatego tez filtr oparty na tej funkcji bedzie filtrowat dowolny
wielopoziomowy sygnat do sygnatu wzrastajgcego.

B (xi, x2,x3) =x2 +xi -x3
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Jesli *2 = I»  tO wtedy:
B(xj, X2,13) =1 bezwzgledu natojakie sg X} i 13 .

Jesli =0 to wtedy:

B(xj, *2>13) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (13 = 0 lub X3=0) .

Stad filtr binarny bedzie wycinat 0 w podciggu 1 0 1, ale bedzie zachowywat
niezmieniony kazdy inny element przetwarzanego ciggu. Sg bedzie wycinat wszystkie
"opadajace impulsy" w przetwarzanym ciggu w jednym przej$ciu zachowujac
réwnoczesnie wszystkie inne cechy.

Niezmiennik tego filtru otrzymuje sie juz po jednokrotnym przejsciu przez filtr.

Poniewaz pie¢ oméwionych powyzej filtréw daje wejscie zbiezne do odpowiednich
niezmiennikdw, zatem roéwniez inne filtry oparte na funkcjach boolowskich trzech
zmiennych muszg by¢ zbiezne do swoich niezmiennikow.
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Abstract

In this work deterministic properties od stack filtration are presented. The basic
terms of stack processing and appropriate definitions are considered.

The paper contains an analysis of interference between Boolean function that
provides a basis for a stack filter and a from of such element's roots. Neccessary and
sufficinet conditions for convergence of stacking filter output to a root of median
filtration are given. Existence of stack filters that differ from the ones in median
filtration, while preserving roots of median filtration is proven.

Stack filters based on 3-variable Boolean function are calassified concerning their
ability to preserve particular roots and subsequently their performance is analysed.

In general, tehe results of image processing and filters that perform these tasks can
be described in statical, "frequential” or root categories. The approach proposed in this
work is based on the idea of root, thus characterizing filtration results most directly,
concerning three mentioned ways. This is an effect of examining changes of particular
parts of image emerging during processing. The very concept of developing such a
from of processing evaluation has been created on the basis of median filter features,
so called median filtration roots. To make it contrary to probalistic on the evaluation
based on root examining is further called the deterministic features of processing.



