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PRZETWARZANIE MEDIANOWE JAKO SZCZEGOLNY
PRZYPADEK PRZETWARZANIA STOSOWEGO

Streszczenie. Przetwarzanie medianowe i inne operatory porzadkujagce majg dwie
wiasciwosci nazywane progowa dekompozycjg i wiasciwoscig uktadania w stos. Te
wiasciwosci sprawiaja, ze filtracje medianowg mozna zaliczy¢ do szerszej klasy filtrow
stosowych.

W pracy przedstawiono podstawowe wihasciwosci filtracji medianowej i filtracji
stosowej.

W pracy pokazano, ze filtracja medianowa wielowartosciowego sygnatu do
niezmiennika jest rownowazna wykonaniu progowej dekompozycji sygnatu do sygnatu
binarnego, filtracji kazdego binarnego sygnatu do niezmiennika binarnej filtracji
medianowej i nastepnie wykonaniu operacji odwrotnej do progowania - sumowania
sygnatow binarnych. Ta rdwnowazno$¢ pozwala na zredukowanie analizy zastosowania
filtracji medianowej do sygnatow wielopoziomowych do réwnowaznego problemu dla
sygnatéw binarnych.

MEDIAN FILTRATION AS A SPECIAL CASE OF STACK
FILTRATION

Summary. The median and other rank-order operators posses two properties called
the threshold decomposition and the stacking properties. This properties make that the
median filter is subclass of filtering called stack filtering.

In this work basic properties of median filtration and stack filtration are presented. In
this paper, it is shown that median filtering multilevel signal to is equivalent to
decomposing the signal into binary signals, filtering each binary signal to a root with a
binary median filter, and then reversing the decomposition. This equivalence allows
problems in the analysis and the implementation of median filters for multiloevels signals
to be reduced to the equivalent problems for binary signals.
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ME*MAHHOE FIPEOEPA30BAHME KAK MACTHDbIfl CIIYHAM
CTEKOBOFO nPEOBPA3OBAHMH

Pe3iOMe. MeflHaHHoe npco6pa30BaHue paHroBbie »n apyrae onepaTopu nmciotr NNA
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<QHiibTpauHH «  Mhoro3HagHbiM - CHHaneM k- SKBHBaneimiott  3aaage  Gmiapiibix
cowrHajioB.

1 WSTEP

W pracy tej zostanie przedstawiona realizacja przetwarzania medianowego metoda
przetwarzania stosowego oraz dwa asymetryczne filtry medianowe o ciekawej
wilasciwosci rozrdzniania zaktdcen o wartosci mniejszej od tta i od zaktocer o wartosci
wiekszej od tha, a takze inna modyfikacja przetwarzania medianowego - rekursywna
filtracja medianowa.

2. OZNACZENIA | PODSTAWOWE POJECIA

Na wstepie zdefiniujemy pojecie ciggu. Funkcja n -» a(n) okre$lona na zbiorze
{1,2,..., L) nosi nazwe ciggu skonczonego (L-wyrazowego). W innej konwencji mozna
ja oczywiscie utozsamia¢ z uktadem uporzadkowanym (aj, ap).

W trakcie rozwazan zaktadamy, ze sygnat wejsciowy a jest dyskretnym ciagiem o
dtugosci L, ktéry przyjmuje wartos¢ a(m) na pozycji m, gdzie I sm s L i dla kazdego
m ma skwantowang wartos¢, ktora jest jedng z M-wartosci: 0,1,..., M-I. Szczeg6lnym
przypadkiem takiego ciggu jest cigg binarny, ktory otrzymujemy dla M=2. Dla M>2
mamy cigg wielowartoSciowy, ktoéry za pomoca progowej dekompozycji mozna
roztozy¢ na M ciggéw binarnych. Progowg dekompozycje definiujemy nastepujaco:

Pracafinansowana z BK 603/RAul/93/2
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Definicja 2.1 .

Progowga dekompozycja wielowartosciowego ciggu a na poziomie i nazywamy ciag,
ktérego m-ty element ma postac:

a(m) >i )1
a(m) <i @5

gdzie: IsmsL oraz1lsi<sM-I.

O

Ciagi binarne uzyskane w wyniku progowej dekompozycji majg te wihasciwos¢, ze
posumowanie ich elementéw na poszczeg6lnych pozycjach daje cigg wielowartosciowy.

W analizie przetwarzania ciggu a przy przejsciu przez filtr medianowy bedziemy
wykorzystywa¢ réwniez pojecie podciggu b sktadajgcego sie z 2N+1 (2N+1 s L)
kolejnych elementow wybranych z ciagu a.

3. PRZETWARZANIE MEDIANOWE

Chcac wykonaé filtracje medianowg dla ciggu wejsciowego a ustalamy szerokos¢
podciagu b (okreslamy N) wykorzystywanego do obliczenia wartosci elementu w ciggu
wyjsciowym z filtru. Mozna powiedzieé, ze przez natozenie na cigg wejsciowy apertury
0 szerokosci 2N+1 wybieramy z ciggu a kolejne podciagi b i na ich podstawie
obliczamy kolejne wartosci probek w ciggu wyjsciowym.

Wykonanie filtracji medianowej wielowartosciowego ciggu a w  standardowy
sposob polega na:

- ustaleniu m,

-wybraniu z ciaggu a podciggu b sktadajacego sie z nastepujacych elementow:
(m-N  m,.m+N} (dla m=l elementy o indeksach mniejszych od 1 sg réwne
pierwszemu elementowi, a dla m=L elementy o indeksach wiekszych od L sg
rowne L-temu elementowi),

- uszeregowaniu wybranych elementéw w porzadku wzrastajacym,

- wybraniu z tak uporzagdkowanego podciagu elementu $rodkowego,

- nadaniu m-temu elementowi ciggu wyjsciowego wartosci wybranego powyzej
elementu,

- w celu przetworzenia catego ciggu podstawiamy m réwne kolejno 1, 2,... L.

W wyniku przetwarzania ciggu a otrzymujemy cigg wyjsciowy d, ktérego m-ty

element okreslony jest zaleznoscia:

d(m) = mediana {a(m-N),..,a(m),...a(m+N)}, 3.1)

gdzie poczatkowe i kofAcowe wartosci a(m) (dla m=l i m=L) oblicza sie przez
powtorzenie pierwszej i ostatniej probki N+1 razy.



154 Z. Kus, K. Wojciechowski

Jak widzimy, w takiej realizacji przetwarzania medianowego na pewnym etapie
wykonywana jest operacja porzadkowania. W dalszej czeSci pracy zostanie pokazany
sposob realizacji przetwarzania medianowego nie wymagajacy korzystania z
algorytméw sortujgcych oraz pozwalajacy na sprzetowe wykonanie przetwarzania
medianowego.

4. WPROWADZENIE DO PRZETWARZANIA STOSOWEGO

Pojecie przetwarzanie stosowe zawiera w sobie szerokg klase przetwornikdw
zrealizowanych za pomocg progowej dekompozycji (threshold docomposition) z
uwzglednieniem wiasciwosci uktadania w stos (stacking property). Konstrukcje takiego
przetwornika przesledzmy na przyktadzie filtru medianowego (FM) o aperturze
szerokosci 3, zrealizowanego technikg przetwarzania stosowego, na ciagu o
nastepujacych parametrach: 1 = 9, M = 4, na wejsciu (rys. 4.1.).

220122311A|F|L-RA22112221

— | HEP IANOWY
. . o T
Operacja progowania Dodawanie wyjS¢ binarnych
z progiem 3, 2 i 1L
| t
0O 0 0O O O o 1 00 - » Ibinarny f . kedl»>» 0 O O O O O O O O

1 10001 1 100-» |BINARNY F.HED[»1 1 0 0 1 1 1 0 O

110111111 - » |BINARNY F.HED]» 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Rys. 4.1. Filtracja medianowa z aperturg o szerokosci 3 wykonana za pomoca progowej
dekompozycji
Fig. 4.1. Window width 3 median filter by threshold decomposition

Wiasciwos¢  progowej dekompozycji sprawia (co ilustruje rys. 4.1.), ze
przetworzenie M-wartosciowego ciggu przez filtr medianowy (FM) jest rownowazne
nastepujacej procedurze:

1) Dekompozycji M-wartosciowego ciggu wejsciowego w zbiér M-I ciggéw binarnych.
k-ty cigg binarny, gdzie k jest liczbg catkowita ze zbioru {1, 2...... M-1}, jest
otrzymywany przez progowanie ciggu wejsciowego progiem o wartosci k.
Przyjmujemy warto$¢ 1 dla elementu ciggu wiekszego lub réwnego k, i O dla
elementu ciaggu mniejszego od k. Zauwazmy, ze sumowanie tych M-I ciggéw
binarnych daje nam oryginalny ciagg wejsciowy (rys. 4.1.).

2) Filtracji kazdego ciggu binarnego niezaleznie, za pomocg jego wiasnego filtru ze
statystyka porzgdkowg (np. binarnego filtru medianowego - BFM). Wszystkie te
operacje moga by¢ wykonane réwnolegle. Réwniez kazdy z filtrow, dzieki ciggom
binarnym na wejsciu, ma bardzo prostg realizacje. Kazdy z nich po prostu dodaje
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bity wyczytanego podciggu (podciggu okre$lonego przez aperture) i poréwnuje
wynik z zadana liczbg catkowitg r, wyprowadzajac zero, jesli suma jest mniejsza od
r, a jedynke jesli suma jest wieksza lub réwna r. Jezeli szeroko$¢ apertury b jest
rowna 2(r-1)+1, to filtrjest filtrem medianowym.
3) Dodaniu elementdw ciggéw pojawiajacych sie jednoczesnie na wyjsciach filtrow
binarnych.
Za pomocg progowej dekompozycji z wykorzystaniem wiasciwosci uktadania w stos
mozna zrealizowa¢ rézne przetworniki przez zastgpienie binarnego przetwornika
porzadkowego odpowiednig funkcja boolowska (np. na rys. 4.1. binarnego filtru
medianowego odpowiednig funkcja boolowska).
Funkcje boolowskie, ktoiymi chcielibysmy zastgpi¢c BFM z rys. 4.1., muszg
posiada¢ wasciwos¢ uktadania w stos, zdefiniowang nastepujaco:

Definicja 4.1

O funkcji binarnej B n - wymiarowego argumentu moéwimy, ze ma wiasciwosé
uktadania w stos, jezeli:

XAy=>B(x);>B(y). (4.1)
O
Binarny wektor x jest wiekszy rowny od binarnego wektora f , jezeli na kazdej pozyciji,
na ktorej w y wystepuje 1, rowniezw x wystepuje 1.
Warunek dodatnosci funkcji boolowskiej zwigzany z zapisem jej w postaci
wyrazenia boolowskiego zawiera nastepujace twierdzenie [1]:

Twierdzenie 4.1

Funkcja boolowskg Bn o n - wejSciach ma wiasciwos¢ uktadania w stos wtedy i
tylko wtedy, jezeli Bn moze by¢é wyrazona w postaci wyrazenia boolowskiego nie
zawierajacego zadnych dopetnien zmiennych wejsciowych.

n
Podsumowujac mozna powiedzie¢, ze wszystkie operacje wykonywane w trakcie
przetwarzania ciggu (obrazu) prze filtr stosowy sprowadzajg sie do:

a) progowania M-wartosciowego ciggu wejsciowego,

b) obliczania wartosci funkcji boolowskiej od odpowiednich podciggdw,

c) detekcji numeru najwyzszego poziomu (wartosci k), dla ktérej wartos¢ funkcji

boolowskiej wynosi 1,
d) przyjeciu k jako wartosci wyjscia przetwornika stosowego.

5. REALIZACJA PRZETWARZANIA MEDIANOWEGO JAKO PRZETWA-
RZANIA STOSOWEGO

W tej czesci pracy zostanie pokazane, ze powatarzanie przetwarzania medianowego
na obrazie wielowartosciowym w celu uzyskania niezmiennika jest réownowazne:
- wykonaniu progowej dekompozycji obrazu wielowartosciowego,
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- wielokrotnemu "przepuszczeniu" ciggébw binarnych przez binarny przetwornik
medianowy az do uzyskania binarnych niezmiennikéw,
- posumowaniu wyjs¢ binarnych przetwornikow medianowych.
W wyniku tej ostatniej operacji uzyskujemy wielowartosciowy niezmiennik
przetwarzania medianowego.
Przyjmujemy nastepujace o0znaczenia: wyjscie binarnego przetwornika mediano-

Wwego na poziomie progowania i, dla m-tej pozycji w obrazie oznaczymy przez x* (m).

Natomiast ys(m) bedzie wielowartosciowym wyjsciem przetwornika medianowego
wykonanego jako przetwornik stosowy.

Zastosowanie standardowej filtracji medianowej do ciggu uzyskanego w wyniku
progowej dekompozycji (def. 2.1) daje nam kolejny cigg binarny:

xg(m) = mediana{V (m - N),...t* (m +N)} (5.1)

gdzie poczatkowe i koncowe wartosci x* (m) (dla m=l i m=L) oblicza sie
analogicznie do (3.1).

Zalezno$¢ ciaggu binarnego, medianowo przefiltrowanego od wyjscia ys(m) filtru
medianowego (2N+1) zastosowanego do oryginalnego M-wartosciowego sygnatu
dostajemy w nastepujacy sposéb:

Lemat 5.1

Istnieje przeksztatcenie f (¢) przyporzadkowujace zbiorowi przefiltrowanych ciggéw

binarnych x§(m), 1sis M-l cigg ys(m) elementdw k-wartosciowych taki, ze

ys(m) = f(x* (m)), 1 sisM-1.

Dowdd lematu 5.1

Niechaj 1(A) bedzie z definicji funkcjg taka, ze:

1 JeSli Ajest prawda,
LAY = 0 jesli Ajest fatszem.

Zbadajmy ciag bedacy wyjsciem filtru binarnego, na ktdrego wejscie podano ciag
binarny otrzymany w wyniku sprogowania ciggu k-wartosciowego na poziomie i. Dla
m takiego, zelsmsL mamy:
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Xg(m) = mediana{tb(m -N),...,td(m),...,tda(m +N)} (5.2)
N .
1 jesli £ tl(m) 2N +1
n=-N 0
0 I t*(m)<N +1
n=-N
=1j 22(m)*N +1j = 5'3>

= 1{co najmniej N+I elementdw wt’ (m- N),...,t* (M +N) rowna sie 1} = | (co

najmniej N+1 elementow w a(m-N),...
..,a(m+N) jest 2 i) (5.4)

Z (5.4) widzimy bezposrednio, zejesli (m) = 1, to na co najmniej N+l pozycjach w

aperturze warto$¢ sygnatu a(n), m-N in s m+N, jest wieksza lub rowna p. Co z kolei
sprawia, ze co najmniej N+l a(n) w aperturze jest 2 g dla kazdego q s p. To jest

s (m) = 1,dla 1s gs p. To daje nam pierwsza wkasciwos¢ progowej dekompozycji:

Wiasciwosé 5.1

Jedli x™ (m) = 1, towtedy x (m) =1dlalsq”p.
O

Mozemy teraz zapisa¢ przeksztatcenie x doy. Dla dowolnego m takiego, zelsm s L
mamy:
ys(m) = mediana (a(m-N),...,a(m),...,a(m+N)) =
= max (0, i: co najmniej N+ a (¢) w aperturzejests i) =

= max(0, i: I(co najmniej N+I| a(-) w aperturzejest 2 i) = 1)
(5.5)

Potgczenie (5.4) i (5.5) daje ys(m) = max (0,i: x*(m) = 1}, a dzieki wiasciwosci

5.1. progowej dekompozycji mamy:
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yS(m)= 2 x*(m)=f{x1(m), IsisiM-1}. (5.6)
i= S
O
Innymi stowy mdwiac, funkcja r(-) uktada w stos sygnaty binarne x1 (m) jeden nad
s

drugim zaczynajac od i=l. Warto$¢ wyjscia na pozycji m jest najwyzszym poziomem
na pozycji m, na ktérym pojawi sie 1. Funkcja f(-) okreslona powyzej jest odwrotnoscig
progowej dekompozycji, co pokazuje nastepujacy lemat:

Lemat 5.2
Binarne ciggi t* (m), IsmsL, oraz Isii M-I, otrzymane przez progowanie
ys(m), 1 sms L, sg doktadnie rowne binarnym ciggom x1 (m), Is ms L, Is i s M-I,

z lematu 5.1.

Dowdd lematu 5.2
Jezeli:
fijesli y(m)+i

t*(m) = A
S fo wp. p.

to korzystajac z (5.6) w dowodzie lematu 5.1., otrzymujemy:

i 1 jesli 7 5&(m) L

Ty >- 0 -«
' W p.p.

Wiasciwos¢ 5.1. pozwala na redukcje powyzszej zaleznosci do nastepujacej postaci:

1 jesli  x*(m)=1=x'(m) (5.7)

(M= 1® wopp
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Powyzszy wynik pokazuje, ze jednokrotne przejscie ciggu wejsciowego przez filtr
medianowy jest réwnowazne: dekompozycji ciggu wejsciowego, nastepnie filtracji
kazdego ciggu binarnego otrzymanego przez sprogowanie ciggu wejsciowego na
kazdym poziomie i na koniec rekonstrukcji wyjscia przy uzyciu f(-).

Twierdzenie 5.1

Cigg niezmienniczy zwigzany z FM(2N+1) mozna otrzymaC przez progowanie
oryginalnego ciggu wejsciowego, wielokrotne wykonanie filtracji medianowej (2N+1)
na ciggach binarnych az do otrzymania binarnych niezmiennikdw i wreszcie
rekonstrukcje ciggu M-poziomowego z ciggow binarnych.

oo.wel — 2 wyl = we2 — N p» vry2 = we3
dekompozycja rekonstrukcja dekompozycja rekonstrukcja
binwel binwyl binwe2 binwy2
a) L»flllrac Ja—" L»flltracJa- I
wel — ~ = wy2
dekompozycja . L rekonstrukcja
pozycl bihwyl=binwe?2 1

i ? | |
binwel »Filtracja— "-»Ffiltracja » binwy2

b)

Rys. 5.1. Dwukrotne powtarzanie filtracji, a) powtarzanie dekompozycji i progowania,
b) wykonanie jednokrotne dekompozycji i progowania

Fig. 5.1. Double passing by filter, a) repeated decomposition and thresholding,
b) one decomposition and thresholding

Dowo6d powyzszego twierdzenia mozna ograniczy¢é do przypomnienia, ze
rekonstrukcja sygnatu wielowartosciowego jest odwrotno$cig operacji progowania.
Dlatego sygnaty binwyl i binwe2 na rys. 5.1. sg sobie réwne.

6. ASYMETRYCZNE FITRACJE MEDIANOWE

Zauwazmy, ze zbi6r niezmiennikow filtrow bazujacych na funkcjach boolowskich
i2 + xix3 i xI%x2 + x2'x3 t0 szczegolne przypadki niezmiennikow filtracji
medianowej. Pierwszy z nich eliminuje "impulsy ujemne", ale zachowuje "dodatnie
impulsy”, drugi natomiast przeciwnie. Podczas gdy filtracja medianowa (dla apertury o
szerokosci trzy) eliminuje "impulsy” w obu kierunkach, Z powodu tych wiasciwosci
nazywamy filtry oparte na funkcjach boolowskich X2+ x1'x3 i xr x2 + *2'x3 asyme_
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tycznymi filtrami medianowymi (AFM). Dziatanie tych filtrow moze nam przyblizy¢
rys. 6.1.

1 o o O o O ORYGINALNY
CIAG
0 o 0 o] . o, O . . 0. o WEJSCIOWY

00 O o0 o WYJSCIE
FILTRU
0 MED IANOWEGO

0 o o O o0 o WYJSCIE
FILTRU
o O o o R1

O

1 o o o o WYJSCIE
FILTRU
O o o o o o o o | R2

Rys. 6.1. Filtracja ciggu binarnego filtrem medianowym z aperturg o szerokosci 3,
asymetrycznym filtrem medianowym (RI) zachowujgcym "dodatnie impulsy” i
asymetrycznym filtrem medianowym (R2) zachowujacym ujemne impulsy

Fig. 6.1. Filtering of a binary signal with a median filter od window width 3, a positive

impulse preserving asymmetric median filter (R1) and a negative impulse preserving
asymetrie median filter (R2).

Na rysunku 6.2. pokazano przyktadowe efekty dziatania standardowej filtracji
medianowej i asymetrycznych filtracji medianowych.

Asymetryczne filtry medianowe moga by¢ uzyteczne w kilku dziedzinach. Po
pierwsze mozna ich uzywaé do eliminowaniajasnych plamek na obrazie, podczas gdy
reszta obrazu pozostanie nienaruszona. Ponadto, poniewaz dgzg one do eliminowania
impulséw jednego znaku, a zachowujg impulsy przeciwnego znaku, moznaje stosowacé
do opracowania geologicznych i biomedycznych sygnatow, w ktorych duzo impulséw
jednego znaku jest czesto znaczacymi cechami sygnatu [3]. Filtry, ktére zachowujg
sygnaty monofoniczne, moglyby by¢ uzyteczne do eliminowania réznic skokéw
poziomdw szarosci w obrazach. Uzywajac jednego z tych filtrow do filtracji wierszy
obrazu do niezmiennikow, otrzymujemy ocene gradientu dla kazdego wiersza, ktora
nie zawiera zadnych lokalnych detali obrazu. Poprzez odjecie kazdego niezmiennika
od oryginalnego wiersza eliminujemy gradient, ale zachowujemy szczegdty obrazu.
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Rys. 6.2. Przykfad dziatania filtracji dla obrazu zaszumionego biatymi i czarnymi punktami o
rozktadzie réwnomiernym, a) obraz niezaszumiony, b) obraz a) zaszumiony, c) obraz
b) po SFM (3 punkty w aperturze, 2-krotne przejscie obrazu przez filtr), d) obraz b)

po filtracji obydwoma asymetrycznymi filtrami medianowymi (3 punkty w aperturze,
2 - krotne przejscie obrazu przez kazdy z filtrow),

Fig. 6.2. Example filtration for picture with white and black point noise a) original picture, b)

picture a) and noise, c¢) picture b) after double passing by R(l) and R(2) (window
width 3),
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Rys. 6.2. cd. e) obraz b) po filtracji AFM (R2), f) obraz b) po filtracji AFM (R1)
Fig. 6.2. cd. e) picture b) after passing by (R2), f) picture b) after passing by (RI).

7. REKURSYWNA FILTRACJA MEDIANOWA

Teraz przejdzmy do omowienia rekursywnej filtracji medianowej  (RFM)
wykonanej réwniez przy zastosowaniu progowej dekompozycji. RFM posiada
odmienne wiasciwosci niz FM, stad dla wyraznego odrdznienia filtracja medianowa
bedzie dalej nazywana standardowg filtracja medianowg (SFM). Istotnie rozni obie
filtracje fakt, ze jednokrotne przejscie przez RFM daje niezmiennik, moze on jednak
by¢ rézny od niezmiennika standardowej filtracji medianowej dla tego samego sygnatu
i szerokosci apertury. Ponadto wyjscie RFM jest uzaleznione nie tylko od rozmiaru
apertury, ale réwniez od kierunku jej przesuwania przez cigg (tym samym réwniez od
kierunku przesuwania apertury dwuwymiarowej po obrazie dwuwymiarowym).

Twierdzenie 7.1

Niezmiennik zwigzany z RFM o aperturze szerokosci 2N+1 (RFM(2N+1)) moze
by¢ otrzymany prze progowanie oryginalnego ciagu, filtracji RFM wykonanej na
binarnych ciggach i przeksztatceniu ich z powrotem w M-poziomowy sygnat, uzywajac
funkcji f(-) pokazanej w lemacie 5.1.

O

Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ w [2], W pracy ograniczymy sie do
przedstawienia zwigzanych z tym dowodem wybranych wiasciwosci RFM. W trakcie
dalszych rozwazan yr(m) bedzie oznacza¢ wyjscie w chwili m przetwornika stosowego
realizujgcego RFM(2N+1) przy przesuwaniu apertury od lewej strony do prawej przez
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sygnat wejsciowy a(m) (podobnie dla obrazow dwuwymiarowych musielibysmy
okresli¢ kierunek przebiegania apertury po obrazie oraz uporzadkowanie punktow
w aperturze dwuwymiarowej). Definiujgc binarny cigg bedacy wynikiem progowania
oryginalnego ciggu na poziomie i w chwili m mamy:

jesli a(m) ai
0 jesli a(m)<i

(7.1)

gdzie: IsmsL orazlsis M-I
Zastosowanie rekursywnej filtracji medianowej do tego ciggu daje nam wyjsciowy cigg
binarny na poziomie i:

x*(m) = rnediana{xt(m -N),...,xt(m -1),tJ)(m),...,tJ))(M +N)} (7.2

Widzimy, ze N pierwszych elementéw wybieranych jest przez aperture z ciagu juz
przetworzonego.

Wiasciwosé 7.1

yr(l) =f(x*(1), 1 £ i s M-I) jest to pierwszy element ciggu wyjsciowego

zrekonstruowany wedtug funkcji f() zdefiniowanej w (5.6).

O
Wiasciwos¢ 7.2
Jesli (m)=1towtedy (m)=1 1sqsp, 1i mslL.
Inaczej mowigc zachodzi whasciwosé uktadania w stos.
O

Wihasciwos¢ 7.2. oznacza, ze jesli rekursywnie filtrowane ciagi binarne bedg
uktadane w stos zgodnie z wartoscig progu, to wtedy pojawienie sie na danym
poziomie jedynki oznacza, ze na poziomach mniejszych od danego réwniez bedg
jedynki.

Wiasciwosé 7.3

Jesli pierwsze m-l pozycji moze byé zdekomponowanych i zrekonstruowanych
przez RFM, to wtedy:
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x“(n) =1 <  y*(n)&i, I“"n"m-1,

: m-1 .
tojestwtedy, gdyyr(n) = £ ~(n) (7.3)
i=l

dla wszystkich takich n,ze 1sn s m-1, gdzie m jest dowolng ustalona liczbg od 2 do

L. Wtedy xj.(n) =1 yr(n) +1i.

Wiasciwosé 7.4

Jesli m-1 pozycji sygnatu moze by¢ zdekomponowane i odtworzone przez RFM, to
w ten sam sposéb moze by¢ réwniez zdekomponowana i odtworzona m-ta pozycja.
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Abstract

The median and other rank-order operators posses two properties called the
threshold decomposition and the stacking properties. This properties make that the
median filter is subclass of filtering called stack filtering.
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In this work basic properties of median filtration and stack filtration are presented.

Repeated application of the median filter on a signal of finite length ultimately
results in a sequence, termed a root signal, which is invariant to further passes of the
median filter. In this paper, it is shown that median filtering multilevel signal to its
root is equivalent to decomposing the signal into binary signals, filtering each binary
signal to a root with a binary median filter, and then reversing the decomposition. This
equivalence allows problems in the analysis and the implementation of median filters
for multilevels signals to be reduced to the equivalent problems for binary signals.

The work shows that the decomposition has an important impact on the
implementation of median filters. It shows that a median filter for multilevel signals is
simply a parallel conection of filters for binary signals. Furthermore, since the output
of the median filter for a binary signal is found by counting the number of I's in the
window and comparing the result to a threshold, these filters become almost trivial for
implement ation - complicated ranking is no longer needed. The possibility of VLSI
implementation is apparent.



