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Jacek LESKI

PROJEKTOWANIE PERIODYCZNIE ZMIENNYCH REKURSY-
WNYCH FILTROW CYFROWYCH

Streszczenie. W artykule przedstawiono metode projektowania rekursywnych filtrow
cyfrowych, ktorych wspotczynniki sa potegami liczby dwa. Filtr opiera sie na systemie
liniowym o wspdtczynnikach periodycznie zmiennych w czasie. Przez zastosowanie jako
macierzy tranzycyjnej macierzy stowarzyszonej z rownaniem algebraicznym mozliwe jest
fatwe umieszczanie biegunéw transmitancji filtru w dowolnych miejscach plaszczyzny
zespolonej. Przedstawione jest rozwigzanie usuwajace efekt modulacji sygnatu
wyjsciowego filtru o wspétczynnikach periodycznie zmiennych w czasie.

DESIGN OF RECURSIVE PERIODICALLY TIME-VARYING
DIGITAL FILTERS

Summary. The paper deals with a desing method of recursive periodically time-
varying digital filters with power of two coefficients. The filters are based on linear
periodically time-varying system. The matrix associated with algebraic equation usedas a
transition matrix enables easy locations of poles of filter transmitancies in the complex
plane. Elimination of modulation efect in output signal of periodically time-varying filters
is presented.

riPOEKTMPOBAHME riEPHONPNECKM iIIEPEMEHHDbIX
PEKYPCMBHbIX UMOPOBbIX OMJ1TPOB

Pe3»Me. B crame npeacTaEJien Mcraa npoescTHpoBanna pexypCHBHbix un$poBhbix
$HIIbTPOB, KOTOphIX KO3$$HUHeHTbI eCTbh CTeneHH BHClia 2. QttJlbp OCHOBaH Ha
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jimieilHOIi CHCTeMe ¢ nepnoamecKH ri3MeHjnomnMHCH bo BpeMenu KO03(J)<S)HuneHTaMH.
Enarogapa npiiMeiieHHio b bhac Tpa3HUnonnoft MaTpnm>i ofitenHHeHHoB ¢
aarcSpanaccKHM  ypaBnemieM bo3moxho npocToe pacnoJioaceHHe noaiocoB
TpaHCMHrraHca tpnjibTpa b upoimoiiLiiLie MecTa KOMruietccHO#t iijiockocth.
ripeacTaBBCHO pemeuHe ycrpamnomne scjj*eKT MonyjmpoBaitHH cnraaiia Btixoanoro
$HJibTpa ¢ nepHOfluaecKH H3MeiialOLUHMNcH bo BpeMeim KO03(l)<l)nuneHTaMH.

1. WSTEP

W literaturze posSwieconej cyfrowemu przetwarzaniu sygnatdw pojawiajg sie
artykuty poswiecone metodom projektowania filtrow cyfrowych, ktérych wspétczynniki
sg potegami liczby dwa [1, 4, 6, 7], Filtry takie sa atrakcyjne ze wzgledow
obliczeniowych. W tym przypadku mnozenie moze by¢ zastgpione przesuwaniem
zawartosci rejestrow.

W artykule zastosowano idee przedstawione przez Kitsona i Grifiisa [5] do
projektowania filtréw o wspoétczynnikach bedacych potegg liczby dwa. Zastosowano
metode konstruowania macierzy sprzezenia jako stowarzyszonej z réwnaniem
algebraicznym. Wada tak projektowanych filtrow jest efekt modulowania sygnatu
wyjsciowego filtru. W artykule przedstawiono metode usuniecia tej wady.

2. LINIOWY SYSTEM PERIODYCZNIE ZMIENNY W CZASIE

W dalszej czesci stosowany bedzie nastepujacy system liniowy:

(la)
(Ib)
gdzie:
X - wektor stanu, dim(x) = N,
u - sygnat wejsciowy, skalar,
z - sygnat wyjsciowy, skalar,

g,h - wektory stale,
F(k) - macierz zmienna w czasie z okresem p,

F(k+p) = F(k) ()
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Systemy liniowe spetniajgce warunek (20 nazywane sg systemami Flogueta [3]. W
artykule [11] Wu udowodnit, ze system (1) mozna sprowadzi¢ do systemu o statych
wspoétczynnikach.
Wektor stanu dla systemu (1) mozna przedstawi¢ w postaci:
x(k) = O (k,0)x(0)+ £<I>(k,i +gu(i), ©)
i=0

gdzie <h - macierz tranzycyjna.
Macierz tranzycyjng mozemy przedstawi¢ w postaci:

® (i,j) - X ()X ())-1, (4)

gdzie X - macierz podstawowa.
Dla systemu zmiennego w czasie (1) ma ona postac:

X(i) = F(i-1) F(i-2)....F(1) F(0) ©)

Wu udowodnit, ze system (1) jest rdwnowazny systemowi stalemu w czasie z
nastepujagcym wektorem stanu:

x(k) = T-1(k)x(k), (6)

gdzie T(k) = X(k) R""; R - stata macierz )
Po zastosowaniu transformacji (6) dla systemu (1) otrzymujemy:

X(k+1) =T-1(k + DF(K)T(k)x(k) +T_1(k +gu(k) (8a)
z(k) =hTT(k)x(k) (8b)

Na podstawie (7), (8a) macierz przejscia systemu ma postac:
F(k) = T"1(k + DF(K)T(k) = Rk+1X _1(k + )F(k)X (k)R~k =
=Rk+1X _1(k + DX(k +)R“k =R = F

Czyli macierz przejsciajest macierzg statg. Stad systemowi (1) odpowiada nastepujacy
system:
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x(k +1) = Rx(K) + T-1(k + gu (k) (10a)
z(k) = hTT(k)x(k) (10b)

Systemy (1) i (10) majg takg samg transmitancje [10],
Z réwnania (5) przy warunku (2) mamy:

X (k)= f[F[(k-i)mod p] (11)
i=1

Stad X(k+p) = QX (k) (12)
gdzie: Q = F(p-1) F(p-2)...F(1) F(0) (13)

Dla rownowaznego systemu (10) otrzymujemy:
Q=RP (14)

Poréwnujac (13) i (14) otrzymujemy
RP=nF(P-i) (15)
i—

3. MACIERZ STOWARZYSZONA Z ROWNANIEM ALGEBRAICZNYM

Przyjmujemy, ze macierze F(i) w systemie (1) sg macierzami stowarzyszonymi z
nastepujacym réwnaniem algebraicznym [2]:

N = a, (16)
gdzie: N - stata, a - warto$¢ +1 lub -1.

Rownanie (16) posiada pierwiastki roztozone na kole jednostkowym zmiennej
zespolonej r dla argumentow:

dlaa=+1 9k =~~"~— i 0sk<N 17

2kn
dlaa=-1 0Mk<N (18)
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Mozna udowodni¢, ze macierz kolumnowa wektorow wiasnych macierzy stowarzy-
szonej z réwnaniem (16) ma postac:

0 - 0
rl 2
1 -1
- 19
P= rl 2 rN (19)
N-1 _N-1 N -1
2 N

gdzie: rj - pierwiastki réwnania (16).
Po zastosowaniu czynnika 1/Vn wektory witasne tworzg zbiér ortonormalny. Wtedy

macierz Pu = Pl -/Njest macierzg unitarna.
Stad macierz tranzycyjng mozemy przedstawic jako:

F(i) = PUA(i)PU , (20)

gdzie: A - macierz diagonalna ztozona z warto$ci wiasnych macierzy stowarzyszonej z
réwnaniem (16).

Przyktad

Rownanie r* = -1 posiada pierwiastki potozone na kole jednostkowym zmiennej
zespolonej r dla argumentow:

7+ 2k7t ;
= . O<k<4
Jezeli oznaczymy:
Ai =a0+alri +ct2r2 +a 3r3;

to:

Vi-aon+airk+a2r3+a3rd=-a3+a0n +a\r? +a2r3,
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Podobnie:

V* =%a2"adritad” +«1”

Xiv? =-C4 - a2ii-c”r2+a0r2

Stad macierz stowarzyszona z r6wnaniem ma postac:

«0 «i «2 «3
E= "«3 ao al «2
Ca2 -a3 a0 «i
~a1 —€t2 -a3 o

Natomiast wektor wiasny odpowiadajgcy wartosci wiasnej Xj:

Vj =

Ogolnie wartos$ci wiasne macierzy stowarzyszonej wyznaczamy z réwnania:

N - .
h = 2 ak*i (22)
k=0

Jezeli teraz kolejne macierze tranzycyjne F(0), F(l),...beda stowarzyszone z tym
samym rownaniem algebraicznym (16), to na podstawie (15) mamy:

Rp-nF(p-i)np«A(p-i)pi'-pu na(p-i) PJ =pyapt
i= i=1 i=
(23)
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Jezeli elementy diagonalne macierzy A oznaczymy Ki, X2 to macierz
diagonalna odpowiadajgca macierzy R ma posta¢ [2]:

A = Diag(X1,X2,...Ap), (24)
gdzie:

Xi = (X*)P

4. TRANSMITANCJA FILTRU PERIODYCZNIE ZMIENNEGO W CZASIE
Po zastosowaniu transformacji Z do systemu (10) otrzymujemy [10]:
K(z) - hT(lz - R)-!g (25)

Na podstawie (23, 24) otrzymujemy:
K(2) = hT(l1z-PuApT)-1lg.

(26)
gdzie:

>4 = n/\ij (27)

j=i
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gdzie: Xjj - i-ta warto$¢ wiasna j-tej macierzy tranzycyjnej dana réwnaniem:

N-1 .
*ij= Z cckr. . (28)
k=0

gdzie a ® - wspotczynniki j-tej macierzy stowarzyszonej bedace potegami liczby dwa.

Projektowanie filtr6w opiera sie na doborze takiego réwnania (16), aby liniowa
kombinacja jego pierwiastkbw umozliwiata uzyskanie wymaganych biegunéw
transmitancji filtru.

5. PRZYKLAD PROJEKTOWANIA

Zaprojektowa¢  filtr o  transmitacji  posiadajacej  bieguny  sprzezone
bj 2 =0,9¢ " §%4:5°
biegunéw zespolonych rzad tego réwnania powinien by¢ wiekszy od jednosci. Dla N=1
z réwnania (28) otrzymujemy nastepujgce argumenty wartosci wiasnych: 0°, 180°
(niezaleznie od znaku w'spétczymnika a w réwnaniu (16)). Dla argumentéw tych nie
mozemy uzyska¢ wymaganych biegunéw transmitancji. Dla N = 3 mamy argumenty:
dlaa= 1:0.0°, +6.58°, + 13.89°, +30.0°, +46.10°, +53.41°, +60.0°, +66.58°,

+73.89°, +90.0°.
dlaa = -I: 0.0°, +5.81°, +10.89°, +19.1°, +30.0°, +49.10°, +54.18°, +65.81°,

+79.10°, +90.0°.
Przez sume wartosci wiasnych o argumentach + 19.1° i +30° uzyskujemy argument
2 *24.55. Czyli dla tego przyktadu posta¢ réwnania (16) jest:

. Najpierw dobieramy posta¢ rownania (16). Oczywiscie dla

r3=-I
Pierwiastki tego réwnania maja postac:

Tt+ 2k7t . Vo
(pk = ; 0 < k 3

{(Pk} = 600,1800,3000
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Stad dlaa0=1,aj = 0.5, a2 = 0 z rownania (22) otrzymujemy nastepujace wartosci
wiasne  macierzy  stowarzyszonej zwybranym  roéwnaniem algebraicznym

1.32e-73 , 0.5, 1.32e-~'"~ . Natomiast dla oto = 1, aj = 1, aj =0

wartosci wiasne: 1.73e-*30 ,0, 1.73e "3® . Na podstawie (27) dla p = 2

j24,55° ﬂ'24,55®

otrzymujemy wartosci wtasne macierzy R: 1.51e ,0,1.51 Widzimy,
ze modut wartos$ci wiasnychnie jest rowny wymaganemu, tj. 0.9. Stosujemy czynnik
skalujgcy 1.51/0.9 = 0.596. Stad iloczyn czynnikow skalujagcych macierze F wynosi
0.596” = 0.355. Ale nie ma dwach takich lici bedacych potegami liczby dwa, ktérych
iloczyn wynosi 0.355. Dlatego przyjmujemy p = 4 stosujac:

F(0) = PO F(0) F(l) = p1F(0)

F(2) = p2 F(l) F(3) = p3 F(I)

Czyli: p0 pj p2 P3=10.5964 = 0.126 * 0.125.
Stad: p0=1.0 P0O=05 p0=05 po=05
Ostatecznie macierze F majg postac:

10 05 0.0 05 025 0.0
Fi- 00 10 05 2= 00 05 025
0.5 0.0 10 0.25 00 05
05 05 0.0 05 05 0.0
§3= 00 05 05 = 00 05 05
0.5 00 05 05 0.0 05

Odpowiedz impulsowg projektowanego filtru przedstawia rys. 1. Widzimy, zc sygnat
ten nie jest gtadki. Modulacje pojawiajg sie w wyniku cyklicznych zmian macierzy F.
Efekt ten mozemy usung¢ stosujgc strukture pokazang na rysunku 2. Sekwencje
macierzy F dla poszczegdblnych filtrow z rysunku 2 przedstawia tabela 1. Odpowiedz
impulsowa filtru z rysunku 2 przedstawia rysunek 3. Charakterystyke czestotliwoscia
(przeksztatcenie Fouriera odpowiedzi impulsowej) tego filtru przedstawia rysunek 4.
Jest to filtr pasmowu-przepustowy o czestotliwosci srodkowej 16.65Hz i dobroci 3.91
dla czestotliwosci prébkowania 250Hz. Zgodnie z pracg [8] jest to filtr dopasowany do
zespotow QRS sygnatu EKG. Sygnat wyjsciowy filtru dla zaktéconego sygnatu EKG z
rysunku 5 przedstawia rysunek 6. Przykitad ten wskazuje , ze filtr z przyktadu moze
stuzy¢ do budowy detektora zespotow QRS.
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Tabela 1
Sekwencja macierzy F dla struktury z rys. 2.
FO Filtr 1 Filtr 2 Filtr 3 Filtr 4
F(0) FI £2 £3 £4
F( 2 F3 4 Fl
F(2) F3 F4 Fl 2
F(3) F4 Fi 2 3
F(4) Fi £2 £3 4
* * | 2

hCk)

Rys. 1. OdpowiedzZ impulsowa filtru z przyktadu
Fig. 1. Impulse response for examplary Olter
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Rys.2. Réwnolegta struktura filtréw periodycznie zmiennych w czasie
Fig. 2. Parallel structure periodical time-vary filters

h( k)

Rys. 3. Odpowiedz impulsowa filtru z rys. 2.
Fig. 3. Impulse response for Fig. 2 filter
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Rys. 4. Charakterystyka czestotliwosciowa filtru z przykiadu
Fig. 4. Frequency characteristic for examplary filter
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Rys. 5. Przykladowy sygnat EKG
Fig. 5. Examplary ECG signal
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Rys. 6. Sygnat wyjsciowy filtra z przyktadu dla sygnatu z rys. 4
Fig. 6. Output signal of examplary ftter for Fig. 4 signal
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6. PODSUMOWANIE

Przedstawiona zostata metoda umozliwiajgca uzyskiwanie filtréw o dowolnym
potozeniu biegunéw transmitancji przy wspdtczynnikach bedacych potegami liczby
dwa. Jest to atrakcyjne ze wzgledéw obliczeniowych. Metoda opiera sie na liniowym
systemie o wspoétczynnikach periodycznie zmiennych w czasie. Przedstawiono metode
budowy macierzy tranzycyjnej pozwalajgcg na tatwe uzyskiwanie dowolnych wartos$ci
wiasnych.  Warto$ci  wilasne jednoznacznie okre$lajg transmitancje  filtru.
Przedstawiono réwniez rozwigzanie pozwalajace zlikwidowa¢ efekt modulacji sygnatu
wyjsciowego filtru o wspoétczynnikach periodycznie zmiennych w czasie.
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Abstract

The paper deals with a desing method for recursive periodically time-vaiying
digital filters with coefficients being of two. The filters is based on linear periodically
time-varying system. It is shown that linear time-vaiying system can be transformed
into a time-invariant one by the use of a periodically varying algebraic transformation.
By applying as a transition matrix associted with algebraic equation it is easy to locate
poles of filter transmitancies in the complex plane. Elimination of modulation effect in
the output signal of periodically time-varying filters is presented. This result will be
especially useful in filter application where high speed multipliers are not available.
The desing procedure is also useful for producing very narrow passband using few
filter coefficients.



