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PROSTY ALGORYTM WYZNACZANIA POŁOŻENIA I 
ORIENTACJI BRYŁ SZTYWNYCH NA PODSTAWIE 
INFORMACJI WIZYJNEJ1

Streszczenie. W pracy przedstawia się prosty algorytm wyliczania położenia i 
orientacji bryły sztywnej na podstawie informacji wizyjnej. Prostota algorytmu jest 
uzyskana dzięki założeniu o znajomości struktury obserwowanej sceny. Założenie to 
ogranicza zakres możliwych zastosowań, jednak w wielu sytuacjach może być 
uzasadnione. Przyjmując transformację perspektywiczną jako model działania obiektywu 
kamery zapisuje się układ równań liniowych jednorodnych, które zawierają poszukiwane 
parametry - elementy macierzy obrotu i wektora translacji. Rozwiązania dla układów 
jednorodnych można uzyskać tylko z dokładnością do współczynnika skali. Nieznany 
współczynnik skali wyznacza się korzystając z warunku ortogonalności macierzy obrotu. 
Zakłada się, że dane dla algorytmu obarczone są błędami pomiarowymi, a także, że liczba 
uzyskanych równań przekracza liczbę nieznanych parametrów. Zgodnie z tym w 
algorytmie obliczeniowym stosuje się metodę najmniejszych kwadratów.

A SIMPLE ALGORITHM FOR DETERMINING THE POSITION 
AND THE ORIENTATION OF EIGID BODIES BASING ON 
WISUAL INFORMATION

Summary. The paper presents a simple algorithm for determining the position and 
orientation of rigid bodies basing on visual information. The simplicity is achieved thanks 
to the assumption that some information about the structure of the observed scene is 
given. This assumption limits the area of possible applications of the algorithm, however
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in many situations it can be justified. The prospective transformation is taken as the 
model of vision channel. Then the system of linear equations is constructed, which 
contains the parameters of the rotation matrix and the translation vector. The solution 
contains the unknown scaling parameter a which is then determined by the condition that 
the rotation matrix is orthogonal. It is assumed that the measurements are distrubed by 
noise and that the number of equations is greater than the number of unknown 
parameters. According to this the least squares algorithm is employed.

ÎIPOCTOH AJirOPMTM OnPEßEJlEHMfl n0JI03K EH M  M 
OPMEHTAUMH 2KECTKHX TEJ1 HA OCHOBE 3PHTEJIbHOH 
MHOOPMAUMH

Pe3xme. B patioTe npejtcTaBJieH npocTOfl anropHTM onpeneneHH nononceHHa h 
opneHTaitHH xecTKHx Ten na ocHOBe 3pnTejibHofl HH<t>opMairnH. IlpocTOTa anropnTMa 
nonynena tinarojtapa npennocbinxe o 3HaHHH crpyKTypbi naßmonaeMOit citenw. Taxas 
npennocbinxa orpamiraBacT nnana30H bo3mo2khłix ripuMeiieiiHit, ho bo Muorax 
cnyranx OHa jtonycTHMa. ripHHHMaa nepcnexraBnoe npeo6pa30BaHne, xax MOtterib 
neitcTBHH oobeKTHBa xaMepbi, <J)opM yjinpyeT C H  cncTeMa nHHeKHbix oaiiopOAiibix 
ypaBHCHHtł c HCKOMbiMH iiapaMeTpaMH - oneMenTaMH MaTpmt Bpautennn h BeKTopa 
TpaHcnmtHH. PeiueiniH nna onnoponnbix chctom MOacHO nonynaTb tojibko c TOanocTbio 
no K03$$HitHeHTa MacniTatia. HeH3BecrHbiß Kos^fjunweirr MacmTatia onpenenaeTca 
H3 ycnoBHH opToronanbHOCTH MaTpuubi BpamcuHS. IipennaraeTcn, hto naHHbie nna 
anropHTMa conepacaT H3MepHTenbHbie oiiihSkh h nncno nonyaennbix ypaBHenHtt 
6onbme nncna nen3Becnibix napaMexpoB. ilosTOMy b  BbitHCJiHTeJibHOM  anropwTMe 
npHHHMaeaca Meron HaHMeHbuiHx KBanpaTOB.

1. WSTĘP

Pomiar wzajemnego położenia i orientacji brył sztywnych jest obecnie jednym z 
podstawowych zagadnień techniki wizyjnej. Wizyjne systemy pomiaru położenia i 
orientacji znajdują coraz szersze zastosowanie. Ich rozwój odbywa się dwutorowo. Z 
jednej strony przetworniki wizyjne i urządzenia cyfrowe osiągają coraz lepsze 
parametry: dokładność, rozdzielczość, szybkość przetwarzania. Z drugiej zaś strony 
pojawiają się coraz bardziej efektywne algorytmy obliczeniowe wyznaczania położenia, 
przemieszczeń i orientacji przestrzennej ciał na podstawie obrazów przesyłanych z 
kamery.
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Informację wejściową dla algorytmów wyznaczanie położenia i przemieszczeń na 
podstawie informacji wizyjnej stanowi seria kolejnych obrazów przekazanych przez 
kamerę. Na obrazach tych jest uwidoczniony efekt ruchu obiektu, na którym umie­
szczona jest kamera (lub tez ruchu elementów sceny). Wynikiem działania algorytmu 
jest wyliczenie przemieszczeń pomiędzy chwilami przesyłania obrazów [3] - [7], 
Zwykle przyjmuje się, że nie ma informacji apriori dotyczącej elementów sceny. Dzięki 
temu algorytmy są elastyczne - mogą być stosowane w różnych sytuacjach. Jednak 
ceną jest dość duża złożoność i niekiedy konieczność przetworzenia kilku obrazów 
przed uzyskaniem pierwszych wyników [6], [7],

W niniejszej pracy przedstawia się prosty algorytm wyliczania położenia i orientacji 
bryły sztywnej na podstawie informacji wizyjnej. Prostota algorytmu jest uzyskana 
dzięki założeniu o znajomości struktury obserwowanej sceny. Założenie to ogranicza 
zakres możliwych zastosowań, jednak w wielu sytuacjach może być uzasadnione. 
Oceny parametrów opisujących położenie i orientację przestrzenną uzyskuje się przy 
zastosowaniu metody najmniejszych kwadratów.

2. PODSTAWOWE ZAŁOŻENIA

W punkcie tym przedstawione będą wstępne informacje konieczne, aby można było 
sformułować rozważany problem. Określone zostanie, co rozumie się przez strukturę 
sceny, zdefiniowane zostaną parametry określające położenie i orientację przestrzenną 
bryły oraz opisany będzie model matematyczny działania kamery.

2.1. Struktura sceny

Rozważana sytuacja jest przedstawiona na rys. 1. Kamera K, z którą związany jest 
układ współrzędnych Cr^xyz przekazuje obraz bryły sztywnej A  Z bryłą sztywną A 
związany jest układ współrzędnych Przyjmujemy, że można wyróżnić N
punktów bryły A - P j, P2, ... Pn, (na rys. 1 N = 5). Współrzędne tych punktów w 
układzie O ^ęu ^  są znane i wynoszą odpowiednio:

t P  Y,P  5-P • t P  ^ P  5-P • t P  ^ P  J-P (1)
^ 1 ’ ^ 1 ’W ’ ^ 2 ’ v ’ ’ 2 ’ ^ N ’ ‘N ’^ N  '

Punkty te są widoczne i identyfikowane na obrazie przekazywanym przez kamerę. Nie 
jest natomiast znane położenie bryły A, i tym samym punktów P j, P2,...Pn w układzie 
współrzędnych kamery. Wyznaczenie tego położenia jest celem obliczeń.
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Rys. 1. Struktura sceny 
Fig. 1. Structure of the scene

2.2. Param etry  określające położenie i orientację przestrzenną bryły 
sztywnej A

Jak wiadomo [1], parametrami, które określają położenie bryły sztywnej w danym 
układzie współrzędnych, są wektor translacji (przesunięcia) oraz macierz rotacji 
(obrotu). Dla dowolnego punktu Pj. biyły sztywnej A jego współrzędne w układzie

karnety, które oznaczamy przez x£  , y ^ , z^ ,  mogą być obliczone według wzoru:

x £ - R | £ + t ,  <2)
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są wektorami zbudowanymi ze współrzędnych punktu P w dwóch układach 
współrzędnych. Występujące w powyższym wzorze 3x3 - wymiarowa macierz rotacji R 
i 3-wymiarowy wektor translacji T określają wzajemne położenie i orientację układów 
współrzędnych kamery K i bryły sztywnej A.

2.3. Transformacja perspektywiczna

Kamera przekazuje dwuwymiarowy obraz trójwymiarowej sceny. Jest on 
uzyskiwany przez tzw. transformację perspektywiczną [lj, która polega na rzutowaniu 
środkowym punktów trójwymiarowej sceny na płaszczyznę obrazu. Schemat 
transformacji perspektywicznej dla punktu P^ jest przedstawiony na rys. 2. Przyjmuje 
się, że środek układu współrzędnych kamery pokrywa się ze środkiem soczewki 
obiektywu kamery, oś z jest osią soczewki kamery.

Rys.2. Transformacja perspektywiczna 
Fig. 2. Perspective transformation
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Płaszczyzna obrazu jest równoległa do płaszczyzny 0*cxy, jest umieszczona w 
odległości F od środka układu, wielkość F nazywa się ogniskową soczewki kamery.

Rzutem punktu P^, o współrzędnych (w układzie kamery): x ^ , y ^ , z£ jest punkt P £ .

Jego współrzędne na płaszczyźnie obrazu oznaczamy przez X ^ , Y ^  i nazywamy

współrzędnymi ekranowymi. Związek pomiędzy współrzędnymi ekranowymi 

a współrzędnymi przestrzennymi xjj, y ^ , z^ dany jest wzorem:

x £ . f 4 .  w

z k

Y P - f 4  (5)

4

3. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU

Rozpatrywany problem jest następujący: Na podstawie współrzędnych ekrano­

wych x j ) ,YjP ; X ^ , Y 2 ; . . . X ^ , Y ^  punktów P j, P2, - P n  wyznaczyć macierz

rotacji R  i w ektor translacji T opisujące wzajemną orientację układów 
współrzędnych kam ery K  i bryły sztywnej A-

4. ROZWIĄZANIE PROBLEMU

Wprowadzamy następujące oznaczenia dla elementów macierzy R  i wektora T, 
które mają być wyznaczone:

R =
r l l  r 12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

(6)
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T  = [ t l > t 2 , t 3 ] (7)

Zauważmy teraz, że bez straty ogólności możemy założyć, że jeden z punktów P j, 
P2,...Pn  znajduje się w środku układu współrzędnych na rys. 1 przyjęto, że
punktem tym jest P p  Gdyby tak nie było, to możemy wprowadzić nowy układ 
współrzędnych O ^ ijrię , o środku w punkcie P j i osiach równoległych do osi układu 
O^ęrfę,. Następnie, korzystając z dalej opisanej procedury wyznaczymy wzajemne 
położenie układu O ^ l ^ ę  i układu kamery 0 ^ x y z . Znając położenie układu Op lęi]i; 
łatwo wyznaczymy, przez przesunięcie, położenie rikładu O ^riC .

Dlatego w dalszych rozważaniach będziemy przyjmować, że punkt P j jest środkiem 
układu współrzędnych O ^ r i^ ,  oczywiście numer punktu także nie ma znaczenia.

4.1. W yznaczanie kierunku wektora translacji

Dzięki przyjętemu założeniu możemy od razu wyznaczyć kierunek wektora 
translacji. Współrzędne punktu P j w układzie bryły sztywnej A są zerowe:

[ if .r if .ę f f - IO .O .O ]1 

Podstawiając (8) w (4) i (5) dostajemy

(8)

X p = F—V (9)

Y,p =F—  .
t-

(10)

Powyższe wzory określają proporcje pomiędzy elementami wektora T. Możemy zatem 
napisać:

T = a
X P Y p

(U )

gdzie a  jest współczynnikiem skali, który należy jeszcze określić. Na podstawie 
dotychczasowych założeń wiadomo jedynie, że a  > 0, dlatego, że punkt P j jako 
widoczny na ekranie musi mieć dodatnią współrzędna "z".
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4.2. Obliczanie macierzy rotacji R

Podstawiając (2) w (3) i korzystając z oznaczeń (6)-(7) możemy dla punktu P^ 
zapisać układ równań:

(I2)

r31?k  + r 32r lk + r 33^k + t 3

Y P T r2 K + r 2 2 ^ l + ^ l + h  (i3)

r31bk + r 32ł1k + r 33^k + t 3

Uwzględniając (11) i wymnażając obie strony równości (12) - (13) przez mianowniki 
otrzymujemy:

a (X j - X f ) - (F |J iu + F n jr 12 +F^ r13) - (X j|P r31 +XJt|Pq2 +XP^r33)

(14)

a (Y P  - Y P )  = (F§Pr21 + FriPr22 + F ^ r 23 ) - ( Y kP|P r 31 ♦ Y ^ r ^  + Y kP^ r 33)

(15)

Oznaczając dalej wektor zbudowany z elementów macierzy R przez:

T
R vec = [ r l l > r 12 r 13 > r21 ’ r22 > r23 > r31 >r32 >r33 ] (16)

możemy układ równań (14) - (15), dla K=2,3,...N, zapisać w postaci:

gdzie U  jest macierzą 2(N-1) x 9 - wymiarową, o postaci:

aB  = U R vec (17)
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' f ?2P Fnp F^2 0 0 0 YPtP
2^2 - X M - X |t P

0 0 0 F?2 Fr|J F^P _Y2 ’12

F^3 Fnf F^3 0 0 0 -x P ę ę - x s ’l?
0 0 0 Fiś? FriJ Ft* - Y f ? f - Y3P<

F^k F< F^k 0 0 0 - X K - X ^

0 0 0 F?p F< Fę> - YK - YK ~ YK

F< F tp 0 0 0 - X K - X M - X K
0 0 0 F^ F< - YK - YK - YK .

(1 8)
B zaś jest wektorem 2(N-1) wymiarowym:

(19)

Gdyby wartość a  była znana, to wektor Rvec, a tym samym elementy macierzy R 
można byłoby wyznaczyć stosując metodę najmniejszych kwadratów. Ocena R vec 
wektora RyCC metoda najmniejszych kwadratów dana jest przez [9]:

Rvec=(UTU)~1UT Ba (20)

Jest ona wyznaczona z dokładnością do nieznanego współczynnika skali a.
Jednak z drugiej strony wiadomo, że norma macierzy R jako ortogonalnej musi

wynosić V i (zob. [1]), tzn:

||R ||-1/tr(RRT) -  ^ R ^ R VCC -  S  (21)
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Zakładając, że ta sama własność musi zachodzić dla oceny, mamy:

« 4 .  R vec- 5 2 Bt U (U t U) - 2 Ut B - 3, (22)

stąd:

a  =
BT U (U TU) -2 u t b

(23)

W powyższym wzorze używa się symbolu a  zamiast a  dla zaznaczenia, że (23) nie 
wyznacza dokładnej wartości współczynnika skali, a jedynie jego ocenę.

Podstawiając (23) do (20) oraz do (11) otrzymujemy:

R
vec a'b t U (U t U )_2 UTB

(Ut U )_1Ut B. (24)

T =
Bt U (U t U)~2 u t b

Xf Yp

F ’ F ’
(25)

Układając ponownie elementy wektora R vec w macierz dostajemy ocenę R :

R =
R vec ( 1) , R yec (2), Rvec(3)

R yec (4), Rvec(5), R yec ( 6 )

Ryec (7), Rvec(8), R vec(9)
(26)

gdzie R vec (k) jest k-tym elementem wektora R vec.
Wzory (25) i (26) określające oceny poszukiwanych wielkości są podsumowaniem 

podstawowej części algorytmu.
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5. PARAMETRYZACJA MACIERZY OBROTU

Z powodu błędów (z któiych najważniejsze są błędy pomiaru współrzędnych 
ekranowych) oceny parametrów położenia i orientacji dane wzorami (25) i (26) będą 
się różnić od rzeczywistych wartości.

O ile oceny wektora translacji T nie da się już poprawić, to dla macierzy rotacji, 
której ocena dana jest przez (26), można jeszcze uzyskać dokładniejsze oszacowanie. 
Podstawą dla tego oszacowania jest spostrzeżenie, że ocena R dana przez (26) na ogół 
nie będzie macierzą ortogonalna - z powodu wspomnianych błędów. Ponieważ macierz 
rotacji musi być ortogonalna (o wyznaczniku równym + 1), zatem z powyższego 
wynika, że można jeszcze poprawić ocenę (26) przez dobór takiej macierzy 
ortogonalnej R j, dla której norma

R -R (27)

osiąga minimum. Problem ten jest znany w literaturze. Jego analityczne rozwiązanie 
otrzymane z zastosowaniem teorii kwatemionów jest przedstawione w [3], Ma ono 
następującą postać:

Ri =
q 0 + q l - q 2 " q 3 2 ( q l q 2 - q 0 q 3 )  2 ( q 1q 3 + q 0 q 2 )

2 ( q 2 q i + q o q 3 )  q<) _ q l + q 2 - q 3 2 ( q 2 q 3 - q o q i )  

2 ( q 3q i - q o q 2 )  2 ( q 3q 2 + q o q i )  q 5 - q ? - q 2 + q 3

(28)

Przyjęto przy tym następujące założenia: 
Wektor:

q = [ q 0 >qi > q 2 > q 3 l (29)

jest wektorem własnym (o długości jednostkowej) odpowiadającym najmniejszej 
wartości własnej macierzy:

D - I D ^ D j
i =l

(30)
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W powyższym wzorze 4 x 4-wymiarowe macierze Dj określone są następująco:

Di =

Z kolei I - jest 3 x 3-wymiarową macierzą jednostkową, Ij oraz Rj oznaczają i-te 
kolumny macierzy Ij oraz R j , natomiast oznaczenie

[ C ] ©  (32)

gdzie C = [ej, cj ,  03]^  jest wektorem 3-wymiarowym - określa macierz zbudowana z 
elementów C:

0 — c3 c2

[C ]©  = C3 0 -Cl

“ c2 Cl 0
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A bstract

The measurements of the relative positions and orientations of rigid bodies belong 
to the most important problems of image analysis. The input onformation for the 
algorithms for determining positions and orientations is the sequence of images 
transmitted by the camera. Usually it is assumed that no additional informatiuon about 
the structure of the transmitted scene images is available. With this assumption the 
algorithma are flexible, thhey, can be applied in many different situations. However 
their drawback is their complexity. Sometimes at least three or even more images must 
be processed before any results are obtained.

The paper presents a simple algorithm for determining the position and orientation 
of rigid bodies basing on visual information. The simplicity is achieved due to the 
assumption that some information about the structure of the observed scene is given. 
This assumption limits the area of possible applications of the algorithm, however in 
many situations is can be justified.
The perspective transformation is taken as the model of vision channel. Then the 
system of linear equations is constructed, which constains the parameters of the 
rotation matrix and the translation vector. The solution contains the unknown scaling 
parameter a  which id then determined by the condition that the rotation matrix is 
orthogonal. It is assumed that the measurements are disturbed by noise and that the 
number of equations is greater tha the number of unknown parameters. According to 
this the least squares algorithm is employed.


