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WYZNACZENIE STATYSTYCZNIE OPTYMALNYCH PRAW
STEROWANIA W PROBLEMACH STATYCZNYCH Z
OGRANICZENIAMI1

Streszczenie. Praca poswiecona jest problemowi rozszerzenia zasady minimalizacji i
usredniania na zadania optymalizacji stochastycznej, w ktdrych wystepujg ograniczenia.
Rozwaza sie klase statycznych problemdw optymalizacji stochastycznej, w ktdrych
wystepuja ograniczenia: sztywne, na warunkowe wartosci oczekiwane i na wartosci
oczekiwane. Przedstawia sie dwie metody rozwigzania. Pierwsza, stuszna dla problemow,
w ktérych nie wystepujg ograniczenia na wartosci oczekiwane, jest bezposrednim
uogdlnieniem zasady minimalizacji i usredniania. W drugiej metodzie, obowigzujacej dla
petnego sformutowania problemu proponuje sie wykorzystanie przy rozwigzaniu dualnej
postaci zadania optymalizacji.

DETERMINING THE STOCHASTIC OPTIMAL CONTROL LAWS
FOR CONSTRAINED STATIC PROBLEMS

Summary. The paper is devoted to the problem of extending the Minimization and
Averaging (Min-E) Principle [4] to the case of stochastic optimization problems with
constraints. Two approaches to the constrained stochastic optimization problem are
presented. The first is a direct generalization of the Mine-E Principle. However it is valid
only under some bounds imposed on the from of constraints. The second, general
approach uses the dual from of the optimization problem.

" Praca bylafinansowana z grantu wewnetrznego BK-464
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OnPE*EJIEHME CTATMCTMHECKM OHTMMAJIbHbIX
3AKOHOB yriPABJEHMH B CTATMHECKMX 3AMHAX C
OrPAHMHEHMBMH

Pe3»iwe. PadoTa nocBameHa npo6neMe pacuiHpenna npHHimna MHHHVH3apHH h
YcpeflHeHHl  Ha  3gjiaiH  cimacTmrecKOft  onTHMraamm ¢ orpanmeHHHIMH.
PaccMaTpHBaeTCfl , b KOTopbix norajiawTCH xecTKHe orpaiimeHua Ha ycnoBHbie
MeTeMaTmecKHe oxnAannn h MaTeMaTmeacue ojKunaHna. llpencTaBlieHbi nBa
Merona peuieHHH. llepBbiK Meron, kotopuW npennoaceH ann npo6neM 5e3
orpaHHHeHHA Ha METCMETHTOCKoe oxHaaHHe, HBJiseTCH  HeriocpefICTBeniibiM
0SoSmeiiHeM npHHimna MHHiIMH3aunn h ycpenHeHUH. BTOptift Mera«, npennojkKOH
fljiH naliHOK $opMyuHpoBKH npoSjieMbi, Hcnonb3yeT hjih pemeHHH nyajibHbiit bhh
OonTHVHIHHOHHOA 3anam

1. WSTEP

W pracy rozwaza sie zagadnienie wyznaczania statystycznie optymalnych praw
sterowania w problemach statycznych z ograniczeniami. Punktem wyjscia jest zasada
minimalizacji i usredniania [4], Umozliwia ona sprowadzenia zadania wyznaczania
praw sterowania do rodziny zadan optymalizacji, w ktérych argumentem minimalizacji
jest wektor liczb rzeczywistych. W oryginalnym sformutowaniu zasada minimalizacji i
usredniania obejmowata przypadek, gdy nie wystepujg ograniczenia. Pierwszg pracg, w
ktorej rozwazano problem rozwigzania idei tej zasady na przypadek z ograniczeniami,
byla [7], Podano tam przyklad obliczeniowy jej zastosowania dla szczegolnej postaci
statycznego problemu wyznaczania prawa sterowania.

Niniejsza praca ma charakter ogolniejszy. Rozwaza sie tu klase problemow
optymalizacji stochastycznej przedstawiong w punkcie 3. Przedstawia sie dwie metody
rozwigzania. Pierwsza, stuszna dla problemow, w ktorych nie wystepuja ograniczenia
na wartosci oczekiwane, jest bezposrednim uogdlnieniem zasady minimalizacji i
usredniania. W drugiej metodzie, obowigzujacej dla petnego sformutowania problemu,
proponuje sie wykorzystanie przy rozwigzaniu dualnej postaci zadania optymalizacji.
Otrzymany problem jest do$¢ ztozony i dlatego przedstawia sie pewnag metode
przyblizona upraszczajaca rozwiazanie.
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2. ZASADA MINIMALIZACIJI | USREDNIANIA

Jako wprowadzenie do dalej przedstawionych zagadnieA rozpatrzymy nastepujacy
problem minimalizacji bez ograniczen:
wyznaczyc:
min  EI0(Y,U,V) )
u=il(Y)

Dalej bedg obowigzywaty wprowadzone tu oznaczenia. We wzorze (1) 10 oznacza
mierzalna, rzeczywistg funkcje celu. Jej argumenty sa nastepujace:
- 'Y jest r-wymiarowym wektorem dostepnych pomiardw,
- U jest m-wymiarowym wektorem sterowan,
- Vjest - s-wymiarowym wektorem zaktocen.
Zak}ada sig, ze Y i V sg wektorami losowymi; przestrzen probabilistyczng, na ktérej
okre$lone sa sktadowe wektoréw losowych Y i V, oznacza sie przez (Q, g ,P)- Decyzje
o wartosciach sktadowych wektora sterowan nalezy podjgé na podstawie znajomosci
realizacji wektora dostepnych pomiaréw Y(co). To znaczy - optymalnych praw
sterowania poszukuje sie jako mierzalnego odwzorowania

U:Rr3y-»u(y)ERm. 2

Biorgc pod uwage, ze argument y funkcji 11 we wzorze (2) jest realizacjg wektora
losowego Y.

y=Y(w) , ©EQ @)
widzimy, ze kazde prawo sterowania okresla wektor losowy:

U(a>) =a(Y(a>)) . (0£Q . 4
Oznaczamy przez 91 a - poddato a - ciala 91 generowane przez wektor losowy Y.

Jak wiadomo, sktadowe wektora losowego U okreslonego wzorem (4) sg zmiennymi
losowymi mierzalnymi wzgledem 91.1 na odwro6t, dla dowolnego wektora losowego U,
o0 skfadowych mierzalnych wzgledem 91, istnieje mierzalna odwzorowanie 11, 0 postaci
(2), takie ze zachodzi (4) ([1] tw. 20.1). Poszukiwanie optymalnego prawa sterowania
U (Y) jest zatem rownowazne poszukiwaniu wektora U zmiennych losowych
mierzalnych wzgledem a - ciata 9L Do problemu (1) mozna zastosowac zasade
minimalizacji i usredniania. Zatldzmy, dla uproszczenia, ze wektory losowe Y iV sg
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niezalezne. Oznaczmy warunkowg wartos¢ oczekiwang funkcji celu wzgledem cr - ciata
9? (generowanego przez wektor losowy Y) przez

i0(Y,U)=E(I0(Y,U,V)|51) . (5)
Dla realizacji wektoréw losowych
y=Y(co) , u=U(0o) , ysRr , ueRm, o ©)

zachodzi

i0(y,u)=E(10(Y,U,V)| Y=y, U= u). 0

Na podstawie zasady minimalizacji i usredniania (lemat 1 [4]) optymalna wartos¢
wektora sterowan u0, ktéra odpowiada otrzymanej realizacji wektora pomiarow
y =Y (co), wynika z rozwigzania nastepujgcego problemu minimalizacji deterministy-

cznej
min 0 (y,u) =10 (y,u0(y)). ®

ueRm

Na podstawie zatozonej niezaleznosci wektoréw losowych Y i V funkcja 10 (y,u),
ktora podlega minimalizacji, okre$lona jest przez [1]:

io (y»u)=EIOQ (y,U, V). (©)

A zatem otrzymany przez zastosowanie zasady minimalizacji i usredniania problem (8)
polega teraz na wyznaczeniu optymalnego wektora liczb rzeczywistych uO(y). Problem
ten jest dodatkowe parametryzowany przez realizacje y wektora losowego dostepnych
pomiarow Y.

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU

W pracy rozwaza sie problemy bardziej ztozone od (1), w ktérych wystepujg
ograniczenia. Ogdlna posta¢ rozpatrywanego statycznego problemu wyznaczania
statystycznie optymalnych praw' sterowania z ograniczeniami jest nastepujaca:

wyznaczy¢

min_ E10 (Y,U, V) (10
UeU
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przy ograniczeniach

(sztywnych)
li(Y,U)<0 zpl, iel, (U)
(' na warunkowe wartosci oczekiwane)

E[1j(Y,U,V)|9t] <0 zp 1 jsJ, 1)

(na wartosci oczekiwane)
Elk(Y,UV)<0 , keK (13)

Obowigzujg tu wszystkie oznaczenia i zatozenia opisane poprzednio. Ponadto 1J.K
oznaczajg parami roztgczne, skonczone zbiory indekséw nie zawierajgce zera.
Mierzalne funkcje In, n e {0} u | u J u K przyjmujg wartosci rzeczywiste.
Warunkowa warto$¢ oczekiwana we wzorze (12) jest liczona wzgledem a - ciata 922
generowanego przez wektor losowy Y. Ograniczenia zadane sg tylko w postaci
nierébwnosci. Dla skrécenia zapisu nie umieszczono odrebnych wzoréw na
ograniczenia réwnosciowe, moga one by¢ uwzglednione w postaci par ograniczen
nierbwnosciowych o przeciwnych znakach [8], Jawne rozréznienie ograniczen
rownosciowych od nieréwnosciowych nie jest dla przeprowadzanych rozwazan
konieczne.

Przyjmuje sie precyzyjniejsze okreslenie zbioru, na ktérym przeprowadza sie
minimalizacje. Minimum poszukuje sie w przestrzeni wektoréw losowych o
sktadowych mierzalnych wzgledem a - ciata 92. Przez U oznacza sie zbior takich
wektorow losowych nalezacych do tej przestrzeni, dla ktérych zmienne losowe 10,
ne (0) uJu K s catkowalne. Tylko w takim zbiorze ma sens poszukiwanie
minimum. Zaktada sie takze, ze zbior ten jest niepusty.

4. PRZYPADEK BRAKU OGRANICZEN NA WARTOSCI OCZEKIWANE

W punkcie tym rozwazamy problem minimalizacji (10) - (12), w ktérym nie
wystepuja ograniczenia (13) na wartosci oczekiwane. Na taki przypadek mozna
bezposrednio uogdlni¢ zasade minimalizacji i usredniania [4], Aby to wykazad,
rozwazmy najpierw pewien problem pomocniczy o nastepujacej postaci

wyznaczy¢

min. E mO(Y,U) (14)
UeU
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przy ograniczeniach
mn(Y,U)"0 zp. 1, nf£N (15)

przy czym N jest zbiorem indekséw, nij, i £ {0} U N - mierzalnymi funkcjami
rzeczywistymi. Podobnie jak poprzednio przez U oznacza sie zbior wektorow losowych
o skfadowych mierzalnych wzgledem o - ciata 91, dla ktérych zmienna losowa mQjest
catkowalna; 91 jest r-wymiarowym wektorem losowym pomiaréw, 91 - a - cialo
generowane przez Y. Zadanie powyzsze jest szczeg6lng postacig problemu (10) - (12),
w ktdrej nie wystepuje wektor zaktocen V.

Zadanie (14) - (15) jest réwnowazne z rodzing probleméw deterministycznych.
Udowodnimy nastepujacy lemat, ktdry jest uproszczeniem tw. 3.1. str. 171 [5].

Lemat 1. Zatézmy, ze istnieje taki zbior Y CRr, ze:

1.P{YEY} =1 . (16)
2. dla kazdegoy £Y istnieje rozwigzanie - u0(y) - zadania minimalizacji
wyznaczy¢
min mO(y,u) (17)
UERmM

przy ograniczeniach
mO(y,u) ¢0, neN , (18)

3. wektor losowy U0 okreslony przez
U0 (co)=u0(Y(co)) , coEQ (19)

nalezy do zbioru U,
wtedy istnieje rozwigzanie problemu (16) - (17) i jest ono okreSlone przez wektor
losowy U0 w (19).

Dowod. Wektor losowy UO we wzorze (19) jest okre$lony prawidtowo, dlatego ze
odwzorowanie "(y) dane przez rozwigzanie (17) - (18) jest mierzalne [5], Na
podstawie 1i2wektor losowyUO spetnia z p.l ograniczenia (15), na mocy 3nalezy do
ezbioru U. Wezmydowolne inne odwzorowanie u™(y) takie, ze (y, uj, (y))s0,

n£ N,dlay £ Y. Niech wektor losowy  bedzie okreslony przez

U 1(co)=ul(Y(co)) . (20)
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Z (17) - (18) wynika, ze
E mO(Y,UO)"EmO(Y,Ul) , c.n.d. (21)

A zatem, przy zatozeniach lematu problem (15) - (16) jest rownowazny z rodzing
zadan deterministycznych (17) - (18) parametryzowang przez realizacje wektora
pomiarowy = Y(co). Aby wyliczy¢ wartos¢ poszukiwanego prawa sterowania wjednym
punkcie nalezy rozwigzacjeden problem deterministyczny.

Powrd¢my teraz do problemu (10) - (12). Korzystajagc z udowodnionego lematu
wykazemy, ze rozwigzanie tego zadania wynika z wykonania operacji minimalizacji
deterministycznej (z ograniczeniami) i warunkowego usredniania. Zachodzi

Twierdzenie 1. Zasada minimalizacji i usredniania
Niech

20 (Y,U)-E[In(Y,U,V)[M] , (22)

przy czym indeksy n sa elementami zbioru {0} UJ. Zalézmy takze, ze istnieje taki

zbiér Y ERr, ze:

1.P{Y6Y} =1 (23)
2. dlakazdegoy £ Y istnieje rozwigzanie - uO(y) - zadania minimalizacji:
wyznaczy¢
min 10 (y,u) (24)
UERmM

przy ograniczeniach
li(y,u)s0 , iEI , (25)
PjCy, u), iej : (26)
3. wektor losowy UO - okreslony przez
UO0(co)=u0(Y(co)) , co<EQ 27)
nalezy do zbioru U (zbiér U, w przypadku zadania (10) - (12) jest zbiorem

wektoréw losowych o sktadowych mierzalnych wzgledem a - ciata 9i, talach
ze zmienne losowe 10 i lj, j £ J sg catkowalne).
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Wtedy istnieje rozwigzanie problemu (10) - (12) i jest ono okreslone przez wektor
losowy UO dany przez (27).
Dowod. Uzasadnienie, ze warunkowe warto$ci oczekiwane mozna przedstawi¢ w

postaci (22) oraz ze funkcje 10 i lj , j EJ sg mierzalne, mozna znalez¢ np. w [1] [5],
Podstawiajac (28) w (10) i (12) oraz uwzgledniajac fakt, ze

E1,(Y,U,V)-EE[10(Y,UV)M] =E I0(Y.U) . (28)
otrzymujemy nastepujacy problem minimalizacji réwnowazny z (10) - (12):
wyznaczy¢
min. E L (Y,U) (29)
ueu
przy ograniczeniach
Ij(Y,U)<;0 , z p.l i EIl (30)
ij(y,u)<;0 , zp.l ,jEJ . (31)

Z kolei do otrzymanego problemu mozna zastosowa¢ udowodniony poprzednio lemat
1, przy czym =10, mO=1j lub Ij, N=1UJ Wynika z tego bezposrednio teza
twierdzenia - istnieje rozwigzanie problemu (10) - (12), i jest ono okres$lone przez

wektor losowy UOQ dany przez (27) cdn.
Oznaczmy przez Wy rodzine wektoréw losowych zadang przez rozktad warunkowy

Fyly [1], wektory losowe nalezace do tej rodziny oznacza¢ bedziemy przez Wy. (W

przypadku gdy wektory losowe Y i V sg niezalezne, zachodzi Wy = V dla wszystkich
Wy E WYy). Funkcje In, n E {0} U J wystepujgce we wzorze (22) mozna wyznaczy¢
jako:

iQ(y,u) =Eln(y,u,Wy), YERr |, uERm (32)

Problem (10) - (12) zostat sprowadzony do rodziny zadan o postaci (29) - (31),
parametryzowanej przez realizacje wektora pomiaréw y = Y(co). Zat6zmy, ze celem
jest wyznaczenie poszukiwanego prawa sterowania tylko w jednym punkcie - przy
zadanej wartosci realizacji i wektora pomiaréw. Dla (pojedynczego) problemu (29) -

(31) nalezy zminimalizowa¢ funkcje 10, ktdra nie jest dana bezposrednio, lecz przez
wartos¢ oczekiwang (32) (gdy n = 0). Takze cze$¢ funkcji opisujgcych ograniczenia -
Ij - otrzymuje sie dopiero po wykonaniu usredniania wg (32).
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5. PRZYKLAD OGOLNY

Obecnie rozwazamy 0go6lng posta¢ zadania (10) - (13), w ktérym wystepujg trzy
typy ograniczen. Istnienie ograniczen na wartosci oczekiwane (13) powoduje, ze nie
mozna postepowac tak jak w poprzednim punkcie. Zwr6¢my uwage, ze gdy wektory
losowe Y i V sg niezalezne - to przy rozwigzywaniu problemu (10) - (12) rozkiad
wektora losowego Y ma znaczenie tylko dla okreSlenia zbioru Y, tzn. dziedziny
(zbioru argumentéw) dla praw sterowania. Dla zadan, ktére roznig sie tylko rozkia-
dami wektoréw losowych Y, lecz przy tym majg jednakowe zbiory Y np. Y = Rr)
otrzymuje sie identyczne prawa sterowania. Natomiast przy wystepowaniu ograniczen
typu (13) postac rozktadu wektora losowego Y jest oczywiscie istotna.

Aby uwzgledni¢ takze wptyw ograniczen na wartosci oczekiwane (13), skorzystamy
z twierdzen ogodlnej teorii optymalizacji w przestrzeniach wektorowych, ktore sg
przedstawiane w wielu pracach, np. [3] [6] [9], Tu stosowa¢ bedziemy uktad warunkéw
wystarczajgcych przedstawiony w [6] (rozdz. 8), konkretnie - twierdzenie o punkcie
siodtowym (tw. 2 str. 301). Sformutowanie problemu optymalizacji (10) - (13) jest
oczywiscie nadal obowigzujace, lecz dla skorzystania z tego twierdzenia trzeba
formutom nada¢ odpowiednig interpretacje.

Sformutowanie zadania w przestrzeni wektorowej. Opiszemy kolejno elementy
sformutowania zadania (10) - (13) w taki sposéb, aby mozna bylo zastosowac
twierdzenie o punkcie siodtowym.

Przestrzen wektorowa rozwigzan jest oznaczona w [6] przez X. W naszym
przypadku jest to przestrzeAn m-wymiarowych wektordw losowych o skladowych
mierzalnych wzgledem a - ciala 9L Jest to przestrzeA nieunormowana,
wykorzystywany wynik dopuszcza takg sytuacje. Elementy przestrzeni X oznacza sie w
[6] przez x, tu sg to wektory losowe sterowan - U.

Zadanie polega na minimalizacji funkcjonatu oznaczonego w [6] przez f (X),
odwzorowujgcego przestrzenn X w zbiér liczb rzeczywistych. W naszym przypadku
funkcjonat ten dany jest przez warto$¢ oczekiwang E 10 (Y, U, V). Jego argumentem
jest U, natomiast Y i V uwazamy za parametry.

Rozwigzania poszukuje sie w pewnym podzbiorze przestrzeni X, w [6] jest on
oznaczony przez £2. W przypadku zadania (10) - (13) podzbior przestrzeni wektoréw

losowych, w ktérym poszukuje sie rozwigzania, oznacza¢ bedziemy przez Uj j , jest to
zbior okreslony nastepujaco

Uu ={UeU: li(Y,U)™0 zp.l, i£l,

(33)
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tzn. Uj j jest zbiorem takich wektoréw losowych U G U, dla ktorych spetnione sg
ograniczenia (11), (12).

Odwzorowanie okreslajagce ograniczenia - w [6] jest oznaczone przez G(x) -
odwzorowuje zbiér Q w przestrzeri unormowang Z z domknietym stozkiem dodatnim
P. Dla zadania (10) - (13) jest ono okreslone przez ograniczenia na wartosci
oczekiwane - (13). Jesli liczbe elementéw zbioru K oznaczymy przez k, to
odwzorowanie G dane przez (13) ma postaé

G :Uu3U-.G(U)-[EIK(Y,U.V)]tac eRE. (34

Przy czym przez [NIkGK oznaczono wektor o skiadowych ziozonych z liczb E Ip-
(Y,U,V), k G K. Domkniety stozek dodatni P jest teraz zbiorem wektoréw przestrzeni

Rl? - 0 nieujemnych skladowych. Jest to stozek o niepustym wnetrzu, jak wymagajg
zatozenia wykorzystywanego twierdzenia.

Przy opisanej powyzej interpretacji zadania (10 - (13) mozna mu przypisa¢
funkcjonat Lagrange'a, o nastepujacej postaci

L(U,X)=E10(Y,U,V)+ 2 Xk EIk(U,Y,V). (35
kac

przy czym mnozniki Lagrange'a A", kG K sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi
oraz A= [AjJ, k GK

Przechodzimy do rozpatrzenia rozwigzania zadania (10) - (13) przez minimalizacje
i usrednianie. W rozwazaniach zaktada¢ bedziemy, ze istnieje punkt siodtowy

funkcjonatu Lagrange'a (35) (na zbiorze Ujj x {A: Ai 0}). (Jest to warunek dos¢

trudny do sprawdzenia). Jest to, jak wiadomo [6] [10], warunek wystarczajacy do
istnienia rozwigzania problemu (10) - (13), a takze do réwnowaznosci zadania
(10) - (13) z zadaniem do niego dualnym, ktére ma nastepujgcg postac

wyznaczy¢

max O(A) , (36)
A¥O

przy czym <A jest funkcjonatem dualnym danym przez

<I>(X). min E10(Y,U,V)+ £ ).KEIt (Y,U,V), (37)
ueuu koc
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Zatem statystycznie optymalne prawa sterowania dla problemu (10) - (13) mozna
otrzymac rozwigzujac zadanie dualne (36) - (37). Rozwazmy mozliwo$¢ numerycznego
rozwigzywania  zadania  dualnego (36) - (37). Zawiera ono dwie operaq'e
optymalizacji dane przez kazdg z formut (36) i (37). Rozpatrzmy kazdg z nich osobno,
zaczynajac od (37). Dla minimalizowanego funkcjonatu wprowadzimy oznaczenia 1
(Y, U, V, X), tzn.

$(X)= mm E 1(Y,U,V,X) , (38)
» ueuu
gdzie
1(Y,U,V,X) =10(Y,U,V)+ 2 \klk(Y, U,V) (39)
kEK

Jesli zatozymy, ze wektor X ma ustalona warto$¢, to bioragc pod uwage okreslenie
zbioru Uj j - widaé, ze problem (37) nalezy do klasy opisywanej w punkcie 4.
Przyjmijmy, ze speilnione sg zalozenia twierdzenia 1 Wtedy na podstawie tego
twierdzenia optymalny wektor losowy UO (Y,/.), okreslajacy rozwigzanie (37) otrzymac

mozna rozwigzujac nastepujaca rodzine zadan deterministycznych parametryzowang
przez y = Y(co):

wyznaczy¢
min El(y,u,X) (40)
UERmM

przy ograniczeniach
li(y,u)<;0 iei , (41)
iy ,u)n0 jej. (42)

Przy czym funkcja 1 okre$lonajest przez

f(Y,U.X)-E[I(Y,U,V.X)|<n] =

-fO(Y,U,X)+ 2 Xk ik(Y,U,X) (43)

Funkcje 1j, In wynikajg z okreslenia zbioru Ujj , przy tym In, ne {0} UJ U K,
okreslone sg przez (22).
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Oznaczmy dodatkowo

cp(y.X) = &qi)nm I(y,u,X) (44)

przy ograniczeniach (41) - (42).
Wtedy takze na podstawie twierdzenia 1 zachodzi

<[>(*.)= Ecp(Y,X). (45)

Gdyby optymalna warto$¢ mnoznikéw X0 byta znana, to wektor losowy U0 (Y, X0)
otrzymany na podstawe (40) - (42) bytby juz optymalny dla zadania (10) - (13).
Jednak warto$¢ XQ dopiero nalezy wyznaczy¢, prowadzi to do drugiego z problemow
optymalizacji - (36).

Wyznaczenie XQ polega na maksymalizacji funkcji @(X), ktora dana jest przez
warto$¢ oczekiwang (45). Z kolei funkcja > (y, X) wystepujaca w (45) takze nie jest
dana bezposrednio, lecz wynika z rozwigzania zadania (40) - (42) i jest okreslona
algorytmicznie. Zadania takiego typu s trudne do rozwigzywania, zwlaszcza
metodami numerycznymi. Dlatego w nastepnym punkcie przedstawimy metode
przyblizong pozwalajaca na uproszczenie sformutowanego problemu.

6. METODA PRZYBLIZONA

Opiszemy metode, ktéra pozwala na uproszczenie zadania (10) - (13). Tgq metodg
uzyskuje sie juz tylko rozwigzanie przyblizone.

Przyblizone deterministyczne odpowiedniki zadan stochastycznych. [2],
Aproksymacje, ktorych stosowanie sie tu proponuje, polegaja na rozwinieciu metody
przyblizonej rozwigzania przedstawionej w [2] (str. 80). Polega ona na rozpatrywaniu
zamiast zadania (24) - (26), nastepujacego problemu

wyznaczy¢
min 10 (u,V) (46)
ugr ™
przy ograniczeniach
li(u)<;0, iel , (47)

ij(u,V)so , jej (48)
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ktdiy nazywany jest przyblizonym deterministycznym odpowiednikiem zadania (24) -
(26). We wzorach (46) i (48) oznaczono

V=E(V) . (49)

Powyzsza aproksymacja jest sensowna przy niewielkim rozrzucie mozliwych realizacji
wektora losowego V wokot wartosci $redniej V. Mozna zauwazy¢, ze przyblizenia
(46), (48) wynikaja z rozwiniecia funkcji In, n £ {0} U J, w szereg Taylora wzgledem

V, wokot wartosci V, przy zaniedbaniu wyrazéw od drugiego wzwyz, tzn.

In (u.v) “la(u.V)t — V) (v-V)
dv

W powyzszym wzorze 31 [/ Qv oznacza macierz pochodnych czastkowych liczonych

podiug sktadowych wektora v. Wykonujac operacje usredniania obu stron wzoru (50)
dlav=V, otrzymujemy sformutowanie zadania (46) - (48).

Idac za tg koncepcjg dalej, mozna uwzgledni¢ wiecej wyrazdw rozwiniecia Taylora
lub, ogdlniej, poszukiwac przyblizenia w postaci

qn
In(u=v)s t Sn(u) fnp(v) , NE{0}UJ. (51)
p=I

Podstawiajgc przyblizong zalezno$¢ (51) w (24) i (26), otrzymujemy nastepujace
zadanie

wyznaczy¢
min S Sop(u) E fop(V) » $52)
UERmM p=I
przy ograniczeniach
j(u£o , iEI (53)
1 gip(u)Efjp(v)n® . jej , (54)

P=1
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ktore takze mozna nazwac przyblizonym deterministycznym odpowiednikiem zadania
(24) - (26). W zadaniu przyblizonym operacja usredniania jest oddzielona od operacji
minimalizacji; przy rozwigzywaniu usrednianie wystarczy wykona¢ tylko raz. Aby
metoda miaka sens, muszg istnie¢ wartosci oczekiwane we wzorach (52) i (54).

Zostanie teraz, zgodnie z podanymi wczesniej uwagami, przedstawiony efekt zasto-
sowania aproksymacji (51) do problemu (36). Zatozmy, ze funkcje In, n£{0) UJUK,
dane przez (10), (12), (13) mozna aproksymowac¢ w postaci analogicznej do (51):

In(y,u,v)s 2 gnp(y,u) fnp(v) , n£{0} UJUK,
p=I (55)

y €ERr ,Uu£R , VERGQg
Wezmy teraz pod uwage funkcje In (y,u) we wzorze (32), ktore okreslajg warunkowe

wartosci oczekiwane. Bedziemy zaktada¢, ze w (32) indeks n przyjmuje szerszy
zakres wartosci, tzn. n £ {0} UJU K. Podstawiajac (51) w (32) otrzymujemy:

In(y.u)s £ gnp(y>u) Ynp(y)> ne{0}UJUK |, (59)
P=1
gdzie

Ynp (y) =Efnp (Wy) . (57

Woprowadzamy takze nastepujace oznaczenia dla wektoréwzbudowanych z funkcji
Ynp»n £ {0} UJUK:

Yn=[Ynp] > P=1-..gqn » (58)
Yj =vec[Yj] ,jed , (59)
Yk =vec [yk] > k GK , (60)

przy czym vec [¢] oznacza wektor blokowy zbudowany z wektorow wymienionych w
nawiasie kwadratowym.

Rozwazmy teraz uproszczenia wprowadzane w zadaniach (36) i (37) przez
poczynione zatozenia odno$nie do postaci funkcji In - (51).
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Zacznijmy od zadania wyznaczenia funkcjonatu dualnego O(X), ktdre, jak
wykazano, sprowadza sie do rodziny zadan (40) - (42). Podstawiajac (56) w (40), (43)
otrzymujemy nastepujaca aproksymacje dla tego problemu:

wyznaczy¢

Qo Qk
min z gOp(y>u)yop(y)+ Z Z~kgkp(y.u) Ykp(y) (61)
ueRm p=I keK p=I

przy ograniczeniach

li (y»u)?0 , iel, (62)

<2|
gip(y>n) Yjp(y)<0 : ield, (63)
p=I

w ktdrej operacje minimalizacji i usredniania sg oddzielone. Oznaczajac, podobnie jak
we wzorze (44), rozwigzanie powyzszego problemu przez

DY), YO Yicly) = min Z gopteu) Yop(y)+

(64)

k
+7 Zkgkp(y, )YKP()
eK p=

przy ograniczeniach (62) - (63),
stwierdzamy, zc optymalna warto$¢ wektora mnoznikéw Xwynika z maksymalizacji

max 0(X.) , (65)
X0

przy czym funkcja ®(X) dana jest przez warto$¢ oczekiwang
<JW =E<p(>.Y To(Y),Ti(Y)xK(Y)) m  («

Z kolei w powyzszym wzorze funkcja qtakze nie jest dana bezposrednio, lecz wynika z
rozwigzania zadania minimalizacji (61) - (63). Uproszczenie w stosunku do problemu
(36) polega na tym, ze teraz w zadaniu optymalizacji, na podstawie ktérego wyznacza
sie funkcje o operacje minimalizacji i usredniania sg oddzielone.
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Abstract

The paper is devoted to the problem of extending the Minimization and Averaging
(MIn-E) Principle [4] ti the case of stochastic optimization problems with constraints.
Three types of possible constraints are taken into account: rigid, on conditional
expectations and on mean values.

Two methods of solution are presented. The first one, valid for the problems
without constraints imposed on mean values, is the direct generalization of the Min-E
Principle. The second approach, developed for the general formulation of the problem
uses the dual form of the optimization problem.

Since the numerical solution of the considered problems can be veiy complicated,
the approximate method to find a suboptimal solution is also discussed.



