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INWARIANTNOSC PRAW STEROWANIA WZGLEDEM
INFORMACJI A PRIORI

Streszczenie. W pracy elipsoidalne zbiory informacyjne sa parametryzowane przez
Srodek ciezkosci i dodatnio okreSlong macierz ze skalarnym parametrem y
interpretowanym jako "promien” elipsoidy. Pokazano, ze $rodek ciezkosci warunkowego
zbioru informacyjnego nie zalezy od parametru y i w rezultacie optymalne prawo
sterowania jest inwariantne wzgledem tego parametru. Zaktadajac szczegding blokowo-
diagonalng strukture macierzy T i powtarzajac odpowiednie rozwazania uzyskano
rekurencyjne zaleznosci pomiedzy parametrami  warunkowego zbioru standéw oraz
niezalezno$¢ jego $rodka ciezkosci od parametru .

INVARIABILITY OF CONTROL LAWS WITH RESPECT TO A
PRIORI INFORMATION

Summary. In the paper ellipsoidal information sets are parameterized by their gravity
center and positive definite matrix with scalar parameter y describing the "radius” of the
ellipsoid. It has been shown that the gravity center of the conditional information set does
not depend on the parameter y and in consequence the optimal control law is invariant
with respect to them. Assuming specific block-diagonal structure of matrix T and
repeated all considerations one can obtain recurrent dependencies between parameters of
conditional sets of state, as well as invarianility of their gravity center on parameter y.
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MHBAPHAHTHOCTb 3AKOHOB ynPABJIEHRH OTHOCM-
TEJIbHO AIIPHOPHOfl MHOOPMAIJHH

Pe3iOMe. B pa6oTe  3JinnnconnHbie  HH“opMauMOnnue  MHoacecrBa
napaMETpn3yiOTCHl ueiupoM TaxecTH h nojioxnTejibno onpeaejiemiofi MaTpuuoft co
CKaaapiibiM  napaMeTpoM y, paccMaTpitBaeMbiM - KaK  "parmyc”  sjunincorura.
rioK'a3biBaeTca, bto ueriTp ThykKecTH mi(J)opMaunoHHoro MnoxecTBa He 3aBncnr ot
napaMeTpa y u » pedyabTaTe ormtMajibHbifl 3bkoh ynpaBlieHHH HBJieeTCH
HiiBapiiaiTHoiM  OTiicciiTejibHO ~ 3Toro  napaMeTpa. ilpiiHUMBN ocodyio  Sjichho-
anaroHanbnyK) crpyKTypy MaTpimbi T u noBTopna cooTBeTCTBeHHbie paccyacaeuHH,
nojiynaiOT  peKyppeiiTHbie  3aBiicnVOCTH  noMOKfly  napaMeTpalvH ycaoBHoro
MiiocacecTBa cocToatiiifl u He3aBnciiMOCTb ero neHTpa Tflacecrn ot napaMeTpayy.

1  WPROWADZENIE

W przypadku sterowania stochastycznie optymalnego w problemie LQ ukiad
sterowania dckomponuje sie na poduklad okreslania warunkowej oceny wektora stanu
i poduklad wyznaczania sterowania jako liniowej funkcji tej oceny.

Odpowiednio do wynikow przedstawionych w pracach [13], [14] analogiczna
wilasno$¢ zachodzi réwniez dla modelu niepewnosci ograniczonej, odpowiednikiem
warunkowej oceny wektora stanu jest ogdlnie rzut ortogonalny S$rodka ciezkosci
warunkowego zbioru informacyjnego na podprzestrze zmiennych stanu. W przypadku
szczeg6lnym, jesli warunkowy zbidr informacyjny speinia odpowiednie warunki
symetrii, kolejnos¢ rzutowania i wyznaczania Srodka ciezkosci moze by¢ zamieniona.
Woystarczy zatem wyznaczy¢ Srodek ciezkosci niskowymiarowego warunkowego zbioru
stanébw bedacego rzutem ortogonalnym warunkowego zbioru informacyjnego na
podprzestrzen zmiennych stanu.

Dla zastosowan praktycznych istotna jest wrazliwo$¢ optymalnego prawa
sterowania na parametry okreSlajace zbiér T. W pracy pokazuje sie, ze zalozenie
elipsoidalnosci  zbioru facznego oraz konsekwentne operowanie liniowymi
przeksztatceniami, przekrojami i rzutami ortogonalnymi tego zbioru pozwala na
parametryzacje procesu wyznaczania S$rodka ciezkosci warunkowego zbioru
informacyjnego oraz ze jest on niezalezny od parametru y okreSlajgcego "wielko$¢”
zbioru T. W konsekwencji pozwala to na pokazanie inwariantnosci praw sterowania
wzgledem parametru y.



Inwariantnos¢ praw sterowania.. 303

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU INWARIANTNOSCI PRAW
STEROWANIA WZGLEDEM INFORMACII A PRIORI O ZMIENNYCH
NIEPEWNYCH

2.1. Problem syntezy praw sterowania i jego rozwigzanie
Niech J oznacza zbidr liczb naturalnych. Jego ustalony podzbiér H = {1 N}

nazywamy hoiyzontem decyzyjnym. Ciag c¢: H -> RT oznaczamy c” - (cl,...,c N),
*

vt *
tym samym symbolem cIN oznaczamy rdéwniez wektor [c”.....c”]. Podobnie

oznaczamy c" = (cl,...,c,k), oraz ¢ - (c N), gdzie w obu przypadkach

k +1
ksN.

Ciggami wyrdznionymi w rozpatrywanym problemie sg: stan poczatkowy
xi:{I}->Rn, trajektoria stanu x: H w {N+I} ->Rn, pomiary zz H ->RP*\ decyzje u:
H-yRmN.

Zakladamy, ze:

i) dyskretny, stacjonarny model dynamiczny okre$lony w horyzoncie H ma postac:

xk+l=Axk +Buk +wk

zk=Cxx+vk e

yicu. iduiiwi* jv
ii) wartosci zmiennych xj, w®, y* dla k e H nie sg znane, wiadomo jedynie, ze naleza
do danego w przestrzeni zmiennych t = (xj, w”, v”*) ograniczonego i mierzalnego w

sensie Lcbcsguc'a zbioru TcR*“, gdzie d = n + nN + pN oraz dla kazdego keH
zachodzi

%)

©)
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gdzie Rok jest obrazem zbioru T poprzez wzajemnie jednoznaczne liniowe
przeksztatcenie pok, a Rok f Z('ﬁ jest "przebojelI" zbioru Rok ustalong wartoscig z!ﬁ.

Macierz MeRT™ w warunku (3) jest dowolna, indeks "0" informuje, ze zapis dotyczy
uktadu dynamicznego, w ktorym dla keH uk =0,

iii) struktura informacyjna jest typu "nested". Najprostszymi dopuszczalnymi prawami
sterowania dla tej struktury sa:

ukuk(zk). W

iv) kryterium optymalnosci ma postac:

i k=N

== Z ®)

m k=IT

gdzie dla keH
Ik =xk-M Pk+l Xk+I+uk Qk uk (6)
me°= Jdt 7
T

Qk > °> (8)
Pk+1/°> 9

Zadanie syntezy polega na znalezieniu dopuszczalnych praw sterowania u (z ),

keH, takich ze odpowiadajaca im warto$¢ kryterium g* jest minimalna.

Zalozenia wymienione w punktach i)-iv) stanowig informacje apriori dla
rozpatrywanego problemu syntezy' praw' sterowania. Informacje aposteriori stanowi dla
keH cigg zK

W pracy [13] do rozwigzania sformutowanego problemu praw sterowania
zastosowano oryginalng metode zbioréw informacyjnych. Podstawowy wynik zawiera
przytoczone ponizej twierdzenie. Dowod tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy [13].
Twierdzenie. Jezeli spetnione sg zatozenia i)-iv), to optymalne prawo sterowania dla
kazdego T =E (t.yT)okreslone jest zaleznosciami:

'"uk=~(Q k+B Kk+i B) Kk+1A xk (10)
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gdzie
xk = x kdrk / drk di)
Rk Rk
Kk=A(Kk+1-Kt+1B(Qk+BKk+1B r 1BKk.,1) A +Pk (12)
K N+1 ~ PN+1 (13)
Dodatkowo
xk = xok + Z Ak 1 1B uj (14)
i=l
x ok ~ J xok drok/ J drok (15)
Rok Rok

Wynik przedstawiony w twierdzeniu jest og6lny w tym sensie, ze oprocz zatozen
wymienionych w ii) nie zaklada si¢ zadnych ograniczer na zbiér T. W rezultacie
wyznaczenie oceny wymaga operowania wysokowymiarowym zbiorem warun-

dk
kowym Rok|ZgcR ,dk = n+nN+p (N-k) lub wprowadzenia funkcji wagowej

gk (zk , X0") pojawiajacej sie po przeksztatceniu wyrazenia na ;QC.

Pojecie efektywno$ci techniki przestrzeni stanéw w syntezie regut decyzyjnych
wprowadzono w'pracy [12], Mdwimy, ze technika taka jest efektywna, jezeli zachodzi:

xok ~ 1 xokdrOk/ J drok- j xokdxok/ J dxok (16)
Rok z Rok z Xok Xok

Oznacza to, ze w przypadku ogdlnym do wyznaczenia oceny 57~ potrzebna jest

znajomo$¢ petnego zbioru warunkowego Roklzlé , podczas gdy w przypadku
efektywnym wystarczy znajomos¢ zbioru X ok bedacego rzutem ortogonalnym zbioru

Rok 1z0 na podprzestrzefh zmiennych xok.
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Inaczej przypadek nazywa sie efektywnym, jezeli rzut ortogonalny $Srodka ciezkosci

zbioru R0OjJzk na podprzestrzern zmiennych  jest rowny srodkowi ciezkosci rzutu

ortogonalnego zbioru RO"[zE na te podprzestrzen. Przyktadowo wiasnosé taka
zachodzi dla rozpatrywanych dalej zbiorow elipsoidalnych.

2.2.  Problem inwariantnosci praw sterowania wzgledem parametréw zbioru
T

Informacje apriori stanowi miedzy innymi zbiér T. W przypadku zbioréw
wielosciennych lub elipsoidalnych zbidr ten moze byé parametiyzowany. Dla zbioréw
elipsoidalnych parametryzacja taka ma posta¢ T =E (m, M), gdzie m jest Srodkiem
ciezkosci elipsoidy, a M istotnie dodatnig macierza formy kwadratowej wystepujacej
w nierownosci okreslajacej te elipsoide.

(x-m)*M "1 (x-m) < 1

Dla celow pracy wprowadzamy parametryzacje zbioréw elipsoidalnych w postaci
T=E(m, yM), gdzie m ma zanczenie jak powyzej, yM jest macierzg istotnie dodatnio
okreslona oraz ye(0, co). Odpowiednia nieréwnos¢ ma w tym przypadku postaé

X -m)' y"M"" (x-m) 5 1

lub
(x-m)" M "1 (x-m) <y

co wyjasnia sens wprowadzenia dodatkowego parametru skalarnego y e (0, 00).
Ustalonym wartosciom parametrow m, M i zmieniajgcemu sie parametrowi y
odpowiada rodzina elipsoid podobnych.

Obecnie mozemy wprowadzi¢ pojecie inwariantnosci optymalnych praw wzgledem
parametru y okre$lajacego "wielko$¢" elipsoidalnego zbioru T.

Bezposrednio z powyzszego twierdzenia wynika, ze optymalne prawa sterowania
jako funkcje $rodka ciezkosci warunkowego zbioru standw sa inwariantne

wzgledem parametru y, poniewaz zbiér T - E (t,yT) jest elipsoidalny dla kazdej
wartosci parametru y 6 (0, 00) i spetnia warunki ii). Pozostaje zbada¢ inwariantnos$¢
x”™ wzgledem parametru y, Dotyczg tego nastepne punkty pracy.
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3.  ELIPSOIDALNE ZBIORY INFORMACYJNE

Zbiory elipsoidalne posiadajgq dwie wiasnosci podstawowe dla rozpatrywanego w
pracy problemu wyznaczania $rodka ciezkosci odpowiedniego zbioru warunkowego.
Pierwsza z nich polega na tym, ze zatozenie elipsoidalnego zbioru T implikuje dla

kazdego keH elipsoidalno$¢ zbioréw Rok, Roklz”, X ok (definicje i whasnosci tych
zbioréw podane sg w dodatku A), druggjest symetria srodkowa szczego6lnie istotna
dla zbioru warunkowego Rok|zc|f. Pierwszej z wymienionych wiasnosci dotyczy

nastepujace:
Twierdzenie 1. Jezeli:
i) ukfad dynamiczny dany jest w postaci:

jxok+i=Axok+wk ; Xj

|l zok = Cxok + vk

gdzie keH, xok, wk eRn, ZXk, vkeRP, AeRnxn, BeRnxm, CeR P oraz isthieje A"l,
ii) T- E (t,yT), gdzie t=[x™,w” v ] eR” 0<TeR™x\ y e (0, 00),

d=n+nN+pN, to dla kazdego keH zachodzi:
i) Rok = E(mk, yrk)
gdzie

S 4 Tl T12 Gr 0O Rklk Gklk

G . T2 T22_  Hr 1. GKk U22
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-1
1='"Tu V ulr ut2"

Vot o Ugy tnofc Ti2=t2L, U2 =u,,

ull. T11 e R(d_K)x(d k), U12, T12 e R(d-k)xk, U22, T22 £ Rkxk oraz macierze Gr,
Hr okreslone sgjak wtw. A. 1, dodatek A, ii) Roki z* = E (i*k |k, ck (zo " 0O”"kjk)
gdzie

koo-k-
*oklk roklo -*k|k “k|k (zO Zo~"

oklo L k’ ’ ’ J
=P4IX 1+ pi2w k“1

Ck( >Y)=Y -("-2@&) (U22-G kkRK|k GK|k)(z& - 2 k)

P12 =[P12>0]

macierze Rk|k , Gkl|k.U22 okreSlone sajak wi), a macierze Pj2, P41 jak wtw. A.1,

dodatek A

Dowod. Podstawowa idea dowodu jest prosta i opiera sie na tym, Ze dla kazdego kGH
zbior informacyjny Rok jest wzajemnie jednoznacznym przeksztatceniem liniowym
zbioru T oraz ze “"przekroj" zbioru elipsoidalnego jest nadal zbiorem elipsoidalnym.
Jawne natomiast wyznaczenie zaleznosci pomiedzy parametrami zbioréw T, Rok,

Rok | zlé wymaga ztozonych zapisow.
Jezeli zbiér T= E (t.yT), gdzie t' =[x ,w” ,v” ], oraz T>0, yG(0, »), to na

podstawie def. A.1, tw. A.1 (kolejno okreslenie i posta¢ od odwzorowania pok), oraz
tw. B. 1 (liniowe przeksztatcenia zbioru elipsoidalnego), otrzymujemy, ze dla kazdego
k GH zbior Rok = E(mk, vrk), gdzie:
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—
> ‘Pi X1
% Pil P12
1 w k- X
mk= WN'k - —Nk-i (17)
-N\k -NYk
o % o P4 P& vk

W powyzszym zapisie wykorzystano zmodyfikowane (w stosunku do okreslonych w tw.

A. 1) postacie macierzy Pi2, P42 uwzgledniajgce fakt, ze pewne ich bloki sg
macierzami zerowymi

P12-[P12,0 ], P42 =[P42>°]

Podobnie, wykorzystujac posta¢ odwzorowania (tw. A. 1),

G'r U , G r 4+ 2 6G'ruyu 12 H r +H A~ U 22 H r G ' U 12 4+ H 'ru 22

Uu 216G r+ U 2 2 H

Rklk Gklk

Gtk v

gdzie
'Tu T12 v U1z’
J 21 T22. u2lt u22.

oraz odpowiednio do wartoéci k, T*, UAG R (M)x "N, Ti2, Ui2ER (" xK U22,
T22eRkxk, d=n + nN + pN.
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Inaczej macierze T i U przedstawiamy w postaci macierzy blokowych o wymiarach
blokéw zaleznych od aktualnej wartosci k. Odpowiednio do tego bloki o takich samych

wymiarach wystepujg w macierzy F” * okreslajacej zbiér Rok, i dla wygody dalszych
zapiséw pierwszy z jej blokow oznaczamy przez R

Jezeli zbior Rok = E(mk, yFk), to na podstawie twierdzenia B.5., dodatek B, zbior

warunkowy Rok|z" jest dla kazdego z”ePk (dodatek A, def. A.2) rdwniez

elipsoidalny, tj. Rok | zk = E(fok|k,ck (z£ ,y) Rk]k), gdzie:

noklk ~ *oklo _ R k|k G k|k (z0 ~ Zo)
iokl04 x 'k A k-1> NIk-1> mKk']

Zo=P4IXI+PI2Wk 1

Ck(Zo>y) =y - (Zo - Z&H U22-G'k|kRK|kGk|k)(Zo - Z0)

Macierze Rk|]k , Gk|k okreslone sg jak w (18). Skalarna funkcja ck (zk,y)

k
modyFikuje "wielko$¢" elipsoidy E (?0k|k >ck (zq ,yY)RKk|k). W przypadku

zo=V C*(zo'’Y)=r * E Qoklk>ck (VY )Rk|k)= E <fok|k >YR k|k>-

Jezeli natomiast ZLC nalezy do brzegu zbioru Pk (def. A.2) , to cz (z!q) = 0 i elipsoida

E <fok|k>ck (zo -Y)Rk]|K) "redukuje sie" do punktu Kk|K.
Na zakonczenie dowodu zauwazmy, ze $rodek ciezkoSci warunkowego zbioru
E "Moklk >ck (zg’Y)Rk|k)» Parametr k|k, nie zalezy ody.

Jezeli elipsoidalny zbiér T posiada szczeg6lng orientacje wzgledem uktadu
wspotrzednych xj, w”, v/, to zachodzi,
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Whniosek 1. Jezeli macierz T okreslajgca zbior T w tw. 1 ma poataé T=diag[X",
Vi,...VV"], to dla kazdego ksH informacja pomiarowa z nie wplywa na
wN\k-1jVN\k

Dowdd. Zaktadajgc szczegdlng, blokowo diagonalng posta¢ T = diag [X]j, Wj,..., W*,

Vi,Vijsijl, > 0, WK> VjE > 0, keH, dla macierzy okreslajacej zbior T mozemy
doktadniej rozpisa¢ postacie macierzy Gk|k wystepujacych w 18). Mamy:
-1
Rk Gk
rkil= (182)

G'klk (V 1)k

gdzie'
D'U X "Ib11 D'U X-*D12 + D41(V - 1)I: D42 o o
D'I127-‘Dh + D42(V-1kD4l DI12X->D12 +D'42 (V->)k D42 + (W-1)» o o
(o] o (W = IIN\K-I
0 0 0
(20)
D'4i(V -k
D'42(V-)k
Gklk ~ (21)
0
0
orazDj2 - [Di2> O], D42 - [D42, O],
W powyzs”ch zapisach macierzy , GNJk  zastosowano dla

uproszczenia oznaczenia (MM = diag (M'fll,...;!ﬂﬂjl'), (M'lri\l\I

= diag(Mf41,...,M -1).
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Zbiér warunkowy R~ 1z~ = E(fok|k>ck (zo >Y)Rk]k). parametry fokjk,

ck (zg >Y)>RKk]|k sg okreslone przez (19) - (21) i (18a).

Odnosnie Srodka ciezkosci r~jk zauwazmy, ze w wyniku szczegdlnej struktury

k
macierzy Gkjk obserwacja zgmodyfikuje jedynie dwie pierwsze skiadowe blokowe
V. - -
tego wektora, czyli xQklk i Wik 1 w poréwnaniu z Xk|0 =PnXi + ?12Wk ! >

ki N\k-1 N\k
w, — —Skiadowebtokowe w, , V.

, nie ulegajg zmiame.
1° 1° 1°

3. REKURENCJA PARAMETROW WARUNKOWEGO ZBIORU STANOW

Na podstawe tw. 1 zbiér Rok | z* jest elipsoidalny, posiada zatem wymagang w

[13] wiasnos¢ symetrii srodkowej i wystarcza znajomo$¢ warunkowego zbioru standw
X ok. Jednoczesnie wynik zawarty w wniosku 1 sugeruje, ze warunkowe zbiory stanow

moga by¢ wyznaczone rekurencyjnie bez kazdorazowego rzutowania zbioru Rok | zQ .

Rzeczywiscie zachodzi nastepujace
Twierdzenie 2. Jezeli
i) uktad dynamiczny dany jest w postaci:

Xok+l=Axok+wk ;xl

zok =Cxok +vk

gdzie kSH, Xok, wASR1, z~, vKERP, AERnxm, B e RT™ 1 CERPxn oraz istnieje
Al
ii) T = E (t, yT) gdzie:
t'-[x"1,0N\o N']
T =diag (X!, Wj  WN,Vj VN), X1>0, W,, Vj>0, ieH
to dla kazdego iEH

X 0ili=E~oili)ci(20>Y)Lili
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gdzie X Q@i = n Xoi(Roi ), oraz pomiedzy parametrami zbiorow X Ok|k-
X Ok +ilk +i zachodzg zwigzki

X0k +1[k+1 = xok +1|k+/ "k +1[k+] A~ "Ak+j(z0k +i~ "ok +ljk)

xok+llk -~oklk’ X010 _ x oi

| 'k¥|]|}i'<+| » | i<1+||k +c,ka}Ilc

Lk+l|k =A'LK|KA +Wk> Li[0-X i

ck+1(Zo+1°Y) =ck (Z0°Y) + (zok+1 _~xok+1[k)> (Yk+1+~k+1|k+1C )
(zok+1 “ Cxk +ilk)

Dowod. Przystepujac do dowodu tw. 2 wyznaczymy najpierw zaleznosci rekurencyjne
+1
pomiedzy parametrami zbioréw Rok+I> R oklodpowiednio R Ok +1 25 > Rok zl(§ .

Wykorzystamy w tym celu odwzorowanie e”~+1 (def. A.3, tw. A.2) okreslajace
zwigzek pomiedzy elementami zbioréw Rok+l. Rok Mamy

!

x ok -1 Al x ok +I

w k- X wk-!

w Kk w k

wN\k = Nk 22)
w NAK+i y N\K+I

Vk+1 -C zok+1

2 Ais

_ .0
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Pomledzy elementami zbioréw R ok+i z0 >Eok z0 istnieje Zwiatzek:

” x ok -A'l X ok+I
wk 1 wk_1
w k 1 w k
W ™ w N\K (23)
yN\k+I w N\k+1
_Vk+l zok+l

lub w zapisie skréconym:

-1 rok+l
rok=F
.zok+1.

Na podstawie dowodu wniosku 1 zbiér Roklzk = R(?0k|k >k (zg ')~ k|k) aje2°

parametry sg okre$lone przez (19), (4), (18a). Dla uproszczenia dalszych zapiséw
przedstawimy macierz Rk|k (poréwnaj (1Ba)) w postaci:

Lklk Mkk "
Rkik = dias( M'klk N k]k_'W 1, (W-1)NUc, (V-1)mk+]. VRJFJ,.)
(24)
oraz wprowadzimy pomocniczg macierz
Lklk M klk
R \ik=diag | | CLw o) (25)
P.k ( MKk NKklk

Wykorzystujagc odwzorowanie (23) oraz tw. B.l okreSlamy zbiér RgjJzg

E (fok|k>ck (zo>Y)rk+1k)
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gdzie:
rok+ljk
= Fr,okIk (26)
nok+1|k
M di = F IR Geg 2 (27)
Rozpisujac szczegotowo prawg strone (27) tatwo sprawdzi¢, ze macierz r k+*| ik moze
by¢ przedstawiona w postaci:
—1 R k+llk+l Gk+1 (28)
k+1|k -1
k+1 Vis1
gdzie:
-1
Lk+lk+l Mk+Ik+l Mk+Ik+l
-1
n N*2
p.k+lk+l m ( Mk+I[k+l ’y\|l<+llk+l Ak oF K+ ) (29)
MIZiher NEhier NEZ e
R ki-1|k+l = diag "R pk+ | | k + | I>NXk»V _1)NXk+1) (30
G'k+i= -Y ‘1jC.0,0,0,0 31

Na podstawie (27) pomiedzy macierzami Rp

,Rp k+]|k+I zach0"23 zwigzek:
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R~\ =F 1R _1. F “r+BVr]|. B (32)

p,k+I|k+I p p.klk p k+1

A"l 0 A"l -C 1
F 1= 0 1 0 B= O (33)
0 0 1 o}

Stosujac do (32) wzdr na odwrotno$¢ sumy macierzy otrzymujemy:
enep k+l|k+l ~~-p,k + 1k ~ "k+1]k+]1 (34)
(35)

sNepktllk p -~pklk "~p

Ak+ilk+i ~ " p -~pklk *p A ("k+i +2 F pRpklk Fp B) B F p R pklk Fp

(36)
Uwzgledniajac szczegdtowa strukture macierzy Rp k |k mamy:
Lk+I|k AMK|k WKk
R o k+lk M klk A” N Kk|k o) (35a)
W k 0 W k
Lk+lk C*
Ak+llk+1 Mklk A'c  (Vk+i +CLk+1]k C])- 1[CLk+I]k, CAMk]k ,CWK]
W C'
(36a)
gdzie:

Lk+ljk ~ A" LKklK A+ WKk @7
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Jezeli zbior Rokl = E(?0k|k ,z'ok ),ck (zj ,I)rk+1|k), to na podstawie
tw. B.5 zbior
""k+I_Evs , ” [,k+1
Rok+l zo =E (fok+ilk+i.ck+i(z0 >y)Rk+ilk+i)
gdzie
rok+l|k+l = rok+I1lk ~R k+I|k+l G k+1 (zok+I ~ zok+I1|k ) i38)

W szczegdlnosci dla pierwszego z wektorow stanowigcych kolejne bloki wektora
fok+1|k+1 (Jest n™ Xok+I|k+1> mamy;

xok+I|k+l = xok+Ilk + Lk+Il|k+IC'Vkji(zok+I“ Cxok+l|k) <38a)
Macierz Rk+i|k+iokreslona jest postacia:
Rk+ilk+i="s (R p,k+ilk+i,w N'k,v N"k+1) 07?)
w ktérej Rpk+j|k+iokresla zaleznos¢ (34) z podstawieniami ogélnymi (35), (36) lub

szczegotowymi (35a), (36a). Odpowiednio do (38a) ograniczymy sie do wypisania
zaleznosci dla macierz)' Lk+j|k+j, bowiem tylko ona wystepuje w (38a). Na podstawie

(39) z odpowiednimi podstawieniami za Rpk+i|k+i mamy:

L k+Iktd =L k+1|k- L k+Ik C'(Vk+] ~CLk+l|k C') 1CLk+l|k (40>

gdzie: Lk+i|k=A"'Lklk A +Wk-
Zalezno$¢ (40) przepisaé mozna réwniez w postaci:
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Warunkiem poczatkowym dla zaleznosci rekurencyjnych (40) lub (40a) jest Ljjp = Xk
W charakterze dodatkowego komentarza zauwazmy, iz wyrazenie (38) okresla

réwniez sposéb wyznaczania ocen le§:+j|jc+j >v|§ﬂ|k+l ’>ncz odpowiednig do

Zok+1 modyfikacje ocen (Wk_'l,w‘k)k|k,(v',v’)k|k, gdzie wk,vk sg

ocenami a priori (poréwnaj z postacig zbioru T=E (t, yT)). Zauwazmy réwniez, ze
~ Nk N\k+1

oceny xk+jlk+""VKk+I|k+I rowne s'voim ocenom a pnon, co formalnie

wynika ze struktur)' macierzy Rpk+i|k+j G ]”. Zaleznos¢ rekurencyjna dla

k+L

a+l Ez ) ma postac:

Ck+l (™ +1,y)=ck(z"Y)+(zok+1-C x<sk+1]k)’
("k+1+CLk+ilk+ic )(zOk+I1_ Exok+llk)
Przypominajac, ze okreslone sg rekurencyjne zaleznosci dla parametréw zbioréw
warunkowych Rok+1z8™ = E (ok+Hk+1, ck+1(z8™7.y) Rk+ilk+i),

keH ostatnim krokiem tej czesci dowodu jest wyznaczenie zaleznosci rekurencyjnych

dla zbioréow' X ok+||k+]j bedacych rzutami ortogonalnymi zbioréw R0k+llzt§+1 na
podprzcstrzeniach zmiennych xok. Na podstawie tw. B. 3 mamy:

xok +1|k+1 = n xok(E (fok+I[k+I.ck +1(~ +1,Y)Rk+ilk+i)) =

(27)
= E (xok+Il|k+l>ck +100+ >Y)Lk+I|k+I)-

gdzie Xjk+1|k+j okresla zaleznos¢ (38a), Lk+jlk+j (40) lub (40a) z warunkiem

poczatkowym Lj|g = Xj, ck+i (z~+*) okre$la (41). Tym samym wyrazenie (27)
konczy' dowdd tw. 3.

5. PODSUMOWANIE

Wyniki przedstawione w pracy dotyczg inwariantno$ci praw sterowania wzgledem
"wielko$ci" elipsoidalnego zbioru T harakteryzujgcego tgcznie zmienne niepewne
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wystepujace w rozpatiywanym problemie syntezy praw sterowania. Wykazana
inwariantno$¢ jest konsekwencjg niezaleznosci praw sterowania jako funkcji $rodka
ciezkosci od ksztattu zbioru T, jezeli tylko spetnione sg odpowiednie warunki symetrii
oraz faktu, ze w przypadku elipsoidalnosci zbioru T w powigzaniu z liniowoscig
modelu sterowanego obiektu elipsoidalne sg zbiory informacyjne R”. Z kolei poniewaz
przekrdj (zbior warunkowy) zbioru elipsoidalnego, jak réwniez jego rzut ortogonalny
na przestrzen zmiennych stanu sg zbiorami elipsoidalnymi, mozliwa jest
konsekwentna parametryzacja problemu wyznaczania $rodka ciezkosci odpowiednich
zbiorow'; oraz dodatkowo nie zaleza one od parametru y okreslajgcego "wielkosc"
zbioru T.

Wymienione powyzej wyniki udato sie uzyska¢ dzieki zatozeniu elipsoidalnosci
zbioru T charakteryzujgcego tacznie wszystkie zmienne niepewne wystepujace w
rozpatrywanym problemie.

Fizykalna stusznos¢ zatozenia elipsoidalnego zbioru T wymaga badan
eksperymentalnych. Biorac jednak pod uwage, ze otrzymany wynik jest z doktadnoscia
do czynnika liczbowego Cj*zK y) formalnie identyczny z postacig filtru Kalmana,
mozna sie spodziewac réwnie pozytywnych wynikéw aplikacyjnych.

Wykazana w pracy inwariantno$¢ uzasadnia sukcesy odnoszone przy stosowaniu
liniowego prawa sterowania pomimo watpliwosci odnosnie do rzeczywistych
parametrow zaktocen.
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Dodatek A

1.  ODWZOROWANIA | ZBIORY INFORMACYJNE

Niech bedzie dany ukiad dynamiczny w postaci:

jx0k+i:Ax0/I\<+wk ;X

1 r (A-D
[zok —~xok + vk

gdzie: xok, wkeRn, z”, vkeRP, AeRnxm, CeRPxn oraz istnieje A"*.
Definicja A.l Okreslone dla kazdego keH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
pOk :Rd -~Rd, d = n+tnN+pN, przyporzadkowujace kazdemu punktowi (sk, v*)eR”",
gdzie sk = (xj, wjg, VN/K), = (xoke wh, Vv*A) nazywamy swobodnym
odwzorowaniem informacyjnymi.

Odzworowanie pok przeksztatca dany zbior TcR d w zbiér Rok = pok (T) = {(r0",

Zq) : (rok’ Zq) = Pok (sk* vk)I(sk, vk) eT}cRd. Zbiér Rok nazywamy zbiorem

informacyjnym odpowiadajgcym zbiorowi T zgodnie z odwzorowaniem pok.
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Twierdzenie A.l. Jezeli uktad dynamiczny ma posta¢ (A.1), to dla kazdego keH:
i) odwzorowanie pok jest liniowe i ma postac:

rok Pok(Sk ) Gp O sk
= O >V = Hk
,Zok . H, 1

gdzie rok = (xok, wN, y¥* ), sk = (xb wN, y1* )

1 PI2
GP= 1 Hp=[P4i P42]
Pu =Ak'J
12: Akl ...1:0 .. 0
k - macierzy N - k macierzy
P41= >k wierszy macierzowych

cak-l
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C 0
P42 =
_c A k-2 . C 0 . 0
k kolumn N - k kolumn
macierzowych macierzowych

ii) odwzorowanie odwrotne -1 ma postac:

K = Pok (r°k ,zo) =

gdzie
° 11 D12
G r 1 H = [ D
oraz
-1
Dn - pu
Dn-Pf/Pn

D41—* Piy Pill

-1
o 42 =rdlrn T2 " 42

K. Wojciechowski
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Dmvaod. Prawdziwos¢ twierdzenia wynika z zaleznosci:

i k—. .
xok = A Xi+"NA

zoj=C(AJ Ixi+ "Aj 1 1Wi+Vj, j=1,..,k
i=1

zapisanych w postaci macierzowej. Te same zaleznosci rozwiktane wzgledem i
ciggu zmiennych dajg posta¢ odwzorowania odwrotnego. Zwigzki pomiedzy
macierzami D ~, D ~, D41, D42 aPu., P 12>p41>p42 wynikaja z tozsamosci:

P11 P12 D1 D2
1 1

P4l P42 1, D4l D& 1

Definicja A.2. Niech dla kazdego kEH bedzie dany zbiér Rok o elementach (rok,
z*). Zbiér Pok = (Rok) = {(zjj) : (rok, zj) £Rok } nazywamy rzutem
prostopadtym zbioru Rok na przestrzeri zmiennych zla. Dla ustalonego z'é zbior Rgk
|26 = {(rOk) : (rok)y> 25) e “ok) nazywamy zbiorem warunkowym zbioru Eé N przy
warunku zj. Zbiér Xok|z£ = n Xok (Rok|z£ ) = {(xok) : rok = (xok, wN, vm k)

k
£Rok | zq } nazywamy warunkowym zbiorem stanéw.
Definicja A.3. Niech dla kazdego kE£H bedzie okreslone jednoznaczne odwzorowanie
J J
20k :R “‘mR ,d=n + nN + pN, przyporzadkowujgce punktowi (rok, zq) = (xQk,

WwN, >zok’ z” £ R~ C  punkt

(rok-li-1)-(x,,k-i,wN,vN'k,vk.zJ-1)eR k. 1CRd .
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Odwzorowanie 1=" przeksztatca dany zbi6r w zbior
Nok-1 = ?20k(”ok) ={(rok-1> z0 ):(rok-1>2z0 )=
=?0k(rok>z0) (rok> z0O)*"ok-1) «

Twierdzenie A.2. Jezeli uktad dynamiczny ma posta¢ (A.l), to dla kazdego kEH
odwzorowanie » m a nastepujaca posta¢ szczeg6towa:

- —

X -1 A x ok

O
* B w k- x
N Wk-1
wN\k-+ = w N\K-I

rok-1 rok

v N\k y N\k

-C zok

zb_l _ zl(§~1
Dowdd. Posta¢ odwzorowania wynika bezposrednio z zaleznosci x0ji. =
-A -1WKk-i>vk = z0k-Cxok.

Dodatek B

B.l. ZBIORY ELIPSOIDALNE

Definicja B.l. Zbior{x: (x - m)' y"*M'*(x-m) s 1), gdzie xERn, M>0, yE(0, «
nazywamy n-wymiarowym zbiorem elipsoidalnym z parametrem y.

Parametr m okre$la Srodek elipsoidy, pojedyncze rzeczywiste i dodatnie wartosci
wiasne macierzy yM sg réwne odwrotnosciom dtugosci potosi elipsoidy. Parametry m,

y, jednoznacznie okreslajg zbior elipsoidalny, stad stosujemy réwniez, oprécz postaci z
def. B.l., zapisy: E(m, yM), lub E jesli nie ma potrzeby jawnego wymieniania
parametrow. Zmieniajac warto$¢ parametru y przy ustalonych wartosciach parametrow
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m, M otrzymujemy rodzine elipsoid podobnych. Dla y = 0 elipsoida redukuje sie do
punktu, a dla y-»00 jej "wielkos¢" dazy do nieskofczonosci. Elipsoida jest zbiorem
wypuktym i ograniczony,.
Twierdzenie B.l. Liniowe nieosobliwe przeksztatcenie y = Ax zbioru E (m, M) jest
zbiorem E (Am, AyMA).
Dowdd. Zbiér E (m, y M) zgodnie z def. B.l. okreslony jest nieréwnoscig (x-m)' y**
M"1 (x-m)sl. Podstawiajgc x=A*"y otrzymujemy

(A "y-m)y “(A ty-m)sl
czyli ty - AmY'AZ" y" 1M FIA"1 (y - Am) sl.
Definicja B.2. Funkcja podpierajacg wypukiego i ograniczonego zbioru ZCRn

nazywamy i)(n) = max zln.
z3
Twierdzenie B.2. [8] Funkcjg podpierajagcg zbioru E(m, yM) jest

ri(n) =(n'yMn)1* +n'm.
DefinicjaB.3. Rzutem ortogonalnym punktu [X,y]e Rn,dimx=n" dimy =n2,

ni + n2 = n, na podprzestrzen zmiennych x nazywamy punkt [xj ER11, co
zapisujemy

nx(Z2) =x =(xx=nx[X1yj) al<(yj g zj.

Twierdzenie B.3. Rzutem ortogonalnym zbioru E (m, y M), gdzie

mx <ERnl, my ERn2, M n ERniXni, M12 =M'21ERnIxn2 , M22 GRn2Xn2

na podprzestrzen zmiennych xjest zbior E(mx, yMj j), co zapisujemy nx (E(m,y M))
= E(mx, y Mj j). Podobnie ITy (E(m,y M)) = E(my, y M22).
Dowdd. Na podstawie tw. B.2. przy uwzglednieniu

m‘= [m'x, m'y]

Mn M
M M2
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funkcja podpierajaca zbioru E (m,yM) ma posta¢:

nx nx n ..+ N m,

Tl =
(Ily) (Uy ynn’ m m

Na podstawie def. B.2., B.3. funkcja podpierajgca zbioru n x (E (m,yM)) ma postac:

l 1 HI i n
n..| o T2 Y ' mx

e )
=0 0 o my

ri( )
:(n'XYMnnX)ll2 +Nn X mx

Odpowiada jej zbior E (mx,yMjj). Analogicznie funkcja podpierajaca zbioru riy (E
(m,yM)) ma postac:
ro

. )=(n'yyM2ny)12+n'y my

i odpowiadajej zbior E (mx,yM22).

Twierdzenie B.4. Jezeli macierz M z tw. B.3. jest blokowo diagonalna, M j2 0,
to nierowno$¢ okre$lajaca zbiér 11x (E (m,yM)) otrzymuje sie podstawiajgc my sO, y=0
w nierownosci (def. B.l.) okre$lajacej zbiér E (m,yM).

Podstawiajagc mx =0, x =0, otrzymuje sie nierdwnos¢ okreslajacg zbior ny (E(m,yM)).
Dowod. Jezeli M j2 = =0, to

M-! M, o1
0 My,

zatem zbidr E(m,yM) okreslony jest nieréwnoscia

(x-mx)Y tMjj (x-mx)+(y-my)'y 1M22(y-my)sl
Podstawiajgc my ®0, y m 0 otrzymujemy

(x-mx)'Y_1IM"L(x-mx)sl

Nieréwnos¢ ta okresla zbior E(mx,yM”). Na podstawie tw. B.3. jest on rzutem
ortogonalnym zbioru E(m,yM) na podprzestrzei zmiennych x.
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Definicja B.4. Niech bedzie dany zbior ZCRn o elementach [X, y*]. Zbidr Zjy = {x:
(x, y = const)EZ}, gdzie yEriy(Z) nazywamy jego zbiorem warunkowym przy
warunku y.

Twierdzenie B.5. Niech bedzie dany zbiér E(m,yG"l), gdzie

m' = {m'x, mYy]

G:Gll G 12 >0

G21 G 22

m. ER11, my ER"2, Gn GRIII™1, G12=G'2iER1™2 , G22 E R n2Xn2,

nl+n2=n
Dla kazdego

yeny(E(m,YG 1)) (E(m,yG *) y=E(mx,c(y,y)G111), gdzie:

M. =mx~Gii G12(Y- my)

c(y,y) =Y-(y-my)' (G22-G 2iG11G12)(y-my)

oraz0i c(y,y)s V.
Dowdd. Odpowiednio dla zatozonych struktur wektora m i macierzy G nieréwno$¢
okres$lajaca zbior E(m, yG-*) moze.by¢ przedstawiona w postaci:

(x-mx),Y-1G11(x-mx)+2(x-mx),Y_1G12(y-my) +
+(y-my)'Y"IG22(y-my)sl
Traktujac yjako ustalone otrzymujemy
(Xx-mx+G“JGLR(y-my))y 1Gn (x- mx+G"1G12(y- my))s
l-(y-my) (Y X522-y 1G22GnilG12)(y-my)

Na podstawie tw. B.3. zbior TL (E(m, yG™)) - E(my, yM22), gdzie ze wzoru na
odwrotno$¢ macierzy blokowej G mamy

M22=(G22-G21GIlJGi2) 1
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Nierownos¢ okreslajaca zbior E(niy, yM22) ma zatem postac:
(y—my)'y-1(G22-G21G“1G12)(y-my)sl

czyli c(y, y) &0. Réwnoczesnie, poniewaz z zatozenia G>0, rowniez G'~> 0i (y - niy)'
Y(G22 - G2iG"j G12) (y - my) $0. kaczac powyzsze nierdwnosci otrzymujemy
Osc(y,y)s y

Recenzent: Dr hab. inz. Mirostaw Zaborowski

Woptyneto do Redakcji 15.05. 1992 r.

Abstract

In the case of the ellipsoidal set T characterizing jointly the initial state xj, the
sequence of disturbances wi,...,wjgq in the state equation and the sequence of
measurements errors in the output equation information sets are also ellipsoidal as
well as conditional information sets and their orthogonal projection on to subspace
of state. In the paper ellipsoidal sets are parameterized by their gravity center and
positive definite matrix with scalar parameter y describing the "radius" of the ellipsoid.
For information sets and conditional information sets the dependency of their
parameters on parameters of a priori given set T is presented. It has been shown that
the gravity center of the conditional information set does not depend on the parameter
vy and in consequence the optimal control law is invariant with respect to them.
Assuming additionally specific block-diagonal structure of matrix T and repeating all
considerations on can obtain recurrent dependencies between parameters of
conditional sets of state, as well as invariability of their gravity center on parametr y.



