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STEROWANIA W PRZYPADKU JEDNOSTAJNEGO I 
OGRANICZONEGO ROZKŁADU ZMIENNYCH NIEPEWNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono syntezę stochastycznie optymalnych praw 
sterowania dla jednostajnego i ograniczonego rozkładu zmiennych niepewnych, 
skończonego horyzontu sterowania, liniowych równań stanu i wyjścia, oraz kwadratowego 
wskaźnika jakości. Otrzymane prawo sterowania jest dla każdej chwili dyskretnej 
rozpatrywanego horyzontu liniowa funkcja warunkowej wartości oczekiwanej wektora 
stanu. Pokazano, że jeżeli rozkład zmiennych niepewnych posiada symetrię środkową, to 
warunkowa wartość oczekiwana wektora stanu może być zastąpiona przez środek 
ciężkości warunkowego zbioru stanów.

STOCHSTIC OPTIMAL CONTROL LAW SYNTHESIS UNDER  
UNIFORM DENSITY OF UNCERTAIN VARIABLES

Summary. In this paper synthesis of stochastic optimal control law under uniform 
probability density of uncertain variables is presented for finite control horizon, linear 
state and output equations and quadratic performance criterion. The obtained control law 
for each stage of the considered horizon is the linear function of expected value of 
conditional state. It has been shown that if the density function of the state possesses a 
central symmetry, than expected conditional value of the state can be replaced by center 
of gravity of conditional set of states being the orthogonal projection of conditional 
information set on the subspace of the state.
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CMHTE3 CTOXACTERECKM OilTMMAJlbHblX 3 AKOHOB 
ynPABJIEHMfl B CJIYHAE PABHOMEPHOrO H 
OrPAHHHEHHOrO PACriPEÆEJIEHHfl HEYBEPHblX 
nEPEMEHHblX

Pe3xme. B paOoTe npeacTaBJien cnHTe3 CTOxacrasecKH onraMaJibHbix 3aKOHOB 
ynpaBJieHRH mur paBiiOMepnoro h orpamnennoro pacupejiejieiiHa HeyBepeHHbix 
nepeMenHLix, Koneanoro ropn30HTa ynpaBJieHHH, JimiefîHLix ypaBHeimtł co cto a h nu h 
BLixona, a Taxace ann RBaaparaoro noxasaTena KaaeCTna. nonyseimbiît 3axon 
ynpaBJieHHH KBJiaeTca hjm Kaxnoro nucxpeTiioro MraoBeHun paccMarptiBacMOio 
ropn30HTa jmneilHofl $yHKiiHeiî ycjiOBHoro MareMaTmecKoro ojKHHamM BexTopa 
coctohhhb. IloKa3bœaeTO!, 'ito ecjiH pacnpcflejienHC HeyBepeHHbix nepeMeHHbix HMeeT 
ueiiTpajibnyio chm.mctphio. to ycjiOBHoe MaTeMaTuaecicoe oacmraime sexTopa 
COCTOJIHHH MOaCHO 3aMCHHTb UeHTpOM THXeCTH yCJlOBHOrO MHOXCCTBa COCTOHHHfl.

1. WPROWADZENIE

Wyniki uzyskane w problemie syntezy prawa sterowania w warunkach niepewności 
dotyczą głównie problemu liniowo-kwadratowego-gaussowskiego (LQG).

W sformułowaniu klasycznego liniowo-kwadratowego problemu sterowania 
stochastycznie optymalnego zakłada się, że warunek początkowy x j, oraz addytywne 
zakłócenia w^, są dla K=1,...,N wzajemnie niezależnymi zmiennymi losowymi i 
dodatkowo wartość średnia w^ wynosi zero dla k=l,..., N. Przyjmuje się również, że 
dopuszczalne prawa sterowania posiadają strukturę informacyjną typu "nested". Przy 
powyższych założeniach optymalne prawo sterowania w chwili k jest liniową funkcją 
warunkowej oceny wektora stanu wyznaczonej na podstawie informacji pomiarowej 
dostępnej w danej chwili k.

W ogólniejszych wersjach problemu LQ [1, 9, 10] dopuszcza się dowolne 
charakterystyki probabilistyczne zmiennych losowych xj, w^, v^, k=l,...,N uzyskując 
prawo sterowania w postaci liniowej funkcji oceny wektora stanu uzupełnionej o 
składnik związany z predykcją zakłóceń w równaniu stanu.

W pracy przyjęto szczególną postać rozkładu charakteryzującego zmienne losowe 
rozpatrywanego problemu. Założono rozkład jednostajny ograniczony, tj. odpowiednia 
funkcja gęstości określona jest na ograniczonym nośniku T , który w przypadkach 
szczególnych (zbiory elipsoidalne, wielościenne) może być parametryzowany. W pracy 
odnośnie do samego zbioru T  oprócz naturalnego założenia o jego całkowalności w 
sensie Lebesugue'a zakłada się dodatkowo, że spełnia on pewne warunki symetrii.
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Zaletą podejścia przyjętego w pracy jest jawne uwzględnienie (poprzez 
ograniczność rozkładu) istniejących ograniczeń na realizacje i jednocześnie możliwość 
uzyskania efektywnych wyrażeń na odpowiednie gęstości warunkowe. W pracy do 
rozwiązania sformułowanego w p. 2 problemu syntezy prawa sterowania zastosowano 
oryginalną metodę zbiorów informacyjnych wykorzystywaną w pracy [12] do syntezy 
praw sterowania w warunkach niepewności ograniczonej. Wybrane definicje i 
właściwości zbiorów informacyjnych wraz z określonymi na nich funkcjami gęstości 
prawdopodobieństwa przedstawiono w dodatku A. Podstawowy wynik zawiera 
twierdzenie 1 zamieszczone w p. 3 wraz z interpretacja. Dowód tego twierdzenia 
przeniesiono do dodatku B.

Ogólnie w świetle twierdzenia 1 posługiwanie się techniką przestrzeni stanu nie jest 
efektywne, wymaga bowiem określenia odpowiedniego warunkowego rozkładu gęstości 
dla wektora stanu. Twierdzenia 2 i 3 z p. 4 wyróżniają przypadek szczególny, w 
którym do określenia warunkowej oceny stanu wystarczy warunkowy zbiór stanów. 
Przypadek taki nazywa się efektywnym i ma miejsce, jeżeli funkcje gęstości 
warunkowych spełniają odpowiednie warunki symetrii.

2. PROBLEM SYNTEZY PRAWA STEROWANIA

2.1.Określenia wstępne

Niech J  oznacza zbiór liczb naturalnych. Jego ustalony podzbiór H  = {1....N}

nazywamy horyzontem sterowania. Ciąg c: H  -^R^ oznaczamy c ^  = (c’j,...,c'jsj), tym 
samym symbolem c^  oznaczamy również wektor [ćj,...,ćj^]. Podobnie oznaczamy 

k M\kc = (c,i,...,c'ic), oraz c = ( c ' ^ c ' n ) ,  gdzie w obu przypadkach k ś  N.
Zmienne losowe występujące w rozpatrywanym problemie określone są przez 

istniejące z założenia funkcje gęstości f. Zakłada się dodatkowo, żc są one różne od 
zera tylko na ograniczonym i całkowalnym w sensie Lebesgc'a zbiorze A odpowiednio 
wymiarowej przestrzeni wektorowej. Z powyższego względu, jak również dla 
uzyskania, spójności z pracami [1] stosuje się dla takich funkcji gęstości zapis f^ . 
Zbiór A  nazywany jest nośnikiem funkcji gęstości Funkcja jest gęstością 
określona na zbiorze A.

2.2. Sformułowanie problemu

Zakładamy, że
i) dyskretny, stacjonarny układ dynamiczny podlegający sterowaniu w horyzoncie H  
ma postać:
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rx k+i = Ax k + B u k + w k 

Lzk =Cxk + vk
(1)

gdzie keH={l,..,N} xk, wkeRn, ukeRm, zk, vkeRP, AeR1™1, BeRnxm CeRP*11 
oraz istnieje A"l,
ii) zmienne X}, wk, vk dla k eH  są losowe i charakteryzuje je łącznie dany rozkład 
jednostajny o postaci

fT ( 0  =
- ^ d la  t = (x1,wN ,vN) e T c R d d = n + nN + pN 
m°

0 dla t = (x i,w N ,vN ) gT  c  Rd d = n + nN + pN

gdzie T  jest danym w przestrzeni zmiennych t = (xj, w^, v^) ograniczonym i 
mierzalnym w sensie Lebesgue'a zbiorem TcR^, d=n+nN+pN,

m = Jdt
T

Dodatkowo zakładamy, że dla każdego keH  zachodzi:

rok
(2)

E (x'okM w k ) = 0 (3)

gdzie rok = (xok, w ^ v ^ )  (patrz dodatek A). Macierz M eR1̂ 01 w warunku (3) jest 
dowolna, indeks "o” informuje, że zapis dotyczy układu dynamicznego, w którym dla 
keH , uk = 0,
iii) struktura informacyjna jest typu "nested". Najprostszymi dopuszczalnymi prawami 
sterowania dla tej struktury są:

u k = u k ( z )> k (4)

iv) kryterium optymalności ma postać:
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k=N
q = E E lk (xk + l»u k ) (5)

1 k=l

gdzie dla k eH

Ik = x 'k+1 Pk+1 x k+l + u 'kQ ku k (6)

Qk> °> (7)

Pk+1^  0, (8)

v) zadanie syntezy polega na znalezieniu dopuszczalnych praw sterowania
* / k s u k (z ),

keH , takich że odpowiadająca im wartość kryterium q* jest minimalna,

q —» min (9)

3. SYNTEZA PRAW STEROWANIA

3.1. Metoda syntezy

W pracy do rozwiązania problemu zastosowano oryginalną metodę zbiorów 
informacyjnych z określonymi na nich funkcjami gęstości. Polega ona na 
przekształceniu dla każdego keH  zbioru T  danego w przestrzeni zmiennych (xj, w^, 
vN) w zbiór Rk, dany dla k eH  odpowiednio w przestrzeniach zmiennych (xk, wN, 
VN\k> zk). w  wyniku zadanie minimalizacji względem funkcji uk(z^), k eH  może być 
sprowadzone do zadania minimalizacji względem wartości tych funkcji, przy ustalonej 
wartości z^, keH . Dodatkown przy spełnieniu odpowiednich warunków symetrii 
zbioru R k i określonej na nim funkcji gęstości przy ustalonej wartości z^ informację 
wystarczającą dla sterowania zawiera zbiór będący jego rzutem na podprzestrzeń 
zmiennych xk.

Ustalonej wartości z^ odpowiada warunkowy zbiór informacyjny Rk | z^ wTaz z
określoną na nim funkcją gęstości. Niezależność "kształtu" tego zbioru od sterowań 
u^-l, jak również niezależność postaci funkcji gęstości od tych sterowań (patrz dodatek 
A) jest podstawową własnością umożliwiającą otrzymanie prawa sterowania w postaci 
liniowej funkcji oceny stanu.
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3.2. Optymalne prawo sterowania

Podstawowy rezultat uzyskany przy zastosowaniu metody zbiorów informacyjnych 
przedstawia następujące
Twierdzenie 1. Jeżeli spełnione są założenia i)-v), to optymalne prawo sterowania dla 
każdego k e H  określone jest zależnościami:

gdzie

u* = - ( Q k + B 'K k+1B)-> B 'K k+1 A x k

x k = Ę , . X k  = J x k fXk ( x k zk )dxk
xk

(10)

( 11)
X k zK

f x k ( x k
z k , % l i  f Rk

z k )d (rk

R k |z .xk

K k = A ' (K k+1 -  K k+1 B (Q k + B 'K k+1 B ) _1 B K k+1)A  + Pk (12)

K n+i — Pn+l ( ^ )

Dodatkowo

k -1
x k = x ok + Z  A k 1 1 B ili 

i= l
(14)

x ok — ^ , x ok — J x ok ^Xok ( x ok|z0 ) ^ xok ( ^ )
X°k Z" Xok|zk

f x ok ( xok |zo ) = I, t f R o k  zk ( rok |zo ) d ( rok |zo ’x ok)
B-ok zr
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Dowód tvv. 1 jest w swej strukturze podobny do dowodu twierdzenia o sterowaniu 
statystycznie optymalnym. W dowodzie tym wykorzystuje się w sposób istotny 
przekształcenia i własności zbiorów informacyjnych oraz określonych na nich funkcji 
gęstości, zamieszczone w dodatku A. Wynik przedstawiony w twierdzeniu 1 jest 
ogólny w tym sensie, że oprócz założeń wymienionych w ii) nie zakłada się żadnych 
ograniczeń na zbiór T. W rezultacie wyznaczenie oceny xk wymaga określenia 
odpowiedniej funkcji gęstości warunkowej.

4. EFEKTYWNOŚĆ TECHNIKI PRZESTRZENI STANU

Pojęcie efektywności techniki przestrzeni stanów w syntezie prawa sterowania 
wprowadzono w pracy [12] dla przypadku niepewności o modelu ograniczonym. 
Obecnie rozszerzamy to pojęcie również na przypadek niepewności losowej. Mówimy, 
że technika przestrzeni stanu jest efektywna, jeżeli zachodzi:

^ o k ~ „ n  ( E  fo k )“  Ę  xok = J xok x̂ok /  J ^ xok
X0k k)k zo x°k zo X ok X ok

Oznacza to, że w przypadku ogólnym do wyznaczenia oceny xk potrzebna jest
k k

zo. aznajomość warunkowej gęstości fRok | z0 ( rok zQ ) określonej na zbiorze R ok

następnie rzutowanie wyznaczonej wartości średniej na podprzestrzeń zmiennych x0[c, 
lub co jest równoważne potrzebna jest znajomość warunkowej gęstości stanu 
fX ok (xok) określonej na zbiorze X ok. W przypadku efektywnym wystarcza

natomiast znajomość zbioru X 0]{ będącego rzutem ortogonalnym zbioru
Jr

R ok z0 na podprzestrzeń zmiennych xok.

Inaczej przypadek nazywa się efektywnym, jeżeli warunkowa ocena stanu oraz 
środek ciężkości zbioru, na którym określona jest warunkowa gęstość stanu, są 
tożsame. Przykładowo własność taka zachodzi dla zbiorów elipsoidalnych.

Ustalenie warunków, przy których zachodzi (16), jest przedmiotem dalszych 
rozważań.

4.1. Problem pomocniczy

Niech będzie dany zbiór A  = {(x, y) : (x, y)eRn+1} wTaz z określoną na nim 
funkcją gęstości prawdopodobieństwa f ^  (x, y). Zdefiniujemy:

i) zbiór A  |x  = {y:(x,y)eA} będący przekrojem zbioru A  ustaloną wartością x z 
określoną na nim funkcja gęstości warunkowej f  Ą|x(y) = f^(x, y)\fx(x)>
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ii) zbiór X = nx(A) = {x: (x,y)eA) będący rzutem ortogonalnym zbioru A  na 
podprzestrzeń zmiennych x z funkcją gęstości brzegowej o postaci fx(x) = 
= J fA (x,y)dy.

A |x
Lemat 1. Jeżeli środkiem s>'metrii zbioru X  jest punkt x i równocześnie dla każdego 
xeX , funkcja gęstości spełnia warunek fx(x) = fx(2xs-x), to

E x =  J x f x ( x ) d x = J  xdx/  j  dx = xs 
X  X X

Dowód. Wprowadzając zmienne z = x - xs umieszczamy początek nowego układu 
współrzędnych w punkcie xs. Mamy:

j x f x (x)dx = j ( z  + xs) fx (z + xs)dz= J z fx (z + xs)dz + xs J f x (z + xs)dz 
X Z Z z

(a)

j f x (x )d x =  j f x (z + xs)dz = l (b)
X  Z

gdzie zbiór Z  jest symetryczny względem początku układu i dla ze Z, fx (z+xs) = 
= fx(-z+xs). Na tej podstawie:

J z  f x  (z + xs)dz = 0 (c)
Z

Równocześnie z warunku symetrii zbioru X względem punktu xs,

Jx d x /  Jdx = xs 
X X

co kończy' dowód.
Lemat 1 określa, jakie warunki spełniać muszą zbiór X  i określona na nim funkcja 

gęstości f x ( x)- Interesujące jest określenie wystarczających warunków dla zbioru A  i 
określonej na nim funkcji gęstości fA (x, y). Dotyczy tego
Lemat 2. Jeżeli środek symetrii zbioru A istnieje i jest nim punkt (xs> ys) oraz funkcja 
fA (x, y) jest względem tego punktu symetryczna, to środkiem symetrii zbioru X  jest 
punkt xs oraz dla każdego xeX , fx (x )= ^x (^xs ~ x)-
Dowód. Pierwsza część lematu wynika bezpośrednio z definicji symetrii środkowej i 
rzutu ortogonalnego zbioru A  na podprzestrzeń zmiennych x. Dla uzasadnienia dru
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giej części lematu wystarczy zauważyć, że ze względu na symetrię zbioru A  miary 
zbiorów A | x, A  | (2xs - x) są równe.

Podsumowując można stwierdzić, że jeżeli zbiór A  oraz określona na nim funkcja 
posiadają symetrię środkową względem tego samego punktu, to przy wyznaczaniu 

wartości warunkowej x funkcja gęstości fX (x) może być pominięta.

4.2. W arunki efektywności techniki przestrzeni stanu

Obecnie możemy sformułować warunki, przy których zachodzi zależność (16). 
Precyzuje je
Twierdzenie 2. Niech dla każdego k eH  będzie określone xok jak w tw. 1 oraz funkcja

fxkOo’Xok) = J fRok(rok) dON> v>nk)
rok z0 > xok

Jeżeli:

i) dla każdego zq e P k= t t ( R 0k) i każdego xoke X ok = 7t^ 0k (R ok I z0 ) istnieje

k kustalone xs, takie że: fx  k (ZQ, xok) = fx  k (ZQ, 2xs - xok),

ii) x s = J x o k dW  J dxok
^ok X ok

t0 xok = xs-
Dowód. Bezpośrednie zastosowanie lematu 1.

Twierdzenie 3. Jeżeli dla każdego z^ e P k= rc^k (Rok) zbiór warunkowy (Rok I z ^ )

oraz funkcja gęstości warunkowej f
R ok

z

k (rok
U

z q  ) posiadają symetrię środkową

względem punktu [x 'ok ,w ^  ], to również zbiór X ok -  ^ok^^okl z^)  i

określona na nim funkcja gęstości f x k ( zo>xok) posiadają symetrie środkową
k • . . .względem punktu xok, funkcja gk (ZQ, xok) spełnia warunek i) z twierdzenia 1.
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Dowód. Zastosowanie lematu 2.
Warunki efektywności techniki przestrzeni stanu przedstawione w tw. 3 są silne. 

Przykładowo, warunki te są spełnione, jeżeli T  jest zbiorem elipsoidalnym, a określona

na nim funkcja gęstości jest stała. Wtedy bowiem zbioiy R 0k, | z^ są również

elipsoidalne ze stałymi funkcjami gęstości. Dla zbioru R ^  | z^ oraz określonej na

nim funkcji gęstości spełnione są warunki symetrii. Kontynuując przykład zauważmy, 
że jeżeli zbiór T  jest wielościanem o symetrii środkowej (np. kostka), z określoną na 
nim stałą funkcja gęstości, to symetrię środkową posiada również zbiór R ^  wraz z

odpowiednią funkcją gęstości, jednak nie posiadają jej już zbiór warunkowy R0^ | z^

i określona na nim funkcja gęstości.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy stochastycznie optymalnych 
praw sterowania w przypadku jednostajnego ograniczonego rozkładu łącznego 
zmiennych niepewnych oparta na przekształceniach i własnościach zbiorów 
informacyjnych wraz z określonymi na nich odpowiednimi funkcjami gęstości 
prawdopodobieństwa pozwala na uzyskanie wyników dla szczególnej klasy, ważnych 
dla zastosowań, postaci rozkładów. Zastosowanie w tym przypadku znanych wyników 
teorii sterowania stochastycznie optymalnego wymaga określenia odpowiedniej funkcji 
gęstości, której efektywne wyznaczenie sprowadza się do powtórzenia rozważań pracy.

Przedstawiona metoda z uwzględnieniem dodatków A, B, jest kompletna, definicje i 
własności zbiorów' informacyjnych łącznie z twierdzeniami 1-3 i ich dowodami tworzą 
całość. Jednocześnie postać uzyskanych wyników jest prosta, co pozwala na ich 
bezpośrednią implementacje numeryczną.

Wyniki przedstawione w pracy uporządkowane są hierarchicznie. Najbardziej 
ogólny jest wynik przedstawiony w twierdzeniu 1. W twierdzeniu 2, 3 podaje się 
pośrednio warunki, jakie powinien spełniać zbiór T, i określona na nim funkcja 
gęstości, aby problem wyznaczania warunkowej oceny stanu można było zredukować 
do problemu wyznaczania środka ciężkości warunkowego zbioru stanów.
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Dodatek A

A. 1. ODWZOROWANIA I ZBIORY INFORMACYJNE

Niech będzie dany układ dynamiczny w postaci:

A '1. W przypadku szczególnym dla u^ = 0, k e t i  stosujemy zapis:
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i x ok+l —- ^ o k  ^ w k > X1 

z ok = Cx ok +  v k
(A.2)

Definicja A .l. Określone dla każdego keH  wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie 
pok przekształcające dany zbiór T cR ^ w zbiór

R ok =  Pok (T ) = { ( rok>Zo ) : ( rok>Zo ) = po k (sk Jv k ) ( sk>v k ) e T }  e R d

nazywamy swobodnym odwzorowaniem informacyjnym.
Twierdzenie A .l. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.2), to dla każdego k eH  
odwzorowanie pok jest liniowe i ma postać:

rok

_zok_
~ P ok (sk>v )

‘G p 0 ' V
. H P l . _vk _

gdzie rok = (xok, wN, y1̂ ) ,  sk = (xy, wN, y^ )

G P =

P11 P12 

1 R p _ [P41 --"  R42 ]

P 11=A k’1
P12 — A k_1 ... i : o  ... o

k -  macierzy N  -  k macierzy
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0 0 0 0 '

c
c 0

*41 =

1
r-H1

...
<U

1

P42 =
• • •

_CAk -2  ... c 0  .. 0

k kolumn 

macierzowych

N  -  k kolumn 

macierzowych

Dowód. Prawdziwość twierdzenia wynika z zależności:

k-1
I
i=l 

j-1

x 0k = A k- 1x i + I  A k 1 *Wj

z 0j = C ( A J x l + Y ,A } 1 Wj) + vj , j = l , . . . ,k  
i=l

zapisanych w postaci macierzowej.
Twierdzenie A.2. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.2), to dla każdego keH  
zachodzi:

det JPok
det Ak - l

gdzie

J Pok =
rok I d ’ sk "

k
_z ok . V

Dowód. Macierz Jacobiego odwzorowania pok jest tożsama z macierzą (tw. A l)  
określającą to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest równy wyznacznikowi 
macierzy = Ak‘ l.
Twierdzenie A.2a. Niech będzie dana funkcja gęstości fx (sk> \ ) określona na zbiorze 

T. Funkcja gęstości fR ok (rok , zk ) określona na zbiorze dana jest zależnością
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fR nt ( rok >z n ) = detA k -1
(P 0k ( rok >Zq ) )

DowótL Bezpośrednie zastosowanie znanego twierdzenia o funkcji zmiennej losowej 
np. [7],

Jeżeli funkcja gęstości fy(sk, vk) jest stała, to funkcja gęstości fR ok (rok > zq) 
określona na zbiorze R ok jest również stała.
Definicja A.2. Niech dla każdego keH  będzie dany zbiór Rok o elementach

k • k(r0k > z0 ) oraz określona na nim funkcja gęstości fR ok (rok , zq ).

i) dla ustalonego z^ zbiór R ok z^ = {C ̂ ok) : ( iok >zq ) e R ok) nazywamy zbiorem

kwarunkowym zbioru R 0jc przy warunku zq z określoną na nim funkcją gęstości

warunkowej f
R ok

Tk ( rok ZJ  = fRok( Ib k . i ) / f p nl. ( z i ) ,

ii) zbiór P0k = n zk (R o k ) = {(zo ) : ( Ib k .zo ) 6R ok) nazywamy rzutem
kprostopadłym zbioru R n a  przestrzeń zmiennych zq , odpowiadająca mu funkcja 

gęstości brzegowej ma postać fpok (zk ) = J fR ok ( rok , 2* )  drok ,

R ok
k —1 k —1zq = {zok , zq )eP ok) nazywamy warunkowym zbiorem 

k —1obserwacji z ^  dla danego ciągu obserwacji z , odpowiada mu funkcja gęstości o

iii) zbiór Z ok

postaci f
'ok ,k -l ( zok) = J fPok(z^ dlók-

Pok|zo

iv) zbiór X ok
o

N „N \k

z0 ) = i ( xok) : iok =

(x„k,w‘\ v ™ ) eRok 

nazywamy warunkowym zbiorem stanów z określoną na nim funkcją gęstości o postaci

X ok i  (x° k) ‘  1 > fR .k
K ok

k ( rok Z„) d (*ok\xok).
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Twierdzenie A.2b. Jeżeli funkcja gęstości fR ok (ro k , z ) jest stała, to funkcja

gęstości warunkowej f
Bok

,k (Rrk
k k

zq ) jest również stała dla ustalonej wartości zq .

Dowód. Bezpośrednia konsekwencja twierdzenia Bayesa.
Definicja A.4. Określone dla każdego k eH  wzajemnie jednoznaczne i zależne od 
prawa sterowania u^z1), i = 1,..., k-1 odwzorowanie przekształcające dany zbiór 
T cR ^  w zbiór

R k= P k  (T )  = {(rk ,z k):(rk,z k ) = pk (sk ,v k ) (sk )vk) s T } c R d-

nazywamy wymuszonym odwzorowaniem informacyjnym.
Twierdzenie A 3 . Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.1) i dane są prawa sterowania 
Uj (z1), i = 1,..., k-1, to dla każdego keH  odwzorowanie pk określone jest niejawnie 
postacią:

He
k

rok
+

Pi ( z k_1 )

P 4(zk_1>

gdzie: (rok , z k ) = pok (sk , vk)

P l ( z k" 1) = Z 1A k- ‘- i B u i ( z i)
i=l

p ' l ( z k - 1) =  i p ' i ( z k - 1). 0 , . . . .0

Nn-t- (N -  p)p

P 4 ( z k *) =

0

C B u^z1)

C ̂  A k -1 - iBuj (z1) 
i=1
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Dowód. Wykorzystując zależność:

oraz zależność:

X k = x o k + Z  Ak  1 "BuiCz1) 
i= l

Zj = z0j +  C X A ’i 1 ^ ¡ ( z 1)
i=l

dla j= 2,...,k otrzymujemy po uporządkowaniu do blokowego zapisu wektorowego tezę 
twierdzenia.
Uwaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania pk wymaga rozwikłania zależności z 
tw. A.3 względem z .
Twierdzenie A.4. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.1) , to dla każdego k s H  i 
dowolnych funkcji Uj (z!), i = 1......k-1 zachodzi:

det J
Pk

det J,Pok det A k_1

gdzie

J pk =  d
%
„k / a sk

..k jest macierzą Jacobiego odwzorowania p^.

Dowód. Wprowadzając pomocnicze odwzorowanie pk, Kk można macierz Jacobiego 
Jpk przedstawić w postaci J pk = J Kk J p k , gdzie:

Jpk -  a
~sk'
_zk _

/ a

i 
i

oo 
>  

i __ 
i

JKk- 5
’ rk ’
, z k .

/ a

i 
i 

i__
__

_
i

Odwzorowanie pk określone jest niejawnie (por. tw. A.3) postacią:

"sk' ■  1 0 ‘ *sk' ' 0

_zk_ . H p K _vk _
4-

_P4 ( zk_1)_

stąd:
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’ Sk" 1 0 ‘ V '0

_vk _ _ - H p 1_ _zk _ _P4 ( z k_1) .

Macierz Hp i funkcja wektorowa P4 (z^‘ 1) są określone jak w tw. A.1, tw. A.3.

1 o

- H p i + a p 4 ( z k _ 1) / a z k

Dla założonej struktury informacyjnej praw sterowania Ujfz1), i = l,...,k-l mamy:

0 *
Sp4 ( z k ^ ) /  5zk =

0

Stąd det J ^ - i  = del Jm , =  1l̂ k
Odwzorowanie %  określone jest niejawnie (por. tw. A.3) postacią:

’ rk ’
U

1
O

•o

0
1

*Sk"
+

1»—H 1NC
X

|
1

_zk _
. 0  l .

_zk 0

Macierz Gp jest określona w tw. A.1, funkcja wektorowa pj (z^*l) w tw. A.3.

J rPk
G p 5 p i ( z  ) / d z  

0  1

det Jv ,. det G n = det = det A k *' Kk

Ostatecznie det Jpk = det JK|< det Jp|< = det A^'-1, co kończy dowód.

Twierdzenie A. 4a. Niech będzie dana funkcja gęstości %(%. yk) określona na zbiorze 

T . Funkcja gęstości fj^k ( 1̂ ,  zk ) określona na zbiorze Rk dana jest zależnością

f R k ( rr>z ) = det A k -1
f T ( P k 1(rr»zK))

Dowód. Bezpośrednie zastosowanie znanego twierdzenia o funkcji zmiennej losowej w 
powiązaniu z tw. A. 4.

Pomijając w def. A.2-A.3 indeks "o" otrzymujemy kolejno definicje:
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i) zbioru Rk | i funkcji gęstości f
R k ,k (T i zk) = fR k ( Ik . z k ) / f l \ ( z k ),

ii) zbioru P k i funkcji gęstości fp^ (zk ) = J fR k (%  , zk ) dik

R k zk

iii) zbioru Z j J z ^ i  funkcji gęstości f.
Z k

k-1 ( zk ) :

Pk

iv) zbioru X x|z^ i funkcji gęstości

fI \ ( z )dik ,

f X x J fR k zk < *

R z |z >*k

z ) d( ik  \xk ).

Jeżeli funkcja gęstości fT(sk, vk) jest stała, to funkcja gęstości fj^k ( ,  z ) określona 

na zbiorze Rk jest również stała.
Twierdzenie A .5. Jeżeli układ dynamiczny ma postać (A.1), (A.2), to

0  R k

ii) X k

iii)

Zk

zk = p1(zk 1) + R ok 

zk = p1(zk_1) + X ok

zk , f
0 R k

Tk(Tc zk ) = f
R ok

,k ( rok z k + P l ( z k ł ))

zo> fP k ( zk) = fPok(zo + p l (zk

zk 1 = P4k(zk J) + Zok zk - ! , f
Z k 7k - l ( zK) = f7 z z ok , k - l (Zok+ Plk(zk *))

gdzie zk -  zk - P4 (zk*l), funkcje wektorowe pj (zk‘*) są określone jak w tw. A.3, a

P 4 k ( z k ' )  = C I  A k 1 ‘BujCz1) 
i= l

Dowód, Dla wykazania własności i) przypomnijmy, że dla każdego k eH  
odwzorowanie pk (def. A.4) określone jest niejawnie postacią:
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rk
_k

rok

Zbiór warunkowy Rjj | zk można wyznaczyć ustalając wartość zk już w powyższym 
wyrażeniu. Ponieważ przy ustalonym zk również ustalone jestzk‘l,to p i(z k‘l), 
pą(zk"l) są wektorami liczbowymi, co prowadzi do słuszności tezy.
Odpowiednie wyrażenia dla funkcji gęstości jest konsekwencją własności i) zapisanej 
dla elementów zbioru.

i k i kPrawdziwość ii) wynika z i) i definicji zbiorów X 0k | zQ , X 0k | z jako rzutów

i k i kortogonalnych zbiorów R0k j zQ , R ^  | z na przestrzenie zmiennych xjc.

Rzutem wcktora_pj (zk'l )  jest wektor p^ (zk'*) (patrz tw. A.3.).
Wyrażenie dla fhnkcji gęstości jest konsekwencją własności ii) zapisanej dla 
elementów zbioru.

Dla uzasadnienia iii) zauważmy, że dla każdego kGH przy ustalonym zk' l ,  
P4k (z^"^) j est wektorem liczbowym i bezpośrednio z równania obserwacji z^ = z0jc+ 
+ p ^  (zk"l). Odpowiednie wyrażenie dla funkcji gęstości jest konsekwencją własności
iii) zapisanej dla elementów zbioru.

D odatek B

Dowód tw. 1 jest w podstawowej strukturze dowodem twierdzenia o sterowaniu 
stochastycznie optymalnym w problemie LQ, tj.:

i) pierwotny problem minimalizacji względem funkcji (praw sterowania) 
przekształca się do problemu optymalizacji parametrycznej względem wartości tych 
funkcji,

ii) znajduje się rozwiązanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy założonej 
funkcyjnej postaci kryterium

iii) pokazuje się prawdziwość założonej postaci funkcyjnej również dla ą^-i oraz 
niezależność "reszty" od wcześniejszych wartości sterowań.

B.l. PRZEKSZTAŁCENIE DO PROBLEMU OPTYMALIZACJI PARAMETRY
CZNEJ

Przyjęte kryterium optymalności zgodnie ze sformułowaniem ma postać:
N

q = E (  J O k O k + u U k ) )  
t k= i
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W każdym składniku powyższej sumy dokonujemy odpowiedniej zmiany zmiennych 
połączonej z odwzorowaniem zbioru T  w zbiór Rk. Na podstawie tw. A.4 z dodatku A 
oraz rozdzielności uśredniania względem dodawania mamy:

N j 
q= 2  —  e  ik (xk+1,uk) 

k = lak (ik>z )
(B.l)

gdzie ak = | det A '^+  ̂ | m0.
Dalej, korzystając z twierdzenia o całce iterowanej możemy przekształcić (B.l) do 
postaci:

q = a1 E l1(x2 ,u1)+... + ak E E lk (xk+1,uk)+... 
q z1 z* idz*

+ aN I  1n ( x n + 1>Un)= a ^ E  JE l1(x2 ,u1)+.. .
Zi rijzj.

+ akl E -^ h  , 1k(Xk+l . uk)+ -  + aN E ... E :
Z1 zk z ik  z Z1 z jj lz  rtsf .N !n (xn +i »un )

(B.2)

Na podstawie (B.2) minimalizacja kryterium q względem funkcji uk = uk (z^), keH , 
sprowadza się do rekurencyjnej minimalizacji względem wartości tych funkcji 
odpowiednich sum częściowych występujących w prawej stronie wyrażenia (B.2). 
Mamy:

Q* = a , 1Emin ( E ^ O ^ , ^ ) + .. .+ a,J E min ( E lk(xk+1,uk) +
7., u . r. 7.i „ k -1 u i, -  „k

-1
z, Ul rj|z j zk zK- ‘ uk rk

,-1
+ V  E . . min ( 1n ( xn + i > un ) ) - ) - )

ZN zN" 1 UN ,N

(B.3)

Wyrażenie (B.3) kończy pierwszą fazę dowodu poświęconą przekształceniu problemu 
optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametrycznej.
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B.2. JEDNOETAPOWY PROBLEM MINIMALIZACJI

Zakładamy, że wyrażenie:
.-1  "Cq k = \ lk (xk+l>uk) + ak+i 

^  zk+l

( - a N  iE xt ,  m i n  ^ ^ ( « N + I . U n ) - )I XT_I -----  N

(B.4)

z n ^  1 UN

podlegające w (B.3) minimalizacji względem uk, przy uwzględnieniu że lj (Xj+ ,̂ uj), 
kEH, są dodatnio określonymi formami kwadratowymi zmiennych (x j+ ^, Uj), może 
być przedstawione w postaci

Qk= a v 1 ( i. (x'k + l Kk+1 xk+l + u'kQkuk) + ek) (B.5)

gdzie ejj jest niezależnie od uk, oraz >0.
Łatwo sprawdzić, że dla k=N jest to słuszne i w tym przypadku K ^+i = P^j+i > 0 

oraz eją = 0 jest niezależnie od ujq. Zatem dla indukcyjnego dowodu słuszności (B.5) 
dla każdego kEH  wystarczy pokazać, że założona postać (B.5) implikuje analogiczną 
postać qk_i.

Wyrażenie qk podlega minimalizacji parametrycznej względem uk. Forma 
kwadratowa zmiennej uk otrzymana w wyniku podstawienia za xk+j równania stanu

jest dodatnio określona, stąd wartość u£, dla której przyjmuje ona minimum globalne,

znajdujemy przyrównując do zera jej gradient względem uk. Mamy kolejno:

akRk = (x'k A' Kk+1Axk +2u'k B' Kk+1Axx + 2u'k B'Kk+1w k
(B.6)

+ 2x'k A 'K k+1w k +u'k (Q k + B 'K k+1B )u k +w 'k Kk+1w k) + ek 

Na podstawie założeń przyjętych w sformułowaniu problemu zachodzi:
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i i  x'k A 'K k+1 w k = 0 (B.8)

Rzeczywiście na podstawie tw. A. 5 z dodatku A mamy:

Podobnie

Zerowanie się w (B.6) składników (B.7), (B.8) zachodzące przy spełnieniu założeń 
przyjętych w sformułowaniu problemu powoduje uproszczenie rozważań i wynikowych 
wzorów określających prawa sterowania.

Obliczając pochodna prawej strony (B.6) względem uk i przyrównując ją  do zera 
otrzymujemy:

akqk = E (x'kA'Kk+1Axk + 2x'kA'Kk + łB(Q + B'Kk+1B )-1B'Kk+1Axk + 
!k z 

+ x'kA'Kk+1B(Q + B'Kk+1B) _1B'Kk+1Axk + w'k Kk+1w k) + ek

uk = - ( Q  + B 'K k+1B )_1B'Kk+1Axk (B.9)

(B. 10)

Podstawiając (B.9) do (B.6) otrzymujemy:

(B .ll)
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co kończy fazę dowodu nazwaną jednoetapowym problemem optymalizacji. W fezie tej 
wykorzystaliśmy założoną postać funkcji qk, co pozwoliło na określenie optymalnego

* v *prawa sterowania u^ (zK) (B.9) oraz odpowiadającej mu postaci (B.ll).

B.3. WYZNACZENIE POSTACI FUNKCYJNEJ DLA qk_1 

Odpowiednio do struktury wyrażenia (B.3) mamy:

*^k-l — ak - l
*k-l

' k l l k - l ( x k j u k _ i ) +  E ^ ą *  
i zk "

(B. 12)

Ponieważ lk_j (xk, uk_i) jest z założenia formą kwadratową zmiennych xk, uk. j ,  to 
głównym zadaniem jest przekształcenie drugiego składnika sumy do takiej samej 
postaci, jaką ma składnik pierwszy.
W tym celu podstawiamy w (B.l 1):

Xk=xk - x k +xk

= A 'K ic+IB(Q  + BiKk+i B ) -1 B lKit+i A

Mamy kolejno:

a k ^ k i  x'k A 'K k+1Axk =
* %

( - 2 ( x k - x k + x k)'M kxk +

+ (xk -  xk + xk)'Mk (xk -  xk + xk) + w'k Kk+1w k) + ek 

= E ( - 2x'k Mkxk + 2 (xk - x k)'M kxk + x'k Mkxk + . . . - 2 (xk - x k)'

M kx k + (x k -  x k )' M k (x k -  xk) + w' Kk+¡wk ) + ek
A zk

- x ' k M kxk +
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Oznaczając

xk = x k ~ xk

ek  = ek +  •: 
%

otrzymujemy:

w'kKk+1wk + E x'kA'kKk+1B) 1B' Kk+1A3ćk
z1

akqk i  x'kLkxk +e£ 
z

(B-13) 

(B.14)

L t - A ' ( K k +l - K k ł l B ( Q  + B'Kk+1B ) - 1B'K k t l )A

Obecnie należy wykonać odpowiednio do (B. 12) całkowanie pierwszej strony 
wyrażenia (B.14) względem zk po zbiorze Z k | zk-l.

E
k-1zk z

-1
V i

zk
e  ( :
zk 1 *

i x'k Lkxk) + a .̂1 E ek -
z zk z 1

zk
E x'k Lkxk + a, E e,
j c - i  k K K k jk - i  k

zk

(B. 15)

Oznaczając

ek -1 — ak -1 aw1 ^k l ek
zk

(B. 16)

otrzymujemy ostatecznie

A -l
,k-l (x'k (Lk + Pk ) xk + u 'k - l Q k - l uk - l )  + ek - l )

czyli

Kk +A,(Kk ł l -K k ł l B(Q + BtKk+1B )-1B'Kt t l )A + ą [

K N + 1 = P N + 1
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Otrzymana postać (B.17) posiada taką samą strukturę jak (B.5).
Na zakończenie tej fazy dowodu pokażemy, że reszta e^.j nie zależy od żadnego ze 

sterowań uk"l. W tym celu powróćmy do wyrażenia (B. 13) z uwzględnieniem (B.16), 
analizując kolejno składniki sumy określającej ejj.j.
Mamy:

1) E  e^, składnik ten na podstawie tw. A. 5 dod. A może być przekształcony do

postaci E e^, w której gęstość określona na zbiorze Z j J z k_1 nie zależy od 
Zok ^

uk_1, a ejf nie zależy od uk z założenia.
2) drugi ze składników przekształcamy następująco

E
^ L k -1 „  
zk  z %

! w'k Kk+iwk -|detA |
l - i

k -1
w ' k K k + 1w k =

= | det A |
ro k - l  2

E w'k Kk+1w k 
k-l

co pozwala na stwierdzenie jego niezależności od uk_ ,̂
3) w ostatnim składniku różnica xk =xk - x k nie zależy od uk'^, stad na podstawie 
tw. A.5 z dodatku A

zk

(
zk_1 *

* k M kx k ) — E; ( Ę  X 0k M kx ok )
zk zk 1 *bk

Zok
Ę ( ^  x ok Mkxok 

zkOz k_1 rok

stąd cały składnik nie zależy od uk'l .
Czynniki ak, ak_i mają wartości liczbowe i nie zależą od uk'^. Ostatecznie e ^ j  nie 
zależy od uk_ ,̂ co kończy ostatnią fazę dowodu.

Dla dowodu zależności



354 K. Wojciechowski

k -1
x k = x ok + E Ak 1 lBui(zl)

i= l

xok = Ę  . x ok

wystarczy wykorzystać określenie

x k =
*k

1  X v

a następnie na podstawie tw. A. 5 z dodatku A podstawić

fR J z *  ( rk |z k ) - fR„t  zk (r»k |Zo + Pl<z k ' 1»

oraz

gdzie

xk =  ^ k  +  Pl (zk_1)

pi(zk l)= E Ak 1 lBui(zl)
i = l
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Abstract

In this paper synthesis of stochastic optimal control law under uniform probability 
density of uncertain variables is presented for finite ontrol horizon, linear state and
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output equations and quadratic performance criterion. The initial state, the sequence of 
disturbances in state equation and the sequence of measurement errors in the output 
equation are jointly characterized by a given a priori uniform density of probability. 
The control law is a function of the given measurement information constituting 
together with the system nested information structure and should minimize the mean 
value of quadratic performance criterion where the mean value is taken with respect to 
the all uncertain variables. Introducing the notion of information sets and using their 
one-to-one transformations the control law synthesis problem is converted into the 
dynamic programming scheme with parameter minimization problem solved on each 
stage. The obtained control law is for each stage of the considered horizon the linear 
function of expected value of conditional state. It has been shown also that if the 
density function of the state possesses a central symmetry, than expected conditional 
value of the state can be replaced by center of gravity of conditional set of states being 
the orthogonal projection of conditional information set on the subspace of the state.


