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OGRANICZONEGO ROZKEADU ZMIENNYCH NIEPEWNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono synteze stochastycznie optymalnych praw
sterowania dla jednostajnego i ograniczonego rozktadu zmiennych niepewnych,
skofczonego horyzontu sterowania, liniowych rownan stanu i wyjscia, oraz kwadratowego
wskaznika jakosci. Otrzymane prawo sterowania jest dla kazdej chwili dyskretnej
rozpatrywanego horyzontu liniowa funkcja warunkowej wartosci oczekiwanej wektora
stanu. Pokazano, ze jezeli rozktad zmiennych niepewnych posiada symetrie srodkows, to
warunkowa warto$¢ oczekiwana wektora stanu moze by¢ zastgpiona przez S$rodek
ciezkos$ci warunkowego zbioru stanéw.

STOCHSTIC OPTIMAL CONTROL LAW SYNTHESIS UNDER
UNIFORM DENSITY OF UNCERTAIN VARIABLES

Summary. In this paper synthesis of stochastic optimal control law under uniform
probability density of uncertain variables is presented for finite control horizon, linear
state and output equations and quadratic performance criterion. The obtained control law
for each stage of the considered horizon is the linear function of expected value of
conditional state. It has been shown that if the density function of the state possesses a
central symmetry, than expected conditional value of the state can be replaced by center
of gravity of conditional set of states being the orthogonal projection of conditional
information set on the subspace of the state.
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CMHTE3 CTOXACTERECKM  OilTMMAIJIbHbIX 3AKOHOB
ynPABJIEHM(I B CIIYHAE PABHOMEPHOTO H
OrPAHHHEHHOTIO PACriPEAEJIEHHTI HEYBEPHbIX
NEPEMEHHbIX

Pe3xme. B paOoTe npeacTaBlien cnHTe3 CTOxacrasecKH onraMalibHbix 3sKOHCB
ynpaBlieHRH mur paBiiOMepnoro h orpamnennoro  pacupejiejieiiHa  HeyBepeHHbix
nepeMenHLix, Koneanoro ropn30HTa ynpaBlieHHH, JimiefiHLix ypaBHeimtt coctoahnu h
BLixona, a Taxace ann RBaaparaoro noxasaTena KaaeCTna. nonyseimbiit 3axon
ynpaBlieHHH KBliaeTca hjm Kaxnoro nucxpeTiioro MraoBeHun paccMarptiBacMOio
ropn30HTa jmneilHofl $yHKiiHeil ycjiOBHoro MareMaTmecKoro ojKHHamM BexTopa
coctohhhb. 1loKa3beeaeTO!, 'ito ecjiH pacnpcflejienHC HeyBepeHHbix nepelVeHHbix HVEeT
ueiiTpajibnyio chmmctphio. to ygjiOBHoe MaTeMaTuaecicoe oacmraime sexTopa
GOCTAIHH M2CHD 3aMCHHTD UeHTpOM THXeCTH yCICBHOO MHOXOCTBa GOCTaHHHI.

1  WPROWADZENIE

Wyniki uzyskane w problemie syntezy prawa sterowania w warunkach niepewnosci
dotycza gtownie problemu liniowo-kwadratowego-gaussowskiego (LQG).

W sformutowaniu klasycznego liniowo-kwadratowego problemu sterowania
stochastycznie optymalnego zakfada sie, ze warunek poczatkowy xj, oraz addytywne
zaktocenia wh, sg dla K=1,...,N wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi i
dodatkowo warto$¢ Srednia w” wynosi zero dla k=l,..., N. Przyjmuje sie réwniez, ze
dopuszczalne prawa sterowania posiadajg strukture informacyjng typu "nested”. Przy
powyzszych zatozeniach optymalne prawo sterowania w chwili k jest liniowa funkcjg
warunkowej oceny wektora stanu wyznaczonej na podstawie informacji pomiarowej
dostepnej w danej chwili k.

W og6lniejszych wersjach problemu LQ [1, 9, 10] dopuszcza sie dowolne
charakterystyki probabilistyczne zmiennych losowych xj, w”, v*, k=I,...,N uzyskujgc
prawo sterowania w postaci liniowej funkcji oceny wektora stanu uzupetnionej o
sktadnik zwigzany z predykcja zaktocen w réwnaniu stanu.

W pracy przyjeto szczegdlng posta¢ rozktadu charakteryzujgcego zmienne losowe
rozpatrywanego problemu. Zatozono rozktad jednostajny ograniczony, tj. odpowiednia
funkcja gestosci okreslona jest na ograniczonym nos$niku T, ktdry w przypadkach
szczegOlnych (zbiory elipsoidalne, wieloScienne) moze by¢ parametryzowany. W pracy
odnosnie do samego zbioru T oprdcz naturalnego zatozenia o jego catkowalnosci w
sensie Lebesugue'a zaktada sie dodatkowo, ze spetnia on pewne warunki symetrii.
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Zaleta podejscia przyjetego w pracy jest jawne uwzglednienie (poprzez
ograniczno$¢ rozktadu) istniejacych ograniczen na realizacje i jednocze$nie mozliwos¢
uzyskania efektywnych wyrazen na odpowiednie gestosci warunkowe. W pracy do
rozwigzania sformutowanego w p. 2 problemu syntezy prawa sterowania zastosowano
oryginalng metode zbioréw informacyjnych wykorzystywang w pracy [12] do syntezy
praw sterowania w warunkach niepewnosci ograniczonej. Wybrane definicje i
wiasciwosci zbioréw informacyjnych wraz z okre$lonymi na nich funkcjami gestosci
prawdopodobieristwa przedstawiono w dodatku A. Podstawowy wynik zawiera
twierdzenie 1 zamieszczone w p. 3 wraz z interpretacja. Dowdd tego twierdzenia
przeniesiono do dodatku B.

Ogdlnie w Swietle twierdzenia 1 postugiwanie sie technika przestrzeni stanu nie jest
efektywne, wymaga bowiem okreslenia odpowiedniego warunkowego rozktadu gestosci
dla wektora stanu. Twierdzenia 2 i 3 z p. 4 wyrdzniajg przypadek szczegélny, w
ktérym do okreslenia warunkowej oceny stanu wystarczy warunkowy zbi6r standw.
Przypadek taki nazywa sie efektywnym i ma miejsce, jezeli funkcje gestosci
warunkowych spetniajg odpowiednie warunki symetrii.

2. PROBLEM SYNTEZY PRAWA STEROWANIA

2.1.0kreslenia wstepne

Niech J oznacza zbior liczb naturalnych. Jego ustalony podzbior H = {1...N}

nazywamy horyzontem sterowania. Cigg ¢: H -~R” oznaczamy c” = (c’j,...,Cljsj), tym
samym symbolem c” oznaczamy réwniez wektor [¢j,...,Cj*]. Podobnie oznaczamy

ck = (c,i,...,c'i0), oraz cM\k =(c'~c'n), gdzie wobu przypadkach k § N.

Zmienne losowe wystepujace w rozpatrywanym problemie okre$lone sa przez
istniejace z zatozenia funkcje gestosci f. Zaktada sie dodatkowo, zc sg one rdézne od
zera tylko na ograniczonym i catkowalnym w sensie Lebesgc'a zbiorze A odpowiednio
wymiarowej przestrzeni wektorowej. Z powyzszego wzgledu, jak rdwniez dla
uzyskania, spéjnosci z pracami [1] stosuje sie dla takich funkcji gestosci zapis f~.
Zbior A nazywany jest nosnikiem funkcji gestosci Funkcja jest gestoscia
okreslona na zbiorze A.

2.2. Sformutowanie problemu

Zaktadamy, ze
i) dyskretny, stacjonarny uktad dynamiczny podlegajacy sterowaniu w horyzoncie H

ma postac:
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xk+i=Axk+Buk +wk
Lzk=Cxk +Vk 1)

gdzie keH={I,..,N} xk, wkeRn, ukeRm, zk, vkeRP, AeRI™] BeRnxm CeRP*1l
oraz istnieje A"l,

ii) zmienne X}, wk, vk dla keH sg losowe i charakteryzuje je tgcznie dany rozktad
jednostajny o postaci

-Ndla t=(xLwN,vN)eTcRd d=n+nN+pN
fr(o= m
0 dat=(xi,wN,vN)gT ¢ Rd d=n+nN+pN

gdzie T jest danym w przestrzeni zmiennych t = (xj, w”, v”~) ograniczonym i
mierzalnym w sensie Lebesgue'a zbiorem TcR”, d=n+nN+pN,

m = Jdt
T
Dodatkowo zaktadamy, ze dla kazdego keH zachodzi:

rok

E (xX'okMwk)=0 ©)

gdzie rok = (xok, w™ v ~) (patrz dodatek A). Macierz MeR¥* 0L w warunku (3) jest
dowolna, indeks "o” informuje, ze zapis dotyczy uktadu dynamicznego, w ktérym dla
keH, uk =0,

iii) struktura informacyjna jest typu "nested". Najprostszymi dopuszczalnymi prawami
sterowania dla tej struktury sa:

uk=uk(z )> k 4)

iv) kryterium optymalno$ci ma postac:
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k=N
g=E EIlk(xk+I»uk) )
1 k=l
gdzie dla keH
Ik =x'k+1l Pk+1l xk+l +u'kQkuk (6)
Qk> > @)
Pk+1" 0, (8)

v) zadanie syntezypolega na znalezieniu dopuszczalnych praw sterowania
uk (2K,

keH, takich ze odpowiadajaca im warto$¢ kryterium g* jest minimalna,

g — min 9

3. SYNTEZA PRAW STEROWANIA

3.1. Metoda syntezy

W pracy do rozwigzania problemu zastosowano oryginalng metode zbioréw
informacyjnych z okreslonymi na nich funkcjami gestosci. Polega ona na
przeksztatceniu dla kazdego keH zbioru T danego w przestrzeni zmiennych (xj, w”,
vN) w zbioér Rk, dany dla keH odpowiednio w przestrzeniach zmiennych (xk, wN,
W\k>zk). w wyniku zadanie minimalizacji wzgledem funkcji uk(z*), keH moze by¢
sprowadzone do zadania minimalizacji wzgledem wartosci tych funkcji, przy ustalonej
wartosci z®, keH. Dodatkown przy spetnieniu odpowiednich warunkéw symetrii
zbioru Rk i okreslonej na nim funkcji gestosci przy ustalonej wartosci z* informacje
wystarczajgcq dla sterowania zawiera zbior bedacy jego rzutem na podprzestrzen
zmiennych xk.

Ustalonej wartosci z* odpowiada warunkowy zbi6r informacyjny Rk |z" wTaz z
okreslong na nim funkcjg gestosci. Niezalezno$¢ "ksztattu" tego zbioru od sterowan
u”-1, jak réwniez niezalezno$¢ postaci funkcji gestosci od tych sterowan (patrz dodatek
A) jest podstawowg whasnoscig umozliwiajacg otrzymanie prawa sterowania w postaci
liniowej funkcji oceny stanu.
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3.2. Optymalne prawo sterowania

Podstawowy rezultat uzyskany przy zastosowaniu metody zbioréw informacyjnych

przedstawia nastepujace

Twierdzenie 1. Jezeli spetnione sg zatozenia i)-v), to optymalne prawo sterowania dla

kazdego keH okreslone jest zaleznosciami:

u* =-(Q k +B'Kk+1B)-> B'Kk+1 A xk
gdzie
xk=E, Xk = J xk fXk (xk zk)dxk
xk Xk zK
fx k(xk zk)d(rk

2k, %Rl xk TRK

Kk=A"(Kk+l- Kk+1B(Qk+B'Kk+1B) 1BKk+1)A + Pk
Kn+i —Pn+l
Dodatkowo
k-1

xk=xok+ Z Ak 1 1Bili
i=1

xok — ~ | xok — \] xok *Xok (xok|z0)”"xok
Xk Z' Xok|zk

fx ok (xok|zo)= I, trrok zk (rok|zo) d (rok|zo’x0k)
B-ok zr

(10)

(11)

(12)

(")

(14)

")
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Dowod tw. 1jest w swej strukturze podobny do dowodu twierdzenia o sterowaniu
statystycznie optymalnym. W dowodzie tym wykorzystuje sie w sposéb istotny
przeksztatcenia i wtasnosci zbiorow informacyjnych oraz okreslonych na nich funkcji
gestosci, zamieszczone w dodatku A. Wynik przedstawiony w twierdzeniu 1 jest
ogolny w tym sensie, ze opr6cz zatozen wymienionych w ii) nie zaklada sie zadnych
ograniczen na zbidr T. W rezultacie wyznaczenie oceny xk wymaga okreslenia
odpowiedniej funkcji gestosci warunkowej.

4. EFEKTYWNOSC TECHNIKI PRZESTRZENI STANU

Pojecie efektywnosci techniki przestrzeni stanébw w syntezie prawa sterowania
wprowadzono w pracy [12] dla przypadku niepewnosci o modelu ograniczonym.
Obecnie rozszerzamy to pojecie réwniez na przypadek niepewnosci losowej. Mowimy,
ze technika przestrzeni stanu jest efektywna, jezeli zachodzi:

"ok~$<n ( E fok)* E xok= Jxok/>(k1 \]"xok

Kk zo x°k Z0 X ok X ok

Oznacza to, ze w przypadku ogdlnym do wyznaczenia oceny xk potrzebna jest

k
znajomos$¢ warunkowej gestosci fRok |z0 (rok 26) okreslonej na zbiorze Rok ;4 g4

nastepnie rzutowanie wyznaczonej wartosci $redniej na podprzestrzeh zmiennych xO[c,
lub co jest réwnowazne potrzebna jest znajomos¢ warunkowej gestosci stanu

fX ok (xok) okreslonej na zbiorze Xok. W przypadku efektywnym wystarcza

natomiast znajomo$¢ zbioru X OK bedgcego rzutem ortogonalnym zbioru

J
Rok z0 na podprzestrzerh zmiennych xok.

Inaczej przypadek nazywa sie efektywnym, jezeli warunkowa ocena stanu oraz
Srodek ciezkosci zbioru, na ktérym okre$lona jest warunkowa gestos¢ stanu, sg
tozsame. Przyktadowo wiasno$¢ taka zachodzi dla zbiordw elipsoidalnych.

Ustalenie warunkéw, przy ktorych zachodzi (16), jest przedmiotem dalszych
rozwazan.

4.1. Problem pomocniczy

Niech bedzie dany zbidr A = {(x, y) : (X, y)eRn+1} wTaz z okres$long na nim
funkcja gestosci prawdopodobienstwa f* (x, y). Zdefiniujemy:

i) zbior A |x = {y:(x,y)eA} bedacy przekrojem zbioru A ustalong wartoscig x z
okreslong na nim funkcja gestosci warunkowej fAjx(y) = fA(X, y)\EX(x)p
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ii) zbidér X = nx(A) = {x: (x,y)eA) bedacy rzutem ortogonalnym zbioru A na
podprzestrzen zmiennych x z funkcjq gestosci brzegowej o postaci fx(x) =
= J fA (x,y)dy.

Alx
Lemat 1. Jezeli $rodkiem s>'metrii zbioru X jest punkt x i réwnocze$nie dla kazdego
xeX, funkcja gestosci spetnia warunek fx(x) = fx(2xs-x), to

Ex=J xfx(x)dx=J xdx/j dx=xs
X X X

Dowdd. Wprowadzajac zmienne z = x - xs umieszczamy poczatek nowego uktadu
wspotrzednych w punkcie xs. Mamy:

Jxfx (x)dx=j(z + xs)fx (z+xs)dz=Jzfx (z +xs)dz+xsJfx (z + xs)dz
X Z Z z
@)

jfx (x)dx= jfx (z+xs)dz =1 (b)
X Z

gdzie zbior Z jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu idla ze Z, fx(z+xs) =
= fx(-z+xs). Na tej podstawie:

Jz fx (z+xs)dz=0 (©
Z

Réwnoczesnie z warunku symetrii zbioru X wzgledem punktu xs,

Jxdx/ Jdx =xs

X X
co korczy' dowdd.

Lemat 1 okresla, jakie warunki spetnia¢ musza zbior X i okreslona na nim funkcja
gestosci fx (x)- Interesujace jest okreslenie wystarczajacych warunkéw dla zbioru A i
okreslonej na nim funkcji gestosci fA (x, y). Dotyczy tego
Lemat 2. Jezeli Srodek symetrii zbioru A istnieje ijest nim punkt (xs>ys) oraz funkcja
fA (x, y) jest wzgledem tego punktu symetryczna, to Srodkiem symetrii zbioru X jest
punkt xs oraz dla kazdego xeX, fx(x)="x("xs ~x)-

Dowdd. Pierwsza cze$¢ lematu wynika bezposrednio z definicji symetrii Srodkowej i
rzutu ortogonalnego zbioru A na podprzestrzeri zmiennych x. Dla uzasadnienia dru-
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giej czesci lematu wystarczy zauwazy¢, ze ze wzgledu na symetrie zbioru A miary
zbiorow A | X, A | (2xs - X) sg rowne.
Podsumowujac mozna stwierdzi¢, ze jezeli zbior A oraz okreslona na nim funkcja
posiadajg symetrie srodkowa wzgledem tego samego punktu, to przy wyznaczaniu
wartosci warunkowej x funkcja gestosci fX (x) moze by¢ pominieta.

4.2. Warunki efektywnosci techniki przestrzeni stanu

Obecnie mozemy sformutowaé warunki, przy ktorych zachodzi zaleznos¢ (16).
Precyzuje je
Twierdzenie 2. Niech dla kazdego keH bedzie okreslone xok jak w tw. 1oraz funkcja

rok z0 >xok
Jezeli:
i) dla kazdego zqePk= tt ( R Ok) i kazdego xokeX ok = #"0k (Rok 1z0Q) istnieje
ustalone xs, takie ze: x k (28, xok) = fx k (28, 2xs - x0k),

ii) xs= J xokdW J dxok
ok X ok

t0 xok = xs
Dowdd. Bezposrednie zastosowanie lematu 1

Twierdzenie 3. Jezeli dla kazdego z” eP k= rcé\k(Rok) zbiér warunkowy (Rok 1z")

U
oraz funkcja gestosci warunkowej f k (rok Zd ) posiadaja symetrie $rodkowg
R ok

wzgledem punktu [x'ok ,w * ], to réwniez zbior Xok - ~ok™ okl z*) i
okreslona na nim funkcja gestosci fxk (zo>xok) posiadajg symetrie $rodkowg

wzgledem punktu xok, funkcja gk (26, xoKk) spe’mi'a warunek i) z twierdzenia 1.
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Dowdd. Zastosowanie lematu 2.
Warunki efektywnosci techniki przestrzeni stanu przedstawione w tw. 3 sg silne.
Przyktadowo, warunki te sg spetnione, jezeli T jest zbiorem elipsoidalnym, a okre$lona

na nim funkcja gestosci jest stata. Wtedy bowiem zbioiy ROk, | z™ sg rowniez

elipsoidalne ze statymi funkcjami gestosci. Dla zbioru R ~ | z™ oraz okreslonej na

nim funkcji gestosci spetnione sg warunki symetrii. Kontynuujac przyktad zauwazmy,
ze jezeli zbior T jest wieloScianem o symetrii srodkowej (np. kostka), z okreslong na
nim statg funkcja gestosci, to symetrie Srodkowa posiada rowniez zbiér R » wraz z

odpowiednig funkcjg gestosci, jednak nie posiadajgjej juz zbior warunkowy ROM | z
i okreslona na nim funkcja gestosci.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawiona w pracy oryginalna metoda syntezy stochastycznie optymalnych
praw sterowania w przypadku jednostajnego ograniczonego rozktadu +gcznego
zmiennych niepewnych oparta na przeksztatceniach i wiasnosciach zbioréw
informacyjnych wraz z okre$lonymi na nich odpowiednimi funkcjami gestosci
prawdopodobienstwa pozwala na uzyskanie wynikéw dla szczeg6lnej klasy, waznych
dla zastosowan, postaci rozktadéw. Zastosowanie w tym przypadku znanych wynikéw
teorii sterowania stochastycznie optymalnego wymaga okreslenia odpowiedniej funkcji
gestosci, ktérej efektywne wyznaczenie sprowadza sie do powtOrzenia rozwazan pracy.

Przedstawiona metoda z uwzglednieniem dodatkow A, B, jest kompletna, definicje i
wiasnosci zbiorow' informacyjnych tgcznie z twierdzeniami 1-3 i ich dowodami tworza
cato$¢. Jednocze$nie posta¢ uzyskanych wynikow jest prosta, co pozwala na ich
bezposrednig implementacje numeryczna.

Wyniki przedstawione w pracy uporzadkowane sa hierarchicznie. Najbardziej
0g0lny jest wynik przedstawiony w twierdzeniu 1 W twierdzeniu 2, 3 podaje sie
posrednio warunki, jakie powinien spetnia¢ zbiér T, i okreSlona na nim funkcja
gestosci, aby problem wyznaczania warunkowej oceny stanu mozna byto zredukowac
do problemu wyznaczania $rodka ciezkosci warunkowego zbioru stanow.
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Dodatek A

A. 1 ODWZOROWANIA | ZBIORY INFORMACYJNE

Niech bedzie dany uktad dynamiczny w postaci:

A'L W przypadku szczeg6lnym dla u® =0, keti stosujemy zapis:
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ixok+tl —~ok *wk >X1
(A.2)
zok =Cxok + vk

Definicja A.l. Okre$lone dla kazdego keH wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
pok przeksztatcajgce dany zbidr TcR”™ w zbior

R ok =Pok (T ) ={(rok>Zo ) : (rok>Z0) = pok(skJvk) (sk>vk)eT } eR d

nazywamy swobodnym odwzorowaniem informacyjnym.
Twierdzenie A.l. Jezeli uktad dynamiczny ma posta¢ (A.2), to dla kazdego keH

odwzorowanie pok jest liniowe i ma postac:
‘Gp 0 \/

~ Pok(sk>v )
_z0k_ Hp 1. VKo

rok

gdzie rok = (xok, wN, yI* ), sk = (xy, wN, y* )

P11 P12

GP= 1 Rp_[P41--" R42]

P2—Ak1 .. i : o0 .. 0O
P11=Ak’1

k - macierzy N - k macierzy
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0 0 0 0
c 0
c
x1= P42 =
C/\ '_‘E ° ° °
— -
_CAk-2 .. ¢ 0 .. 0
k kolumn N - k kolumn
macierzowych macierzowych

Dowod. Prawdziwos¢ twierdzenia wynika z zaleznosci:
k-1

XxOk=Ak-Ixi+ | Ak 1 *Wj
i=I

j-1
z=C(AJ xI+Y,A} 1Wj+vj , j=1,.,k
i=1
zapisanych w postaci macierzowej.

Twierdzenie A.2. Jezeli ukfad dynamiczny ma posta¢ (A.2), to dla kazdego keH
zachodzi:

k-1
det JPOk det A

gdzie

ok = Y

Dowdd. Macierz Jacobiego odwzorowania pok jest tozsama z macierza (tw. Al)
okreslajaca to odwzorowanie. Wyznacznik tej macierzy jest rowny wyznacznikowi
macierzy = Ak‘I.

Twierdzenie A.2a. Niech bedzie dana funkcja gestosci fx (sk>\ ) okreslona na zbiorze

T. Funkcja gestosci fR ok (rok , zk) okreslona na zbiorze dana jest zaleznoscig
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k-1
fRnt (rok >n)= detA (POk (rok >Zq))

DowotL Bezposrednie zastosowanie znanego twierdzenia o funkcji zmiennej losowej
np. [7],
Jezeli funkcja gestosci fy(sk, vk) jest stata, to funkcja gestosci fR ok (rok >zq)

okreslona na zbiorze Rok jest rowniez stata.
Definicja A.2. Niech dla kazdego keH bedzie dany zbior Rok o elementach

(rok >25 ) oraz okredlona na nim funkcja gestosci fR ok (rok ,zlé).
i) dla ustalonego z* zbiér Rok z* = {C"0k):(iok >zq) eR ok) nazywamy zbiorem
warunkowym zbioru ROjc przy warunku 25 z okreslong na nim funkcjg gestosci

warunkowej f, T (ok 2 =fRok(bk.i)/fpnl(zi),
ok

i) zbior POk=nzk(Rok)={(zo):(bk.zo)6Rok) nazywamy rzutem
prostopadtym zbioru R n a przestrzeA zmiennych 25, odpowiadajgca mu funkcja
gestosci brzegowej ma posta¢ fpok (zk) = J  fRok (rok ,2*) drok |,

R ok

iii) zbiér Zok 25_1= {zok,z!ﬁ_l)ePok) nazywamy warunkowym zbiorem
obserwacji z” dla danego ciggu obserwacji zk_l, odpowiada mu funkcja gestosci o
postaci f o Kl (20K) = 3 fPok(z didk-

Pok|zo
iv) zbior Xok 20) = i(xok) : iok =
(x,,k,wNwmk) eRok
nazywamy warunkowym zbiorem standéw z okre$long na nim funkcjg gestosci o postaci

k (ok Z,) d (*ok\xok).
Xok j (x°k) 1 >fR.k ( ) )
K ok
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Twierdzenie A.2b. Jezeli funkcja gestosci fRok (rok,z ) jest stata, to funkcja

gestosci warunkowej f ‘ k (Rrk 25) jest rowniez stata dla ustalonej wartosci zlé.
Bok

Dowdd. Bezposrednia konsekwencja twierdzenia Bayesa.

Definicja A.4. OkreSlone dla kazdego keH wzajemnie jednoznaczne i zalezne od
prawa sterowania u”zl), i= 1,.., k-1 odwzorowanie przeksztatcajace dany zbi6r
TcR”™ w zbiér

Rk=Pk (T) ={(rk,zk):(rk,zk) = pk (sk,vk) (sk)vk)sT }cR d-

nazywamy wymuszonym odwzorowaniem informacyjnym.

Twierdzenie A3. Jezeli uktad dynamiczny ma posta¢ (A.1) i dane sg prawa sterowania
Y (2D, i = 1,.., k-1, to dla kazdego keH odwzorowanie pk okreslone jest niejawnie
postacia:

rok . Pi(zk_1)

x~ &

P4(zk_1>

gdzie: (rok ,zk)=pok (sk,vk)

Pl(zk" 1) = Z 1Ak- ‘- iBui(zi)
i=l
p'l(zk-1) =ip'i(zk-1). 0,....0
Nn-t- (N - p)p
0
CBu~zl)
P4(zk *)=

C~ Ak-1-iBuj(z)
i=1
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Dowdd. Wykorzystujac zaleznos¢:

Xk=xok+ Z Ak 1 "BuiCzl)
i=I
oraz zaleznos$é:

Zj=z+C X A 1~ j(z 1)

dlaj=2,....k otrzymujemy po uporzadkowaniu do blokowego zapisu wektorowego teze
twierdzenia.

Uwaga. Uzyskanie jawnej postaci odwzorowania pk wymaga rozwiktania zaleznosci z
tw. A.3 wzgledem z .

Twierdzenie A.4. Jezeli uktad dynamiczny ma posta¢ (A.1) , to dla kazdego ksH i
dowolnych funkcji j (z!), i = 1......k-1 zachodzi:

det ka det J,Pok det Ak 1

gdzie

0,
Ipk = d /ﬁ /a Si jest macierza Jacobiego odwzorowania p”.

Dowdd. Wprowadzajac pomocnicze odwzorowanie pk, Kk mozna macierz Jacobiego
Jpk przedstawi¢ w postaci Jpk = JKk Jpk, gdzie:

~ ' | =] ) ]
Jpk - a sk la IKK- 5 rk /a
_Zk_ \Y ’zk. .

Odwzorowanie pk okreslone jest niejawnie (por. tw. A.3) postacia;

uskl . l O‘ *Sk' 4-'0
ko pp Kvko pa(zk_1)_

stad:
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s 1 0y 0
_vk_  _-Hp L zZk_  p4 (zk_1).

Macierz Hp i funkcja wektorowa P4 (z™* 1) sg okre$lone jak w tw. A.1, tw. A.3.

1 0
-Hpi+ap4 (zk_1)/azk
Dla zatozonej struktury informacyjnej praw sterowania Ujfz), i = I,...,k-1 mamy:
O *

Sp4 (zk ")/ 5zk=

Stad det J” -i = del Iy, = 1
Odwzorowanie % okreslone jest niejawnie (por. tw. A.3) postacig;

— — = =

vk’ O, o *GK™ Q z ~1
K ¢ X
_zk_ o_zZk 0
Macierz Gpjest okreslona w tw. A.1, funkcja wektorowa pj (z*I) w tw. A.3.
Gp b5pi(z)/dz
ko 1

det JY<k det Gn = det = det Ak *

Ostatecznie det Jpk = det JK< det Jp< = det A™'-1, co koriczy dowdd.

Twierdzenie A.4a. Niech bedzie dana funkcja gestosci % (%. yk) okreslona na zbiorze

T. Funkcja gestosci fj*k (I, zk) okre$lona na zbiorze Rk danajest zaleznoscig
k-1
fRK (rr>z )= det A fT(PKL(rr»zK))

Dowod. Bezposrednie zastosowanie znanego twierdzenia o funkcji zmiennej losowej w
powigzaniu z tw. A.4.
Pomijajgc w def. A.2-A.3 indeks "0" otrzymujemy kolejno definicje:
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i) zbioru Rk | i funkcji gestoéciék Kk (Ti zk)=fRk (k.zk)/fI\(zk),

ii) zbioru Pk i funkcji gestosci fp~ (zk)= J fRk (% ,zk) dik
Rk zk
i) zbioru ZjJz"i funkeji gestosci f. 9 (k- fl\(z )dik
Zk '

Pk
iv) zbioru X x|z" i funkcji gestosci

. ] mizk <+ Z)d(ik\xk).

Rz|z >*k

Jezeli funkcja gestosci fT(sk, vk) jest stata, to funkcja gestosci fj*k ( , z ) okreslona

na zbiorze Rk jest rowniez stata.
Twierdzenie A.5. Jezeli uktad dynamiczny ma posta¢ (A.1), (A.2), to

0 Rk zk=pl(zk 1)+Rok zk, f *(Tc zk)=f k (ok zk+Pl(zk 1))
0 Rk R ok

) Xk zk=pl(zk_1)+ X0k /o toy (zk)=fPok(zo +pl (zk

i)

Zk zk 1=P4k(zk J)+Zok zk-!, kaZk-|(zK):f7

7 o K-1(2k+Plk(zk )

gdzie zk - zk - P4 (zk*I), funkcje wektorowe pj (zk‘*) sg okreslonejak wtw. A.3, a

P4k(zk "Y)=C | Ak 1 ‘BujCzl)
i=|

Dowdd, Dla wykazania wilasnosci i) przypomnijmy, ze dla kazdego keH
odwzorowanie pk (def. A.4) okreslone jest niejawnie postacia;
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rk rok
k

Zbioér warunkowy Rjj |zk mozna wyznaczy¢ ustalajgc wartos¢ zk juz w powyzszym
wyrazeniu. Poniewaz przy ustalonym zk rdwniez ustalone jestzk‘l,topi(zk‘l),
pa(zk"l) sg wektorami liczbowymi, co prowadzi do stusznosci tezy.

Odpowiednie wyrazenia dla funkcji gestosci jest konsekwencjg wiasnosci i) zapisanej
dla elementéw zbioru.

Prawdziwos¢ ii) wynika z i) i definicji zbioréw X 0k lzb : X0k| zk jako rzutow

ortogonalnych zbioréw ROk]zb , R” |zk na przestrzenie zmiennych XjC.

Rzutem wcktora_pj (zk'l) jest wektor p™ (zk'*) (patrz tw. A.3.).
Woyrazenie dla fhnkcji gestosci jest konsekwencjg wiasnosci ii) zapisanej dla
elementéw zbioru.

Dla uzasadnienia iii) zauwazmy, ze dla kazdego KGH przy ustalonym zk'l,
P4k (z*"M) jest wektorem liczbowym i bezposrednio z réwnania obserwacji z” = z0jc+
+p” (zk"I). Odpowiednie wyrazenie dla funkcji gestosci jest konsekwencjg wiasnosci
iii) zapisanej dla elementéw zbioru.

Dodatek B

Dowdd tw. 1 jest w podstawowej strukturze dowodem twierdzenia o sterowaniu
stochastycznie optymalnym w problemie LQ, tj.:

i) pierwotny problem minimalizacji wzgledem funkcji (praw sterowania)
przeksztatca sie do problemu optymalizacji parametrycznej wzgledem wartosci tych
funkciji,

ii) znajduje sie rozwigzanie jednoetapowego problemu optymalizacji przy zatozonej
funkcyjnej postaci kryterium

iii) pokazuje sie prawdziwos$¢ zatozonej postaci funkcyjnej réwniez dla a”™-i oraz
niezalezno$¢ "reszty" od wczesniejszych wartosci sterowan.

B.l. PRZEKSZTALCENIE DO PROBLEMU OPTYMALIZACJI PARAMETRY-
CZNEJ

Przyjete kryterium optymalnosci zgodnie ze sformutowaniem ma postac:
N
g=E( JOKkOk+uUk))
t k=i
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W kazdym skiadniku powyzszej sumy dokonujemy odpowiedniej zmiany zmiennych
potaczonej z odwzorowaniem zbioru T w zbior Rk. Na podstawie tw. A.4 z dodatku A
oraz rozdzielnosci usredniania wzgledem dodawania mamy:

N ]
2 — e ik(xk+1,uk) (B.1)
k=lak (ikz )

q:

gdzie ak = |det A'"*+”| mO.
Dalej, korzystajac z twierdzenia o catce iterowanej mozemy przeksztatci¢ (B.l) do
postaci:

g=al E I1(x2,ul)+...+ak E E Ik(xk+1uk)+...

qz1 z* idz*
+aN | In(xn+1>Un)=a”E JE I1(x2,ul)+...
Zi  rijzj.
+aklE-~ h | WK(Xk+H .uk)+ -+aN E.. E Dy 0 (xn+iun)
Z1 zk z ik z 71 zjjlz nsf -

(B.2)

Na podstawie (B.2) minimalizacja kryterium q wzgledem funkcji uk = uk (z*), keH,
sprowadza si¢ do rekurencyjnej minimalizacji wzgledem wartosci tych funkcji
odpowiednich sum czeSciowych wystepujacych w prawej stronie wyrazenia (B.2).
Mamy:

Q=a,1Emin ( E 20~ M) +..+a} E min( E Ik(xk+Luk)+

Z, Wl 2k 2K Hk koK
-1 . .
+V E..min ( In(xn+i>un))-)-)
2N ZN"1 WN '

(B.3)

Woyrazenie (B.3) konczy pierwsza faze dowodu poswiecong przeksztatceniu problemu
optymalizacji funkcyjnej do optymalizacji parametryczne;j.
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B.2. JEDNOETAPOWY PROBLEM MINIMALIZACII

Zaktadamy, Ze wyrazenie:

gk=1" Ik (xkH>UK) +ak+
A &
(B.4)

(-aN [Exr | m.in AN(« N + 1 .U n)-)
zn " 1 UN

podlegajagce w (B.3) minimalizacji wzgledem uk, przy uwzglednieniu ze lj X+, uj),
KEH, sag dodatnio okreslonymi formami kwadratowymi zmiennych (xj+*, Uj), moze
by¢ przedstawione w postaci

K=avi (1. (XkH Kk+l xk+l + u'kQkuk) +ek) (B.5)

gdzie ejjjest niezaleznie od uk, oraz >0.

tatwo sprawdzié¢, ze dla k=N jest to stuszne i w tym przypadku K/~ +i = PAj+i > 0
oraz eja = 0 jest niezaleznie od ujg. Zatem dla indukcyjnego dowodu stusznosci (B.5)
dla kazdego KEH wystarczy pokazac, ze zatozona posta¢ (B.5) implikuje analogiczna
posta¢ gk_i.

Wyrazenie gk podlega minimalizacji parametrycznej wzgledem uk. Forma
kwadratowa zmiennej uk otrzymana w wyniku podstawienia za xk+j réwnania stanu

jest dodatnio okreslona, stad warto$¢ u£, dla ktorej przyjmuje ona minimum globalne,
znajdujemy przyréwnujac do zerajej gradient wzgledem uk. Mamy kolejno:

akRk = (xX'kA' Kk+1Axk +2u'k B' Kk+1Axx + 2u'k B'Kk+1w k
(B.6)
+2x'kKA'Kk+lwk +u'k (Qk + B'Kk+1B)uk +w'k Kk+1wk) + ek

Na podstawie zatozen przyjetych w sformutowaniu problemu zachodzi:
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ii XkA'Kk+l wk=0 (B.8)

Rzeczywiscie na podstawie tw. A.5 z dodatku A mamy:

Podobnie

Zerowanie sie¢ w (B.6) skfadnikow (B.7), (B.8) zachodzace przy spetnieniu zatozen
przyjetych w sformutowaniu problemu powoduje uproszczenie rozwazan i wynikowych
wzordw okreslajgcych prawa sterowania.

Obliczajagc pochodna prawej strony (B.6) wzgledem uk i przyréwnujac ja do zera
otrzymujemy:

uk=-(Q +B'Kk+1B)_1B'Kk+1Axk (B.9)

(B.10)

Podstawiajgc (B.9) do (B.6) otrzymujemy:
akgk = E (X'kA'Kk+1Axk+2x'KA'Kk+B(Q +B'Kk+1B)-1B'Kk+1Axk +
k z

+X'kA'Kk+1B(Q + B'Kk+1B) 1B'Kk+lAxk + w'k Kk+lwk) +ek
(B.1N)
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co konczy faze dowodu nazwang jednoetapowym problemem optymalizacji. W fezie tej
wykorzystalismy zatozong posta¢ funkcji gk, co pozwolito na okreslenie optymalnego

prawa sterowania un (zY<) (B.9) oraz odpowiadajgcej mu postaci * (B.11).

B.3. WYZNACZENIE POSTACI FUNKCYJNEJDLA gk_1

Odpowiednio do struktury wyrazenia (B.3) mamy:

*AK-] —ak -1 'k I'lk-I(xkjuk_i)+ E”"g* (B.12)
*k-| | zk "

Poniewaz lk_j (xk, uk_i) jest z zatozenia formg kwadratowg zmiennych xk, uk.j, to
glownym zadaniem jest przeksztatcenie drugiego sktadnika sumy do takiej samej
postaci, jakg ma skfadnik pierwszy.
W tym celu podstawiamy w (B.I 1):

Xk=xk-x k +xk
=A'Kic+IB(Q +BiKk+iB)-1BIKit+i A

Mamy kolejno:

i X'kA'Kk+1Axk = (-2(xk -x k +xk)'Mkxk +
* %
+ (xk - xk +xk)'Mk(xk - xk + xk) +w'k Kk+wk) + ek
= E (-2x'kMkxk+2(xk-x k)'Mkxk +x'kMkxk+...-2(xk-x k)

ak”k

Mkxk + (xk - xk)' Mk (xk - xk) + w"' Kk+jwk) +ek -x'kMkxk +
A ZK
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Oznaczajac

xk =xk ~xk

ek =ek + « WkKk+Wwk+ E x'kA'kKk+1B) 1B'Kk+IAZK
% z1
(B-13)
otrzymujemy:
akgk i xX'kLkxk+ef£ (B.14)

z
Lt-A'(Kk+l-K kIB(Q +B'Kk+1B)-1B'Kktl)A

Obecnie nalezy wykona¢ odpowiednio do (B.12) catkowanie pierwszej strony
wyrazenia (B.14) wzgledem zk po zbiorze Z k | zk-1I.

Ek e (5 xXkLkxk)+a®l E ek-
Zkz'l 7k zk 1 * z zkz 1
(B. 15)
1 E xkLkck+a E e
Vi je-i"k KK Tk jk-i k
zk zK
Oznaczajac
ek-1—ak-1awl "k lek (B.16)

zk

otrzymujemy ostatecznie

K| (xX'k (Lk + Pk)xk +u'k-1Qk-luk-1) +ek-1I)
A-l7
czyli
Kk+A,(Kk tI-K ktI1B(Q +BtKk+1B)-1B'Kttl)A+3][

KN+1=PN+1
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Otrzymana posta¢ (B.17) posiada takg samg strukture jak (B.5).

Na zakoriczenie tej fazy dowodu pokazemy, ze reszta e”.j nie zalezy od zadnego ze
sterowan uk"l. W tym celu powréémy do wyrazenia (B. 13) z uwzglednieniem (B.16),
analizujac kolejno sktadniki sumy okreslajacej ejj.].

Mamy:

) E e”, sktadnik ten na podstawie tw. A.5 dod. A moze by¢ przeksztatcony do

postaci E e, w ktorej gestos¢ okreslona na zbiorze ZjJzk_1 nie zalezy od
Zok *

uk_1, a ejf nie zalezy od uk z zatozenia.
2) drugi ze sktadnikow przeksztatcamy nastepujaco

E I w'k Kk+iwk -|detA]| WKKk+wk =
N Lk-1 o k-1
zk z 8o I-i
FdetA | E w'k Kk+w k
rok-I Zk-l

co pozwala na stwierdzenie jego niezaleznosci od uk_*,
3) w ostatnim skfadniku roznica xk =xk -x k nie zalezy od uk'®, stad na podstawie
tw. A.5 z dodatku A

( *kMkxk)— E; ( E X0k Mkxok)
zk zk_1 * zk zZk 1 "k

E ( ™~ xokMkxok
Zok zk_1  rok ZK

stad caty skfadnik nie zalezy od uk'l.
Czynniki ak, ak_i majg wartosci liczbowe i nie zalezg od uk'®. Ostatecznie e”j nie
zalezy od uk_*, co konczy ostatnig faze dowodu.

Dla dowodu zaleznosci



354 K. Wojciechowski

cenok E A LIR(2)
xok = E . xok

wystarczy wykorzysta¢ okreslenie

a nastepnie na podstawie tw. A.5 z dodatku A podstawié¢

fRIz* (rk|zk)- fR,t zk (r>k|Z0 +Pl<zk' 1»

oraz

xk="k + Pl (zk 1)
gdzie

oi(zZk 1)= E A 11Rli(2)
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Abstract

In this paper synthesis of stochastic optimal control law under uniform probability
density of uncertain variables is presented for finite ontrol horizon, linear state and
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output equations and quadratic performance criterion. The initial state, the sequence of
disturbances in state equation and the sequence of measurement errors in the output
equation are jointly characterized by a given a priori uniform density of probability.
The control law is a function of the given measurement information constituting
together with the system nested information structure and should minimize the mean
value of quadratic performance criterion where the mean value is taken with respect to
the all uncertain variables. Introducing the notion of information sets and using their
one-to-one transformations the control law synthesis problem is converted into the
dynamic programming scheme with parameter minimization problem solved on each
stage. The obtained control law is for each stage of the considered horizon the linear
function of expected value of conditional state. It has been shown also that if the
density function of the state possesses a central symmetry, than expected conditional
value of the state can be replaced by center of gravity of conditional set of states being
the orthogonal projection of conditional information set on the subspace of the state.



