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STATECZNOSC LEPKOSPREZYSTEGO PRETA WARSTWOWEGO
Z UWZGLEDNIENIEM WPLYWU SCINANIA

Streszczenie. W artykule przestawiono analize problemu stateczno$ci preta warstwowego
z warstwami sprezystymi i tepkosprezystymi, z uwzglednieniem wplywu Scinania.
Wyprowadzono réwnania linii ugiecia takiego preta w przypadku ogélnym oraz dla preta z
warstwami tepkosprezystymi opisanymi modelem standardowym. Rozwigzanie zastosowano
w przyktadzie dla preta o przekroju ztozonym z elementu stalowego i warstwy betonu.

STABILITY OF VISCOELASTIC LAYERED BAR TAKING SHEAR
STRESS INTO CONSIDERATION

Summary. The article shows the analysis of stability of layered bar with elastic and
viscoelastic layers taking shear stress into consideration. Formulas of bending line of the bar
for general case and also for viscoelastic layers based on standard model were derived in the
article. The solution was used in the example for the bar consisting of steel element and layer
of concrete.

1. Wstep

Spotykane coraz czesciej w rozwigzaniach konstrukcyjnych ukfady warstwowe wymagajg
rozwigzywania nowych zagadnien teoretycznych, wsrdd ktérych najistotniejsze to:
- zagadnienie kontaktowe na styku warstw,
- problemy stabilnosci i dynamiki konstrukcji warstwowych,

szacowanie nosnosci.

W niniejszym opracowaniu podjeto rozwazania nad problemem stabilnosci konstrukcji
warstwowych, ktore stajg sie o tyle istotne, iz zespolenie materiatu sprezystego z materiatem

lepkosprezystym powoduje, iz uklad staje sie lepkosprezysty. Natomiast utrata statecznosci
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wnosi tu nowg jako$¢ - istotny staje sie czas. W efekcie zamiast natychmiastowe]j utraty
statecznosci otrzymujemy proces, ktéry w réznych chwilach prowadzi do utraty stabilnosci
narastania przemieszczen.

W przypadku zespolenia materiatbw o roznych wilasnosciach fizycznych trzeba
uwzgledni¢ réwniez wplyw Scinania na proces. Przedstawiony zakres problemoéw jest celem

niniejszego opracowania.

2. Réwnania problemu

Ponizej w kolejnych podpunktach pokazano ksztatt rownan geometrycznych, fizycznych i
sit przekrojowych w warstwowym precie lepkosprezystym.

zginanie $cinanie A-A

Rys. 1. Schemat lepkosprezystego preta warstwowego oraz rozktad odksztatcen w przekroju
Fig. 1 Diagram of viscoelastic, layered bar and its strains in the cross-section

gdzie:
w (k) - ugiecie catkowite (krzywizna catkowita), wO(k0O - wstepne, trwate ugiecie

(wstepna, trwata krzywizna), w(ii ) - ugiecie (krzywizna) wywotane zginaniem, w (j¢) -

ugiecie (krzywizna) wywotane $cinaniem.

2.1. Strona geometryczna

Przyjeto tu, iz przemieszczenia preta (ugiecia) sg suma klasycznych sktadowych (w”; w)
oraz dodatkowej sktadowej w wynikajacej ze Scinania.
w=w0+w+w 0)
dawv _da0 daw  d2w,

oS a2 e )
k =k0+k+k )
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Odksztatcenia w warstwie a, wywotane zginaniem (en) oraz odksztatcenia postaciowe (en)
wywotane $cinaniem wynosza:

d
Er=K Z ; * = dv)\(/ (3)

2.2. Strona fizyczna
Zatozono, iz pret sktada sie z p warstw sprezystych oraz a warstw lepkosprezystych.

Zwigzki miedzy odksztatceniami i naprezeniami w warstwach opisane sa:

w warstwach sprezystych rownaniami:

1 B fi 1
En ~ Efi 'Cn> e\3= ofi m°13 @)

w warstwach lepkosprezystych réwnaniami nieinwariantnej teorii dziedzicznosci:

*u(0 = 1 »» (0 + IX“(t,r) < (r) «dr (5)
Ea(t) 0
1 . i
Ga®) <3(0+ jK2a(t,T)-au(T)dT (6)

Ogolnie, uktad warstw sprezystych oraz lepkosprezystych mozna zapisa¢ tylko jedng para
réwnan: (5) i (6), z zastrzezeniem, iz w warstwie sprezystej Ka(t,r) =0.

W réwnaniach (5) i (6) jadra K “ i K2awynosza:

K“(t,r)--E a(t)- 910 @)
K“(tT)=-G a(t)-d¢>§/; T (8)
gdzie:
_ Ea(
Gah) = 2-D+vF(0] ©)

(10)

Ea(t), Ga(t) - modut Younga, modut Kirchhoffa materiatu w warstwie a (dla warstw
sprezystych Ep(t)=const, G”(t)) =const),
eia(t 9, e2a(t r)- funkcje petzania,

y20,1)- wspotczynniki Poissona odpowiadajgce odksztatceniom sprezystym i
odksztatceniom pelzania.
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2.3. Roéwnania sil przekrojowych

Z warunku réwnowagi sit osiowych w przekrojach obliczamy potozenie osi obojetnej:
(11,12
+JT\E* sH(t- r)mK* >x)dr mzp{t,x)dFP=0
PO fP

Sity wewnetrzne: momenty zginajace oraz sity tnace w poszczeg6lnych warstwach

przekrojow oraz w catych przekrojach:

Ma(t,x) = ja"t,x)-zadFa, M =2 > “(fx)

(13)
M= \za{t,xfdFa+ (14)
Ta(t,x)= F:a“ (t,x)dFa, T-= Ya j a(t,x) (15)

gdzie: y/“(t,T), yR*(t,i) - funkcje relaksacji materiatu lepkosprezystego warstwy a (przy
czym: iyia(t,t)=Ea(t), y/f(t,t)=Ga(i) ); H(t-r) - funkcja Heaviside’a, ka - wspdtczynnik
zalezny od ksztattu przekroju (np. dla prostokata k-1,1).

3. Rozwigzanie

Z rownan (14) i (16) po uwzglednieniu réwnan strony geometrycznej i fizycznej
otrzymano dla warstwy a ( gdzie poprzez a oznaczono dalej warstwy lepkosprezyste i

sprezyste przekroju):

(A7)

(18)
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gdzie:, F", J° - pole przekroju i moment bezwtadnosci warstwy a, symbol ,,0”0znacza catke

|
iloczynu funkcji: /, o/ 2=J/, (t,t) W 2(r)dr.
o

W dalszych rozwazaniach przyjeto nastepujace oznaczenia:

EJ=Y,Eala\ G kF G akaFa (19)
a a
Ao K2= £A 10 * 2 (20)
a n a

Sumujgc rownania (17) i (18) dla catego przekroju, a nastepnie wstawiajac je do rownania

krzywizn (2), otrzymujemy réwnanie catkowe Volterry 2 rodzaju:

dw d2wn 1
dx2  dx EJ 1 u
1 'daM d2M
GkF dx2  dx2
Oznaczajgc strzatke ugiecia catkowitego jako f(t) i przyjmujac linie ugiecia preta

(21)
K2

przedstawionego narys. (1) w postaci:

(22)
oraz uwzgledniajac, ze
M(t,x) =P mw(t,x) (23)
rownanie (21) mozemy zapisa¢ w postaci:
SI('M oy )2+ (y)2=jj-[-P-f(t)-P-)f(r)Ki(t,T)dr] +
(24)
-P - dj)2—P '(y)2<)f(T)K2t,T)]d
oke P M 4p2P (2K ALIr
Dalszy tok rozwigzania réwnania (21) przedstawiono przyjmujac nastepujace zatozenia:
Warstwy lepkosprezyste opisane sa rownaniami inwariantnej teorii dziedzicznosci:
Ka{t,r) =Ka{t-r) (25)

- Modut Younga warstwy lepkosprezystej jest staty w czasie: Ea(t)=const.

- W zwiagzku z niewielkg réznicg wspétczynnikéw Poissona \Pj(t), \Pi(t,t) przyjeto, iz
\Pi(t)= \?2 (t,*)= yP=const, w wyniku czego funkcje petzania oraz moduty: Younga i
Kirchhoffa przy zginaniu i écinaniu sg proporcjonalne.

- Brak wstepnych trwatych ugie¢ preta.



454 K. Skwarek
P6 uwzglednieniu powyzszych zatozen réwnanie (24) mozemy zapisa¢ w postaci:

(26)

gdzie:

— (0

Przyjmujgc nowga zmienng O=t-T => d9=-dt oraz szukajac rozwigzania o0 postaci:
/(1) =10¢eu , otrzymujemy réwnanie:

GFk = Je-¥-K,(e)de (28)
P.0+.2-fltr3:f) o
GFk

Prawa strona roéwnania (28) przedstawia przeksztatcenie Laplace’a  funkcji
Ki(9): Kt(A) = L(Kt(6)). Wyznaczajac parametr A z réwnania (28), otrzymujemy szukane
rozwigzanie linii ugiecia.

Do dalszych rozwazan przyjeto, iz w przekroju wystepuje jedna warstwa lepkosprezysta
oraz jadro réwnania catkowego K/ft-r), opierajac si¢ na standardowym modelu Teologicznym:

K,(t-T) =C-r-e-H-~)

Ei-
E:E\'EZ n=-
€X+82 E\+ E2
ty i
r=-JL-, r.c="—-
Ex-n Ex-n

1/

Rys. 2. Schemat modelu standardowego wraz z oznaczeniami parametrow
Fig. 2. Diagram of standard model and its parameters specification

Rozwigzanie réwnania (28) dla przyjetego modelu standardowego przyjmuje postac:

= gdzie: (29)
2'(1 +v)-C-y-P
P- C-y+—( \gl-:-lz--y—eL-y+nyﬂ VNI
2=—T. € (30)
v GFk

Wartos¢fo wyznaczamy z warunku poczatkowego.
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4. Przykfad liczbowy

llustracjg numeryczng poprzednio prezentowanych rozwazan bedzie utrata stabilnosci
odksztatcen stupa stalowo-betonowego o nastepujacych charakterystykach geometrycznych i
materiatowych:
Warstwa lepkosprezysta (beton):
E,=29 [GPaj; F=0.016 [m2]; G=13 [GPa]; k=1,200;
L v=0,17; C=0,97 [m2 Pa]; y=0,026 [d']
18 Warstwa sprezysta (stal):
I E=200 [GPa]; F=0.042 [m2]; G=80 [GPa],
k=1,254; v=0,30

Rys. 3. Dane geometryczne oraz materiatowe przyjete w przyktadzie
Fig. 3. Geometrical and material data used in the example

Ponizej przedstawiono wykresy strzatki ugiecia od czasu w zaleznosci od réznych wartosci

sity P.

Rys. 4. Wykresy zmiany ugiecia od czasu w zaleznosci od parametru X
Fig. 4. Deflection-time diagrams depending on parameter X
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5. Podsumowanie

Analizujac utrate statecznosci lepkosprezystego preta warstwowego, mozemy dojs¢ do
nastepujacych wnioskow:

Poszukujac funkcji ugiecia, w zaleznoéci od czasu, w postaci w(x,/) =w, (x) seu dla preta
bez trwatego ugiecia poczatkowego i analizujgc znak parametru A mozemy stwierdzi¢, ze
przy A >0 pret moze ulec z czasem wyboczeniu (przy A -*» wyboczenie nastepuje
natychmiastowo po przytozeniu sity P), przy A =0 pret znajduje sie w stanie statecznosci,
przy A <0 ugiecia preta przy statym obcigzeniu malejg (taka sytuacja moze mie¢ miejsce np.
przy wstepnym ugieciu sprezystym preta).

Badajac wplyw $cinania na utrate statecznosci preta lepkosprezystego, mozemy stwierdzic,
iz wplyw ten wzrasta wraz z uptywem czasu. W analizowanym przyktadzie wzrost

narastajgcego ugiecia od $cinania po okresie 400 dni wynosit «8%.
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