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OCENA EFEKTYWNOSCI 4-WEZtOWYCH
ELEMENTOW POWLOKOWYCH

Streszczenie. W ramach nieliniowej szescioparametrowej teorii powtok wprowadzono ro-
dzing 4-weztowych elementéw skoriczonych klasy C°. W pracy analizuje sie wrazliwosé
tychze elementdw na zjawisko blokady/zakleszczenia (ang. locking effect). Rozwazania ogra-
niczone sg do liniowej statyki. Formutuje sie zasade prac wirtualnych i zasade wariacyjna
Hu-Washizu, z ktérych wynikajg postaci macierzy elementowych. Nastepnie w przykfadach
analizuje sie wystepowanie zjawiska blokady w kontekscie gestosci podziatu i dystorsji siatki.

EVALUATION OF 4-NODE SHELL ELEMENTS

Summary. Within the framework of nonlinear 6-parameter shell theory a family of finite
elements is developed. These elements are studied in the context of locking phenomena. Con-
siderations are confined to linear analysis. The element matrices are constructed by using the
principle of virtual work and Hu-Washizu functional. Then, in examples the locking phenom-
ena are studied in examples in the context of mesh density and distorsions.

1. Zjawisko blokady w metodzie elementéw skonczonych

Zjawisko blokady/zakleszczenia {ang. locking effect) jest znane od poczatku metody ele-
mentéw skorczonych (MES). Objawia sie ono jako razaco duzy btgd w otrzymanych wyni-
kach, ktéry jest niewrazliwy na zageszczanie siatki podziatu. W powtokach cienkich bardzo
mate odksztatcenia membranowe lub bardzo mate poprzeczne odksztatcenia postaciowe po-
woduja, ze energia membranowa lub energia od poprzecznego $cinania tak dominuje w wyra-
zeniu na catkowitg energie sprezysta, ze wrecz usuwa w cien {blokuje, zakleszcza) decydujacq
wiasnie 0 rozwigzaniu energie sprezystg od zginania. Aby zaradzi¢ temu efektowi, zapropo-
nowano dotychczas szereg technik, takich jak: technika jednolicie/selektywnie zredukowane-

go catkowania {ang. Uniform/Selective Reduced Integration), technika zatozonych
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odksztatcen/naprezen (ang. Assumed Strain/Stress Method), sformutowania mieszane (ang.
mixedformulations) czy wzbogacone {ang. enhancedformulations). W pracy poréwnuje sie
trzy 4-weztowe powtokowe elementy skoriczone. Sg to: standardowy przemieszczeniowy
element CAMe4, element ANS {ang. Assumed Natural Strain) o zatozonym polu odksztatcen
wg koncepcji Dvorkin i Bathe [1] oraz element EAS {ang. Enhanced Assumed Strain) o
wzbogaconym polu odksztatcern wg pracy Simo i Rifai [2].

Technika ANS, opracowana oryginalnie dla odksztatcen poprzecznych od $cinania, zakta-
da, iz odksztatcenia obliczane sg najpierw w pewnych okreslonych punktach tzw. pomiaro-
wych {ang. sample points), a nastepnie interpolowane do punktéw catkowania. Metoda ta nie
wprowadza dodatkowych stopni swobody. Jest solidnym narzedziem szeroko udokumento-
wanym w literaturze.

Koncepcja wzbogacania odksztatcen (EAS) bazuje na dodaniu do standardowych (zgod-
nych) odksztatcen pewnych pol okreslonych tylko wewnatrz elementu skoriczonego. Wpro-
wadza ona jednak, na poziomie elementu, dodatkowe wielko$ci podlegajace procesowi kon-
densacji statyczne;j.

Celem referatu jest zbadanie zachowania wspomnianych elementéw w pewnych testach na
wystepowanie zjawiska blokady w cienkich powtokach sprezystych. Elementy przemieszcze-
niowe CAMe4 i ANS zostaty opracowane w pracy [3], a element EAS jest rozwijany przez

autora w ramach pracy doktorskie;j.

2. Zarys statyki powtok i implementacji MES

Podstawy teoretyczne rozwazanej teorii powtok mozna odnalezé np. w pracy [4], [5], a
sformutowanie numeryczne zostato oméwione m. in. w pracach [3], [5], Pole przemieszczen
w obszarze powtoki opisane jest przez u{x,t) =y{x,t)-x. Tutaj y{x,t) jest wektorem wo-
dzacym zdeformowanej powierzchni podstawowej powtoki M{t), a x jego potozeniem po-

czatkowym M=M{0) traktowanym tu jako konfiguracja odniesienia. Tensor Q opisuje ruch
wektorow kierunkowych (najezenia) tI{x,t) =Q{x,t)t°{x) od konfiguracji poczatkowej
{/°(i9)} do aktualnej {f,.(jc./)} powierzchni podstawowej powioki. Reprezentuje on pewien

usredniony wzdtuz wtokna (grubosci) powtoki obrot. Na wielkosci przemieszczen i obrotdw,
poza warunkiem odwracalnosci, nie naktada sie zadnych ograniczef. W rozwazanych w pracy

powtokach postuluje sie istnienie funkcji gestosci energii odksztatcenia \A{efi,Kp;x),
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P =1,2, mierzonej na jednostke powierzchni M. Zaklada sie, ze W jest analityczng funkcjg
uog6lnionych odksztatcen powtoki zdefiniowanych  przez: Ep=y,p~Qx,p,
Kp - ad~'(Q,p QT). Tutaj (,),p=8{.)I8"p oznacza pochodng czastkowa wzgledem dowolnie
wybranego uktadu wspotrzednych {ifl,/3 =1,2} parametryzujacych lokalnie M. Poprzez
ad(...) oznaczono odwzorowanie, takie ze dla dowolnego wektora ze E itensora Zeso (3)
jest z->Z =ad(z), gdzie z jest wektorem osiowym Z, tzn. Zv =zxv dla kazdego ve E.
Relacje konstytutywne tak pojetej powtoki hipersprezystej majg postac: np=dWIdEp,
mP =dWIdKp. Tutaj np{x,t) i mp(x,t) sg odpowiednio wektorami przekrojowych (we-
wnetrznych) sit i momentéw. Brzeg 8M powierzchni podstawowej M jest sumg
8M =8Mdu dMj- czesci o okreslonych odpowiednio przemieszczeniowych dMdi napreze-
niowych warunkach brzegowych 8M”. Uwzgledniajac powyzsze pojecia, zapisuje sie staba

posta¢ problemu brzegowego jako

G[u\w]="[ttP(y,p+y,py.w) +mli'W,p\¢ia-*{f»v +Cw)8a- J (/i*»v+/cte»4)dj =0 (j)
M M M

gdzie v(x) i w(x) sa dowolnymi, kinematycznie dopuszczalnymi polami wirtualnych prze-
mieszczen, (v(x) =h'(jic) =0 na 8Md), a f(x) i c(x) wektorami wypadkowych obcigzen
zewnetrznych w postaci sit i momentéw powierzchniowych. Rozwigzanie réwnania (1) prze-
biega na drodze iteracyjnej. Wystepowanie tensora obrotu Q stanowi o trudnosci zagadnienia,
gdyz przestrzen konfiguracyjna rozwigzan nie posiada struktury przestrzeni liniowej. Wyma-
ga to niestandardowej aproksymacji na grupie obrotéw, linearyzacji réwnan, prowadzenia
procesu iteracyjnego, parametryzacji i uaktualnienia zmiennych obrotowych. Techniki te
omawia sie szczegotowo, np. w monografii [5],

Dla wygody wprowadza sie zapis macierzowo-operatorowy. Wystepujace w (1) wirtualne

przemieszczenia w = (v,w), powierzchniowe obcigzenia p=(/,c), obciazenia brzegowe
s*=(#!",m ) oraz miary odksztatcen (£p,Kf) i naprezen {np,mp) zapisuje sie jako macierze

jednokolumnowe

e V
=2 n’
- i, - i P ) - = 2
w l\\;v{ p KCI S (m) £ *i! m 2
*2.

Wirtualne zwiazki kinematyczne przyjmuja posta¢



572 W. Witkowski

St (0) =Bw = ®)

W zapisie tym dla powtok sprezystych, przy relacji kinematycznej £=£(u) i réwnaniu kon-
stytutywnym s = $(e) , zasada przemieszczen wirtualnych brzmi

G,[y;w] =Ge[y;w], Vw =(v,n> kinematycznie dopuszczalnych. (4a)
gdzie

(4b)

Funkcjonat (4b) stanowi baze dla przemieszczeniowych elementéw skonczonych CAMe4
oraz punkt wyjscia przy formutowaniu elementdw o zatozonych odksztatceniach (ANS) opra-
cowanych w pracy [3].

Elementy EAS [2] biorg za punkt wyjscia zasade wariacyjng Hu-Washizu. Zakiadajac
potencjalno$¢ obciazenia <GF[iu;w] =-G c[ui;w], istnienie powierzchniowej funkcji energii
odksztatcenia CP(c) = O(£/I,K/i) i relacji kinematycznej £ =£(0), wariacja zasady Hu-Washi-
zu przybiera postac¢

SWIW,£,§; W, 5e,(8]=  ((Bw)r§+SsT(e(o) - £)+ StT(36G2- §)~da+5V[ gw],  ~

U podstaw sformutowania EAS lezy réwnanie £=£(y)+£, gdzie e(u) jest wektorem
zgodnych odksztatceri, a £ - wektorem odksztatcenn dodatkowych (wzbogacajgcych). Stad
mozna zapisa¢ £-£ =-£, co z kolei daje

SW[w,£,s;wW,Si,<S]| = ((Bw)rdcd +(8t)T{dLO -8 ) -SsTt) da+<SHy;w], (6)

Fizyczne sktadowe (odniesione do bazy ortonormalnej) dodatkowych p6l odksztatcen oblicza

sie na poziomie elementu wg £(£) =P(f)B{e). Wybor swobodnych parametréw elemento-
wych 8@ oraz macierzy interpolacyjnej P(£) decyduje o skutecznosci omawianego podej-
4cia. Funkcje wchodzace do macierzy P sg definiowane we wspétrzednych izoparametrycz-
nych £ =(r,j). Nastepnie przenosi sie je do przestrzeni fizycznej, stosujac regute transfor-

macji w przéd (ang. push-forward), gdzie role gradientu deformacji petni jakobian prze-

ksztatcenia  izoparametrycznego. W  toku przeksztalcen otrzymuje sie  wzor

P(<h)=jj~"Tt| E . Tutaj jo jest wyznacznikiem jakobianu obliczanym w $rodku ele-
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mentu (r =s =0),]j za$ jest wyznacznikiem jakobianu w punktach catkowania. Posta¢ macie-

rzy Trzalezy od liczby sktadowych odksztatcenia, a E o0znacza macierz funkcji interpolacyj-

nych pola wzbogaconych odksztatcen £ we wspdtrzednych izoparametrycznych (r =s). Od
E zada sie, by spetniata warunek | =0. ldac za pracg [6], wzbogaca sie tylko od-
ksztatcenia poprzeczne i membranowe, pozostawiajac niezmienione odksztatcenia zgieciowe.
Definiujgc nastepujace funkcje: / =f(r,s) =2r(s2-1),g5 g(r,s) =2s(r2-1), wprowadzo-

no dwa elementy. Elementy te oznacza sie: EAS(IO) i EAS(14), ich macierze E dane sg od-

powiednio
r rrs

S 0 Srs 0

E)= " . iEQ4) = re
G(xlo) IGSM) SIS
0 f g fg 0 f g fg
s f fg. g f fg.

3. Testy

3.1. Test membranowy

W zadaniu pierwszym ocenia si¢ elementy pod katem wrazliwosci na dystorsje siatki po-
dziatu w PSN (rys. 1). W rozwigzaniu $ledzi sie¢ przemieszczenie u punktu (a). Przykiad ten
podjeto miedzy innymi w pracach [2] i [7]. Dodatkowo podaje sie rozwigzania z wiasnych
elementéw PSN: Q1 - standardowy biliniowy element izoparametryczny, QI/E4 i QI/E7 -

jak Q1 z odpowiednio 4 i 7 parametrami wzbogacajacymi wg [7],

Rys. 1. Test membranowy - dane zadania, jednostki {N, m}
Fig. 1. Membrane test- problem statement, units {N, m}
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parametr skoszenia siatki A

Rys. 2. Test membranowy - wyniki
Fig. 2. Membrane test - results

Z rys. 2 wynika, ze standardowe przemieszczeniowe elementy Q1 i CAMe4 sg zabloko-
wane. Powtokowy element ANS, do skoszenia A=4 (patrz rys. 1), daje dobre wyniki, ,,wy-
buchajac” dalej, co moze by¢ wynikiem zatozen obliczania odksztatcen w metodzie ANS. Na
tle powyzszych, elementy EAS dajg bardzo dobre rezultaty - w szczegélnosci nalezy podkre-
$li¢ monotonicznos$¢, jak i doktadne rozwigzanie dla A=0. Warto zauwazy¢, iz EAS(14) daje

lepsze wyniki niz EAS(10).

3.2. Test membranowy i ptytowy

W kolejnym zadaniu (rys. 3) bada sie takze wrazliwo$¢ rozwigzan na dystorsje siatki. W
PSN bada sie dwa przypadki obcigzenia (za praca [8]), a w stanie ptytowym proponuje sie
dwa wiasne warianty. W kazdym z przypadkéw wyniki poréwnane sg z rozwigzaniami wg

teorii belek Bemoulliego. Wyniki zebrano w tablicy 1

Rys. 3. Test membranowy + ptytowy - dane zadania, jednostki {N, m}
Fig. 3. Membrane + bending test- problem statement, units {N, m}
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Tablica 1
Wyniki dla testu membranowego i ptytowego - przemieszczenia punktu (a)

M | » /
Teoria belek 100.000 102.600 268.660 20.000
SIATKA REGULARNA
CAMe4 (FI) 55.661 58.593 101.480 7.566
CAMe4 (URI) 100000** 99001** 262.670%* 20.000**
ANS 93.662 95.393 262.06 19.818
EASCIO) 99.900 101.56 262.06 19.818
EAS(14) 99.900 10157 262.06 19.818
SIATKA NIEREGULARNA

CAMe4 (FI) 40.583 46.433 105.06 7.105
CAMe4 (URI) 103000%* 99751** 267.67** 20.600
ANS 92.799 94.355 260.39 19.836
EASCIO) 84.600 87.236 264.03 20.533
EAS(14) 95.069 97.136 264.03 20.533

** wymagane catkowite zamocowanie

Whyniki dla elementu przemieszczeniowego CAMe4 przy petnym catkowaniu sg obarczo-
ne efektem blokady. Jest to widoczne zwikaszcza w najtrudniejszym i najbardziej reprezenta-
tywnym tescie czystego zginania, gdzie z definicji naprezenia poprzeczne sg rowne zeru.
Znaczng poprawe wynikéw uzyskuje sie w stanie ptytowym przy jednolicie zredukowanym
catkowaniu kosztem jednak wystapienia form pasozytniczych (ang. spurious zero-energy
modes). W rozwigzaniach elementem ANS widoczne jest jego dobre zachowanie w PSN. Po-
dobnie jak w poprzednim zadaniu elementy EAS daja dobre wyniki i tu zaznacza sie przewa-

ga elementu EAS(14) nad EAS(10).

4, Whnioski

Otrzymane wyniki wskazujg iz elementy ANS moga zawies¢ w przypadku znacznych
dystorsji siatki podziatow. W kontekscie elementéw EAS nalezy zaznaczy¢ ich mniejsza
wrazliwosé na skoszenie elementu. Widac tez, iz dodanie iloczynéw wspétrzednych rs w ma-
cierzy E znacznie poprawia wyniki. Poprawe taka otrzymano takze w pracy [7], gdzie stoso-
wano powlokowy element zdegenerowany. Dalszym etapem jest implementacja w zakresie
geometrycznie nieliniowym. Przewiduje sie przedstawienie wynikéw w wystgpieniu konfe-

rencyjnym.
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