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MOŻLIWOŚĆ WYKORZYSTANIA ASYMPTOTYCZNYCH ROZKŁADÓW 
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WYSTąPOWANIA WSTRZĄSÓW INDUKOWANYCH EKSPLOATACJĄ GÓRNICZĄ

Streszczenie. Zakłedajęc, że rozkład lokalnej wytrzymałości w 
danej oDjętości skały podlega symptotycznemu rozkładowi wartości 
minimalnych Gumbela trzeciego typu (równanie 4b) i przyjmując za
leżność Griffiths między wytrzymałości? i długości? pęknięcia (5), 
wyprowadzono, że rozkład długości pęknięć i rozkład energii sejs
micznej wstrzęsów Jest rozkładem wartości maksymalnych Gumbela dru
giego typu. Analiza sejsmiczności obszaru Górnośląskiego Zagłębia 
Węglowego za okres 1982-1984 wykazuje, źe dy6trybuantę empiryczn? 
można aproksymować asymptotycznym rozkładem Gumbela drugiego typu. 
Aproksymacja byłaby jednak znacznie lepsza, gdyby przyjęć blmodal- 
ność rozkładu wstrzęsów. Może to sugerować, że najsilniejsze z nich 
(o energii > 108 O) sę generowane przez ocrj«1-' mechanizm.

1. WSTąP

Można przyjęć, że występienie wstrzęsu w górotworze uwarunkowane Jest 
zaistnieniem najmniej 6przyjaJ?cych okoliczności, do których zwykle zali

czamy maksymalne naprężenia i lokalnie nsjmniejsz? wytrzymałość. Jeśli 
założymy, że zarówno rozkład naprężeń, Jak i rozkład wytrzymałości maj? 
charakter losowy, to wydaje się obiecujęce wykorzystanie statystycznej 
teorii wartości ekstremalnych (wyrazów skrajnych) do oceny prawdopodo

bieństwa występienie tych zjawisk. Teoria ta zsjmuje się bowiem ocenę 
prawdopodobieństwa występowania zdarzeń w tzw. ogonach rozkładów, czyli 

wartości minimalnych lub maksymalnych zmiennych losowych.
Występowanie wartości maksymalnych (jak i minimalnych) można rozpatry

wać Jako nowę zmiennę losowę, której rozkład zależy od typu i parametrów 
rozkładu poczętkowego zmiennej losowej, Jak i wielkości badanej próby. 
Przy dużym rozmiarze badanej próby rozkład ten zwykle zmierza do rozkładu 

asymptotycznego.
Gumbel [l, 2] wyprowadził trzy typy asymptotycznych rozkładów wartości 

ekstremalnych (maksymalnych lub minimalnych) dla stosunkowo szerokiej 

klasy rozkładów poczętkowych zmiennych losowych.
Rozkład asymptotyczny wartości maksymalnych pierwszego typu wyprowa

dzono dla zmiennych losowych o rozkładach: wykładniczym, normalnym, gamma
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(Pearsona trzeciego typu) lub logarytmiczno-normalnyra. Dystrybuanta praw
dopodobieństwa wartości maksymalnych asa wówczas postać:

F(x) = p(x < x ) ■ exp<-exp [-kjCk - Vj)U (l)(1)
gdzie kj > O; - parametry rozkładu.

Dla zmiennych losowych o początkowym rozkładzie typu Cauchy lub Pareto, 
Gumbel [l] wyprowadził asymptotyczny dystrybuantę drugiego typu, czyli:

gdzie k2 > O; X > t  > O; V2 > £ .

Oeśli zmienna losowa posiada kres górny, co oznacza, że istnieje pew
na wartość co , której zmienna nie może przekroczyć, wówczas dystrybuanta 
asymptotyczna należy do trzeciego typu i przedstawia się następujęco:

gdzie x < co ; < tt> ; k^ > 0, U) , V3 , k3 - parametry rozkłBdu.

Analogicznie wyprowadzono trzy typy asymptotycznych dystrybuant wartości 
minimalnych [l, 2j .

Oak wynika z badań [2 , 3, 4, 5] , asymptotyczna dystrybuanta wartości 
minimalnych trzeciego typu jest bardzo często wykorzystywana przy opisie 
rozkładów różnych mechanicznych właściwości skał, a w szczególności wy
trzymałości na rozcięganie, wytrzymałości na ściskanie , zniszczenia zmę
czeniowego itp. Przedstawia się ona następujęco:

gdzie x > £ > 0 ; V > £ ; k > 0 .

Parametry dystrybusnty k, V , £  określaję kształt i przebieg rozkładu i 
zależę od typu i parametrów rozkładu poczętkowego zmiennej losowej.

2. MODEL TEORETYCZNY

Szczególnym przypadkiem asymptotycznego rozkładu wartości minimalnych 
trzeciego typu jest rozkład Weibulla często używany ** gęotechńice do opi
su rozkładu wytrzymałości skał ¡4]. Przyjmuje się wówczas, że zniszczenie 
skały zachodzi zgodnie z modelem najsłabszego ogniwa, tzn. że zniszczenie 
danej objętości skały V przy naprężeniu C? zachodzi wówczas, gdy lokal
nie wytrzymałość skały x będzie mniejsza lub równa naprężeniu 6 ;

(2 )

k

(3)

(4)

<S - <Z„ k i
F(<5) = p(x $ &) * 1 - exp (4e)

gdzie -6 k - parametry rozkładu określajęce własności górotworu.
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Ś ><SU > 0

* o >  ®o 

k > 0

V » rWo

VQ - elementarna objętość skały.

W takim przypadku parametr można interpretować jako pewnę granicznę

(minimalnę) wytrzymałość skały, poniżej której zniszczenie nie zachodzi, 
g j e s t  naprężeniem, przy którym prawdopodobieństwo zniszczenia Jednost

kowej objętości skały wynosi 0,65 ( 6 =  śg; V = V , zatem f(6) = 0,63),

a parametr k zależy od rozkładu mikropęknięć 1 pęknięć w ośrodku skal-

nyra [3] .
Wyznaczenie wszystkich trzech parametrów rozkładu może być kłopotliwe, 

dlatego zwykle ogranicza się ich liczbę do dwóch, przyjmujęc np. ¿ u = 0. 
Założenie to w rozważaniach ogólnych nie ma większego znaczenia, gdyż pa

rametr 6 powoduje jedynie przesunięcie rozkładu zmiennej losowej wzdłuż 

osi odciętych, nie zmieniając jego kształtu.
Załóżmy zatem, że rozkład wytrzymałości danej objętości górotworu V 

składajęcej się z n elementarnych objętości VQ określony Jest asymp

totycznym rozkładem wartości minimalnych Gumbela trzeciego typu (rozkładem 

Weibulla) w postaci: ;

F (6 )  = P (x  £  6 ) «= 1 - exp [- ^ - ( f )  J  ( 4t>)
O

k > 0; V >  0.

Załóżmy także, te lokalna wytrzymałość górotworu x jest określona dłu

gości? istniejącego w niej największego pęknięcia 2 c , a funkcyjnę zależ

ność określa zmodyfikowany wzór Griffitha [6] :

Y 6('3fc)1/̂ 2 = const = Kw o w

gdzie:
«N - współczynnik intensywności naprężeń dla różnych typów zniszczenia 

(n = I przy rozrywaniu, N = II przy ścinaniu poprzecznym,

N = III przy ścinaniu podłużnym),
Y - współczynnik geometryczny, który zależy od rozmiaru pęknięcia.

Jak i geometrii obciętanej skały.
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Oeśli założymy ponBdto, że pęknięcia w górotworze występuję losowo i 
nie ma wzajemnego wpływu między pęknięciami, wówczas połowę długości 
pęknięcia możemy rozpatrywać jako zmiennę losową Y.

Wskutek zależności (5) dystrybuanta zmiennej losowej Y (długości 
pęknięcia) będzie zwięzana z rozkładem zmiennej losowej X (wytrzyma

łością skały) związkiem:

F(c) = P(Y £ c) = P(x > Ac-1/2 ) * 1 - (Ac-1/2 ) (6)

gdzie :

KN

a O

Zachodzi bowiem zwięzeki

p(y si c) = p(x > 6 ) (7)

Zależność (7) należy interpretować następująco: spadek długości pęknięcia 
wiąże się ze wzrostem wytrzymałości górotworu, tzn. że dystrybuancie dłu

gości pęknięć f(c) odpowiada prawdopodobieństwo niezniszczenia górotwo

ru , czyli prawdopodobieństwo, że lokalna wytrzymałość górotworu będzie 
większa od istniejących w nim naprężeń 6 .

Podstawiając (4b) do (6) uzyskujemy:

F(c) = p(Y < c) = exp ^ - ( ^ 7--- ) J ■ exp£- (jr)k//2J (8)

gdzie:

U . ( V _ ) 2 A  a 2 y-2. 
o

Oznacza to, że przy tych zełożeniach dystrybuanta długości pęknięć Jest 
asymptotycznym rozkładem wartości maksymalnych Gumbela drugiego typu.

Oeśli następnie przyjmiemy, że energis sejsmiczna E jest funkcyjnie 
związana z rozmiarem pęknięcia, np. w postaci:

E = De (9)

gdzie :

D > 0; jb > 0 - stałe współczynniki,

to podstawiając (9) do (e) uzyskujemy dystrybusntę rozkładu maksymalnych 
energii wstrząsów w postaci:
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t v |( "i
- (ę^) 2J (10)

gdzie:

V2 ■ uP D

„  _ k 
z SJ5*

Podobnie Jak dystrybuanta długości pęknięć (8) dystrybuanta energii 
sejsmicznych wstrzęsów (10) Jest także asymptotycznym rozkładem wartości 
maksymalnych Gumbela drugiego typu.

W oparciu o przedstawiony powyżej statystyczny model pękania skał moż

na powięzać rozkład energii wstrzęsów z rozkładem wytrzymałości górotworu 
i długości występujących w nim pęknięć.

3. ANALIZA ROZKŁADU ENERGII NAOSILNIEOSZYCH WSTRZĄSÓW Z RE30NU GZW

Wcześniej prowadzone prace [_7, 8, 9, 10, li] pozwalaję założyć, że do 
opisu rozkładu energii najsilniejszych wstrzęsów indukowanych eksploata

cję górniczę można wykorzystać asymptotyczny rozkład wartości maksymal

nych Gumbela drugiego typu. Nie jest to Jednakże jedyne rozwięzanie, gdyż 
można również stosować inne rozkłady. Jak np. rozkład wartości maksymal

nych Gumbela trzeciego typu, a także inne rozkłady [12, 13, 14, 15, 16] .

Przeanalizujemy zatem na przykładzie sejsmiczności (bez ROW) Górnoślę- 
Skiego Zagłębia Węglowego za okres 1982-1984, który z rozkładów wartości 
maksymalnych Gumbela najlepiej opisuje obserwacje. Analizę najsilniej

szych wstrzęsów (e > 1 x 105 0) sporzędzono w oparciu o archiwum Głównego 

Instytutu Górnictwa [li]. Aby wydzielić typ rozkładu asymptotycznego, za

stosowano metodę Oenkinsone [2] , w której dystrybuanty wartości maksymal
nych wszystkich trzech typów sprowadza się do postaci:

F(E) « exp[-exp(-y)J (lł)

gdzie:
dla rozkładu pierwszego typu y • k^(E - Vj ),

dla rozkładu drugiego typu y • k2 [ln(E - £ )  - ln(v2 - E )] ,
dla rozkładu trzeciego typu y » -kj[ln(u) - E) - ln(u) - Vj)J .

Określajęc następnie kształt zależności E - f(y) (w której 
y « -ln[-ln f (e )J ) można rozróżnić typ rozkładu, gdyż dla rozkładu Gumbela 
pierwszego typu zależność ta jest liniowa, dla typu drugiego wypukła w

dół, a dla typu trzeciego wypukła w górę [2 , 7, 8] .
Dystrybuantę emplrycznę określano w oparciu o dane z archiwum Głównego 

Instytutu Górnictwa Jako:
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Rys, 1. Dystrybuanty f(e) energii sejsmicznej wstrzęsów (e > 1 x 10 0) 
z rejonu GZW (bez ROW) zarejestrowanych w latach 1982, 1983 1 1984 przed

stawiono w układzie E « f (y ), gdzie y * -ln [-ln F(e)J

Fig. 1. Distribution functions f (e ) of the tremors seismic energy 
(E£l x 105 3) from the Upper Silesia Coal 8asin (without the Rybnik Coal 
District) registered ln the years 1982, 1983 and 1984 have been presented 

ln the system E » f(y), where y « -ln[-ln f (e )J
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Rys. 2. DystrybuBnty F(e ) energii sejsmicznej wstrzęsów (E) 1 x 10 3)
z rejonu GZW (bez ROW) zarejestrowanych w latach 1982, 1983 i 1984 przed
stawione w układzie ln(E-£) = f(y) gdzie y = -ln [-ln f (e )J . (tinię cię- 
ałą zaznaczono wykres dopasowanej dystrybuanty rozkładu asymptotycznego 
Gumbela drugiego typu, linię przerywana proponowane doossowanie, oddziel

nie dla wstrzęsów słabszych i najsilniejszych)

Fig. 2. Distribution functions FÍE) of the tremors seismic energy 
(e > 1 x 10^ 3) from the region of Upper Silesia Coal Basin (without Ryb
nik Coal Destrićt) reoistered in. the years 1982, 1983 and 1984, presented 
in the system ln (E - ć) = f (y)) , where y = -In [-In F(e )J. With a continu
ons line is marked the diagram of the matched distribution function of 
Gumbel asymptotic distribution of the second type, with a broken line - 
the proposed matching, separately for the weaker and the strongest tre-

mors

(E-mi n
>A 0.7 0.9 0.98 0998
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F(E) " i T T T  (12)

gdzie:

Na - liczba wstrzęsów o energii nie większej od E,

N - całkowita liczba wstrzęsów.

Uzyskane dane przedstawiono w układzie E = f(y) na rys. 1 w zakre-
6 fi

sie energii sejsmicznych od 1 x 10 0 do 2 x 10 0 ze względu na skalę

rysunku. Z rysunku tego wynika wyraźnie, że dane należy aproksymować 
funkcję wypukłę w dół. czyli z trzech asymptotycznych rozkładów wartości 
maksymalnych Gumbela najlepiej będzie opisywać dane rozkładu drugiego ty

pu.
Aby przeanalizować dane w szerszym przedziale energii sejsmicznych 

(od 1 x 10J 0 do 1 x 108 0), na rys. 2 przedstawiono dystrybuanty w ukła

dzie ln(E - 6) = f(y). W układzie tym równanie (2) przekształca się w

równanie prostej o współczynniku kętowym k^ . Z rysunku 2 wynika, źe 
dane możne aproksymować prostę, przy czym największe odchylenie obserwu

je się dla najsilniejszych wstrzęsów. Zgodność byłaby znacznie lepsza, 
gdyby do aproksymacji wyników wykorzystać dwie proste o różnych współ

czynnikach kątowych: dla wstrzęsćw o energii sejsmicznej mniejszej od

108 3 i dla wstrzęsćw najsilniejszych (o energii sejsmicznej większej od 
8

10 3), co na rys. 2 przedstawiono za pomocę linii przerywanych. Fakt po

wyższy może wskazywać na bimodalność rozkładu.

Na rysunku 3 przedstawiono natomiast histogramy rozkładu energetyczne

go sejsmiczności indukowanej, na których linię cięgłę zaznaczono obserwo
wane liczebności wstrzęsów w poszczególnych klasach energii sejsmicznej, 

a linię przerywanę wartości oczekiwane w oparciu o estymowsne parametry 
rozkładu asymptotycznego wartości maksymalnych Gumbela drugiego typu [li] .

4. DYSKUS3A WYNIKÓW I WNIOSKI

Rozróżnienie typu rozkładu asymptotycznego opisującego dane pomiarowe 
z wysokim poziomem ufności w przypadku niewielkiej liczby danych doświad

czalnych może być bardzo trudne, a czasem wręcz niemożliwe [3]. Oznacza 
to, że przy większym rozrzucie wyników, wywołanym na przykład małę dokła

dnością określania energii sejsmicznej, możne do opisu dystrybuanty wyko

rzystywać różne typy rozkładów asymptotycznych. W takim przypadku do opi

su danych powinno się wybierać typ rozkładu, który najlepiej uzasadniony 
jest teoretycznie.

W referacie przedstawiony został prosty model teoretyczny uzasadniają

cy przyjęcie drugiego rozkładu asymptotycznego Gumbela do opisu rozkładu 
maksymalnych energii sejsmicznych wstrzęsów. Można wykazać, że dla naj

wyższych energii sejsmicznych rozkład energetyczny wstrzęsów będzie wów

czas zmierzał do powszechnie akceptowanego w sejsmologii rozkładu hlper-
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bolicznego, a rozkład maksymalnych magnitud (przyjmujęc liniowę zależność 
pomiędzy logarytmem energii sejsmicznej a magnitudę wstrząsu) do rozkłs- 
du asymptotycznego Gumbela pierwszego typu [?] .

Niedogodnością rozkładu Gumbela drugiego typu (podobnie jak i pier

wszego typu) jest brak ograniczenia dla najwyższych wartości zmiennej 
losowej. Wiemy bowiem, że fizycznie takie ograniczenie dla maksymalnych 
energii (lub magnitud) wstrząsu powinno występować, co może wynikać, np. 
z ograniczonej zdolności do akumulacji energii odkształcenia w górotwo

rze. Pod tym względem rozkłady posi8dajęce ograniczenia maksymalnych 
wartości zmiennej losowej mogę się wydawać lepiej uzasadnione.

Przeprowadzona analiza nie uzasadnia Jednak stosowania do opisu maksy

malnych energii wstrzęsów z rejonu Górnoślęskiego Zagłębia Węglowego roz

kładu asymptotycznego wartości maksymalnych Gumbela trzeciego typu. Nie 
wyklucza to Jednak możliwości wykorzystania do tego celu innych rozkładów 
asymptotycznych, co proponuje na przykład Kijko [l4, 15] . Szczegółowe 
badania powinny wykazać, który z tych rozkładów lepiej opisuje dane rze

czywiste. Może się przy tym okazać, że aby wykazać istotne różnice, ana

lizę należy ograniczyć do mniejszych obszarów aniżeli cały obszar GZW.

Należy także podkreślić, że rozkład energii wstrzęsów nie musi być 
jednorodny w całym przedziale energii wstrzęsów i może mieć charakter bi- 
modalny, na co wcześniej zwrócili uwagę Dessokey [13] oraz Kijko et al 

M  , analizujęc wstrzęsy indukowane eksploatację górniczę. Bimodalność 
może wynikać z przemieszania zmiennych losowych generowanych przez dwa 
różne zjawiska fizyczne.

Oak wynika z przedstawionej analizy, także w przypadku wstrzęsów z re

jonu GZW można dopatrywać się bimodalności rozkładu. Może to sugerować, 
że najsilniejszym z nich (o energii większej od 108 3) sę generowane 
przez odmienny mechanizm. UwzględniaJęc fakt, że najsilniejsze wstrzęsy 
występujęce w rejonie GZW charakteryzuję się zwykle brakiem bezpośrednich 
powięzań z eksploatację górniczę, pozwala to doszukiwać się zwięzków tych 
zjawisk z budowę geologicznę obszaru. Dest to jednak zagadnienie trudne i 
czasochłonne ze względu na to, że zjawiska te występuję stosunkowo rzadko 
i w różnych rejonach.

Badania nad wykorzystaniem rozkładów asymptotycznych wartości maksy

malnych mogę być bezpośrednio wykorzystane do oceny prawdopodobieństwa 
występienia najsilniejszych wstrzęsów, a zakładajęc, że występowanie tych 
zjawisk opisane jest procesem Poissona, można określać sejsmiczność ob

szaru lub czas oczekiwania na występienie najsilniejszych zjawisk, co dla 
terenu GZW podano w pracy [ll]. Bloręc pod uwagę, że najsilniejsze wstrzę

sy sę powodem uszkodzeń budowli na powierzchni, a także wyrobisk pod zie

mię, tego typu analiza powinna być wykorzystywana w geotechnice dla celów 
inżynierskich.

Parametry rozkładu asymptotycznego wstrzęsów możne także więzać z 
właściwościami górotworu. Przyjmujęc przedstawiony model występowania
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wstrzęsów, wykładnik rozkładu Gumbela drugiego typu można więzać z roz

kładem lokalnej wytrzymałości górotworu 1 Jest on wtedy miarę dyspersji 
rozkładu pęknięć w górotworze [3] .
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BQ3MQBH0CTb HC00JIb3OBAHHfl ACHMIH OTHHECKHX PACHPEJtEJIEHHil 3KCTPEMAJIbHHX 
BEJIHHHH aJH OIJEHKH BEPCHTHOCTH BHCTyilAHHH COTMCEHHil HHflyqttPOBAHHHX 
1 OEHOHOEHBA MUF.t) BKCIUiy AT AIJtEi)

F e s c u e

IIpeflnoJiaraH , n o  pacnpe^eaeHHe jioicajiiHOit npoTOOciu ajih xauaaoro
o C t e M a j n o p c ^ n  n o A tm tw e T C H . a c n u in r o T H q e c K O M y  p a .c n p e .n e .n e H H »  m h h h u &j i i >h h x  B e j i a -

h h h  r y M d e j i a  T p e i b e r o  p o ^ a  ( y p a s H e H H e  4 6 )  a  n p a s m i a K  3 a B a c a n o c T i >  r p H i x J a c a

M e s w y  conpoTHBJieHHeu a  A U BH H O tt ipe^HHu | 5 ]  f lO K a s a H O , h t o  pacnpefleseHae

h j i h h u  T p e a H H  a  c e f i c u a a e c K o S  S H e p r a a  c o T p a c e H H f t  n o x 'tB B E D T c a  p a c n p e n e a e H a »

u a K c a u a j i b H H x  B ejiH B H H  r y u 6 e j i a  n p y r o r o  p o ^ a .  A a a j iH 3  c e f t c u H H H O c T a  l e p p a T o p H a

TYB 3 a  n e p a o j ;  o r  1 9 8 2 —1 9 8 4  r r  n o K a a u s a e T ,  h t o  a u n H p a a e c K y x  ({¡yHK ipno p a c -

n p e ^ e j i e H H H  u o z n a  a n n p o K c a u o B a r b  a c a u n r o T a a e c K a u  p a c n p e ^ e J i e H a e M  r y u 6 e j i a

B T o p o r o  p o ^ a .  A n n p o K c a u a i i a a  S u s a  6 hi r o p a a ^ o  j i y t im e  e c j i a d u  n p a a a i b  6 a i io ,n a j i i> -

h o c t b  p a c n p e f l e a e H a a  c o T p a c e H H i i .  M oaceT  s t o  0 3 H a a a i B  t r o  c a u u e  c a J iB H u e  H3 
8  \

H a x  ( c  3 H e p r a e a  1 0  3 )  r e a e p a p y i o T c H  c o B c e u  A p y r a M  u e x a a a 3 m o m •

POSSIBILITY OF APPLICATION OF ASYMPTOTIC DISTRIBUTIONS 

OF EXTREME VALUES FOR THE ASSESSMENT OF THE PROBABILITY 
OF OCCURRENCE OF TREMORS INDUCED BY MINING

S u m m a r y

Assuming that the distribution of the local strength in the given vo

lume of rock is subject to Gumbel asymptotic distribution of the minimum 
volues of the third type (equation 4b) and assuming Griffith's relation 
between strength and length of fracture (sj , it has been derived that the 
distribution of the length of fractures and the distribution of the seis

mic energy of tremors is Gumbel distribution of the maximum values of the 
second type. Analysis of seismicity of the area of the Upper Silesia Coal 
Basin for the period 1982-1984 shows that the empirical distribution 
function maybe approximated by the asymptotic Gumbel distribution of the 
second type. Hjowever, the approximation would be much better if bimoda

lity of tremors distribution could be assumed. This may suggest that the
p

s t r o n g e s t  o f  t h e m  ( o f  e n e r g y  > 1 0  3 )  a r e  g e n e r a t e d  b y  a  d i f f e r e n t  m e 

c h a n i s m .


