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DOBOR KOMPENSATOROW OPTYMALIZUJACYCH WARUNKI PRACY
RZECZYWISTYCH ZRODEL TROJFAZOWYCH OKRESOWYCH NIESINU-
SOIDALNYCH

Streszczenie W prezentowanej pracy zaproponowano wyznaczenie kompensatoréw
optymalizujacych warunki pracy rzeczywistych zrodet tréjfazowych o napieciach okresowych
niesinusoidalnych. Wyznaczono prady optymalne przy ré6znych warunkach na strumief mocy
czynnej P za pomocg mnoznikéw Lagrange'a. Wyznaczone w ten sposéb prady optymalne
oraz znajomo$¢ widma admitancji odbiornika dla rozpatrywanych harmonicznych stanowig
podstawe do syntezy kompensatoréw. Przedstawione rozwazania zilustrowano przyktadem.

SELECTION OF COMPENSATORS OPTIMIZING WORKING CONDITIONS OF
THREE-PHASE SOURCES WITH NONSINUSOIDAL WAVEFORMS

Summary. Selection of the compensators used to optimization of the three-phase real
nonsinusoidal sources working conditions is proposed. Optimal currents for different
conditions of the flow of the active power flux P are determinated, minimization is realised by
means of Lagrange multiplier method. These currents and knowledge of the load amittance
spectrum for harmonics taken under consideration are the basis of the compensator synthesis.
Considerations presented in the paper are illustrated with an example.
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1. WSTEP

Rozwazania przeprowadzone w pracy [6] dla uktadéw jednofazowych zostang uogdlnione
na uktady tréjfazowe. Beda rozpatrzone obwody ze Zrédtami tréjfazowymi symetrycznymi
okresowymi odksztatconymi o niezerowej impedancji wewnetrznej. Rozwazania te byty juz
czesSciowo przedstawione w pracach autora [7],[8] dla uktadu, Zrédto-kompensator-odbiomik,
podanego narys. 1.

Motywacja przyjecia takiej struktury jest nastepujaca:

- rozwigzanie poszczeg6lnych zadan optymalizacyjnych oraz poszczeg6lnych wariantéw

prowadzi do wyréznienia pradéw optymalnych Zrédta w postaci jawnej (analitycznej),

- admitancje kompensatorow dla poszczeg6lnych harmonicznych sg mozliwe do
okreslenia réwniez w sposéb jawny bez uciekania sie do metod przyblizonych, co
umozliwia tatwos$¢ syntezy koniecznych kompensatoréw.

W pracach [10], [11] zaproponowano i wyznaczono na drodze optymalizacyjnej prad
zapewniajacy ustalony kompromis pomiedzy minimum wartosci skutecznej pradu Zrédia a
jego znieksztatceniami przy zadanym warunku na stato§¢ mocy czynnej Zrédta. Podano
' réwniez warunki na dob6r kompensatora réwnolegtego w postaci uktadéw réwnan
nieliniowych wzgledem niewiadomych kGh oraz kBh, w wielu przypadkach mozliwych do
rozwigzania tylko metodami numerycznymi.

W pracy [8] oraz niniejszym artykule wyznaczono prady optymalne dla réznych zadan
optymalizacyjnych i wariantéw ograniczeri na moc czynng P. Podano warunki do wyznaczenia

admitancji kompensatora w spos6b jawny (analityczny).

2. SFORMULOWANIE | ROZWIAZANIE PRZEDSTAWIONYCH ZAGADNIEN

Uktad przedstawiony na rys. 1 okreslony jest za pomocg danych:

- napiecie Zrodtowe

e,(t) =V2 Re2 X ,expjh(DO0t. (1)

h=1
Zaktada sie, ze Zrédto trojfazowe jest symetryczne, czyli spetnia zaleznosci:

e2(t)=e, (t—T/3), e,(t) =e, (t+T/3),
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napiecie ei (t) jest okresowe niesinusoidalne, nie zawiera harmonicznych ltworzacych uktad
kolejnosci zerowej,
Eih- oznacza warto$¢ skuteczng zespolong napiecia zrédta dla h-tej harmonicznej,
- macierz impedancji wewnetrznej zZrédta tréjfazowego

Zh=Rh+jXh, Zh=2ZI1, hgNO indeks T oznacza transpozycje macierzy. 2)
- macierz admitancji odbiornika

0Yh=0G h+ J0®h *0Yh~0Yh> ~£AQ (3)

Impedancje wewnetrzne zrédta oraz odbiornika sg typu SLS.
Dla obwodu z rys. 1 nalezy przez dob6r kompensatoréw o admitancjach

kYaOh=kG xh+j kBath- « 6 i1.2.3}.~GNO, (4)

wiaczonych pomiedzy dang faze a przewo6d zerowy (o ktdrym zaktada sie, ze posiada zerowa
impedancje) - (por. rys. 1) doprowadzi¢ do pradéw optymalnych wedtug nastepujacych zadan

optymalizacyjnych P1., P2.

Rys. 1. Ukfad tréjfazowy: Zrédto rzeczywiste-kompensator-odbiomik
Fig. 1. Three-phase network: real source-compensator-load

Zadanie P1.: przeprowadzi¢ minimalizacje warto$ci skutecznej pradu zrédta

n 3
min~Zloh C ,aG {1,2,3}. (5)
Zadanie P2.: przeprowadzi¢ minimalizacje funkcji celu, ktéra jest zadanym kompromisem
pomiedzy minimalng wartos$cig skuteczng pradu a jego znieksztatceniami wzgledem przebiegu

sinusoidalnego
n 3

minzZZlchC .aeO ,2,3} (6)

V2=50+5,(ho))2+52(hco)4+...+5,(hco)2, 5, > 0,8, >0, 1-rzad pochodnej.
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Zadanie optymalizacyjne (5) nazywane jest w literaturze [1] minimalizacja w L3 (0,T),

natomiast (6) minimalizacja w W25 (0,T) [10], [11].

Zadania optymalizacyjne P1.,P2. nalezy przeprowadzi¢ dla trzech wariantéw ograniczen
natozonych na moc czynng P.

Wariant A.

P=Re . @

Wariant ten najczesciej rozpatrywany w literaturze [11] zapewnia stato$¢ mocy czynnej w
danym przekroju a-al(por.rys. 1) przed i po kompensacji.

W ariant B.

P=Re|ZuLY hU ;| (8)

W ariant ten zapewnia stato$¢ mocy czynnej odbiornika przed i po kompensacji.

W ariant C.
Re HKK -Z iM =Re ZuU u; 9)
Lh=1 K=1 J Lh=I J

W wariancie tym kompensator nie pobiera mocy czynnej PkorP = 0 .

Oznaczenia we wzorach 7-"9:

Ej =[E,,E2,E3]h - macierz transponowana napie¢ zrédta dla harmonicznej,
11 =[I,,1;,13]h - macierz transponowana pradéw zrddta dla h-tej harmonicznej,
Uh=Eh-Z hlh - macierz napiecia na odbiorniku dla h-tej harmonicznej,
1j - macierz sprzezona do macierzy lh,he NO,
30T »
P=(Ii)L:0T ,=2-Juol(t)ia(t)dt=R eZ uJi;, ae {123} he NO. (10)
a=l 1o h=I

Rozwigzanie zagadnienia przeprowadza sie za pomocg mnoznikéw Lagrange'a. Funkcjonat
Lagrange'a, np. dla zadania PE wariantu A ma posta¢

n ( i " I'
ANih»=ZihT; p-Re Z eldi; - Z iJzJi; (i)
h=Il
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Wektorowi pradu & nadajemy dowolny przyrost Alh wéwczas lih = 1h +Alh,
" foi " " I'j

stadio, (X,{Ih}) = P-Re SEji; (12)
h=l \ I h=1 h=l 3]

Przyrost funkcjonatu Lagrange'a ma postaé

A0=01-0=ReB 2I1(1 + Rh)-~)A I'h+2A lI(l + XRh)Ai;. (13)

h=I h=1

Warunkiem wystarczajagcym istnienia minimum funkcjonatu Lagrange’a (11) jest, aby

AA ..o

AlhheNO

Warunkiem koniecznym istnienia minimum jest spetnienie réwnania wektorowego

A (2171 + XRh)-X E j) = 0. (14)
hewv

Warunek wystarczajacy jest spetniony dla dowolnego przyrostu Alh, gdy forma kwadratowa

okreslona wzorem (15) jest dodatnia, tzn.:

A (AIT(l + XRh)Ai;)>0. (15)
neN

Wobec poczynionych zatozen macierz 1+ XRhjest symetryczna oraz nieosobliwa dla kazdego
X>0, zatem forma kwadratowa (15) okre$lona jest dodatnio. Wspdétczynnik X wyznacza si¢ z

warunku mocowego (7), w ktérym prad Ih (pokre$lony jest wzorem

ITh(X)=j (1 +a.Rh)-,Eh="A hEh (16)

stad

PX)=Re ¢(Efr(X) -¢1?2(X)ZAh(X) = F(X). 17)
I h=I h=1 J

Mozna wykazaé, podobnie jak to zrobiono w pracach [9], [10], ze F(X) monotonicznie
narasta dla X> 0, a tym samym istnieje jednoznaczne rozwigzanie zadania optymalizacyjnego

(5) przy warunku (7). Wyznaczmy w tym celu pochodng F(X)

F(X)=Re ZEla;(x)),-Z(a;w)'Rii;(X)+i;(X)Rj(rh(x))". 0S)
u=1 h=I J

R6zniczkujac obustronnie rownanie (14) wzgledem X mamy
R, Ih(X) + (I + XRh)I[(X) =j E h. (19)

Wykorzystujac rownanie (19) oraz przeksztatcajac rownanie (18) otrzymujemy



66 M. Pasko

F(X) =Re£ (1h (X))'(1 + XR.,) (i; (X))' Z 0, dla X> 0. (20)

h=1

DlaX= 0-> lh(A)= 0 -> F(0) = 0.

DlaX->00 Ih(")="R X ,FW | =7 ReEE]jR-'E;.
z | X«. 4

Przebieg zmiennosci F(A.) Xe(0,00) przedstawiono na rys.2.

Rys.2. Wykres funkcji F(X)
Fig.2. Plot of the function F(X)

Dla wyznaczonego z réwnania (17) 1.>0 prad optymalny Zrédta ma postaé

A iir =y (1 +X.Rh)-"Eh=-yA hEh) (21)

h€ATO V z

Napiecie na odbiorniku przy pradzie optymalnym (21) wynosi

Ur =Eh-Zhir =Eh-y Z hAhEh= [I-~ Z hAh]Eh. (22)

Ze znajomosci pradu optymalnego 1°d oraz napiecia optymalngo UEd h e N O wyznacza sie
wektor pradu kompensatora iJh. Na podstawie znanego wektora prgdu kompensatora mozna
wyznaczy¢ parametry admitancji kompensatora zapewniajagcego prad optymalny. Z rys.|

wynika, ze
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A (ir-A+id.

hiN,
gdzie: (23)

Ih=oYh(ERZhiT).

a stad wektor pragdu kompensatora klh  he jVO

kih=(" (L+oYhZh)AR YR ER (24)
Otrzymana macierz Khjest macierzg kolumnowg podobnie jak macierz napiecia kompensatora
Ur:kUh Admitancje kompensatora dla kazdejharmonicznej (wigczonego pomiedzy dang

faze a przewdd zerowy) wyznacza sie z zaleznosci

kvah= ~ fr,ae {1,2,3},he NO. (25)

k U ah

Wspotczynnik Lagrange'a X. wyznacza sie z réwnania (17), np.za pomocg metody Newtona o

punkcie startowym

p Re2Xrh
*«=.G=T7ir=— T (26)
ReZEiIE'h
h=1

gdzie: P moc czynna odbiornika przed kompensacjg wyznaczong ze zwigzku

n

P=ReZ(Ei(,Zh+ Z ;r'E; -Ej((0Zh+Zh)-")TZ i(0Zh+Zh)-, BH). (27)

h=1

Natomiast moc czynna odbiornika po kompensacji Podb

Pob=R eZ (U r) ToYhU “ply* =.ReZ (U °p,) ToG;(U°tpt)*. (28)
h=1 h=1

Postepujac analogicznie dla pozostatych wariantéw,wyznaczono prady optymalne , a za ich

pomocg warto$ci admitancji kompensatoréw, ktdre nalezy wiaczy¢ pomiedzy dang faze a

przewéd zerowy (por.rys.l). Wyniki dla zadah PI., P2. oraz poszczeg6lnych wariantow

zestawiono w tablicach 6.
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Tablica 1
n 3
PI. minX ZlahC .ae{l,213},h6 NO
WARIANT M ad
C-yd+ )mE*= ~ AlEK ur =Ek-z.ir
A =[*~(1+oYhZh)Ah_oYh)Ehm- PRAD KOMPENSATORA
ADMITANCJA KOMPENSATORA, =k GVh + .a € {123}
A
tyaOh- k* ,a€ {123} he NO.
k Uah
WARUNEK MOCY
P=ReE(Ur)T(ir)*=-ReZEiil-~ZhAh] ~Z 'hAh
H 1= VAR B |
OZNACZENIA
Ah=(l+X.Rh) 1,U°pg=kUh,h€ AO, |- macierz jednostkowa
Tablica 2
n 3
P min~rzu C -ae g1.2,33.he NO
W ARIANT h=1 a=1
ir-k.Aiz;,0 kEh Ur-M tA jft.o jlt-C '.1»
Uu =™ ~y G b Yhc b)Eh- PRAD KOMPENSATORA
ADMITANCIA KOMPENSATORA,Y«*:k +Jk ,a € {1,2,3}
B

kYao,- \I ae¢1,233,he NO.
k U ah

W ARUNEK MOCOWY
n n

P =R eeZ (U)X PT = .R el E ic:0G hE*h
h=1 h=1

OZNACZENIA

Alh=1+kxk z1 06 hz; ,ch=1-2.ZhA-"Z'hoGhu r =, v« h,he NO
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Tablica 3
n 3
PI. minzZZuC >ae {1,23}he NO
WARIANT H al
CMr'AiID X ur =Ek-Zlir=[l-y*Z 1AIDIjEk
klh=(l1+0vhZh)ir-,,Y hEh=(1+0YhZh).Y * A 2hDAREh- OYhEh-PRAD
KOMPENSATORA
ADMITANCJA KOMPENSATORA, =, ,ae {123}
C
kyoOh- k * ,ae {123} he AO.
k oh
WARUNEK MOCOWY
Re¢Ej [1-]zsAiDj] 0GH |- |z hA-tDij Bh=
=.ReZ Ej[l-~zhA-D:) (AIDT)‘Eh
OZNACZENIA
A2h=1+”"~R h+z: 0Ghzh)-',Dh=1+20Ghzh> =kUh,he NO,
Tablica 4
n 3
PI. minzzZviUulL ,a6{l,2,3},heNO0
WARIANT h=l a=I

C =y(Vjl+XRh-"Eh=y A", Eh = Zal-m (lyA A" A

A = (y (I+ YhZh)Ah- OYh]Eh.- PRAD KOMPENSATORA

ADMITANCIA KOMPENSATORA,Y«* =, GVnh +JtBach ,a e {1,2,3}

kyaOh- k * ,a € {1,2,3}, he NO.
k dh

WARUNEK MOCOWY
P=Rez(Ur)T(ir)-=ReZE:fl-~ZhAh] ~ A 'h*Eh
h=l hsl v - ot
OZNACZENIA

Ah= (v, 1+ x.Rh)~* ,Ukpt=kUh, h e N0, 1- macierz jednostkowa
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Tablica 5
n 3
PI. min®Z~hU 1™ jae {123}, hENO
WARIANT M asl
c “ Z,, 0GhEh V? =(-X.Z,A,1z; ,G,)Ek=C,E,.
.G .-Y .cl e, - PRAD KOMPENSATORA
ADMITANCJA KOMPENSATORA,YVh =k Gmh + jkBVh <xe {1,2,3}
B

kyaOh- k ,ae {1,23} he NO.

k U nh

WARUNEK MOCOWY

P=R el(ur)T(ir )»=ReZEiCHOG hE-h
h=1

h=1
OZNACZENIA

an,=vr+ x.z; 0Ghe;,ch=i-x.zM;h-"z; oGh,ur =kuh,h<=NO

Tablica 6
n 3
PI. minz!zvalahC ,as{l,2,3},h e NO
WARIANT n=1 o
17“-=T"" A»DIE* ur =El-Zlir=[l-y*Z IA;'D}El.

tlh=(1+0Y,Zh)ir - OYIEh = (1+0YhZh) ~ *AjKDKEh- OYhEh. PRAD

KOMPENSATORA

ADMITANCJA KOMPENSATORA, Y ~ =kG«* +jkBM1 ,a e {123}
KYa0h - 2 6 {12,3} he NO.
k o
WARUNEK MOCOWY
Regi? (1-|zhAiDi] OGHI-~Z hA-hDi] Bh=
= ReZA*EA~I-jZhA-‘Di) (A-XD")-Eh

OZNACZENIA

A'ah=V~l+ X.(Rh+Zi tGhZ ;r, , Dh=1+20Ghz;, Ur=tUh,he NO,
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W przypadku catkowitej kompensacji admitancja kYh posiada cze$¢ rzeczywista ujemng dla
niektérych harmonicznych, co wymaga uzycia kompensatora aktywnego. Nie zawsze
potrzebna jest calkowita kompensacja i wowczas mowimy o suboptymalizacji, ktora

przeprowadzamy za pomocg kompensatora pasywnego LC.

Przyktad, wnioski

Dla uktadu (rys.3) o danych: ei(t) = (120cosco + 30cos4colt + 20cos5a)lt), e2(t) =
d( t-T/3), ent) = eXt-T/3), co0=1 rad/s, nalezy przeprowadzi¢ modyfikacje uktadu wedtug
zadan P1., P2. dla poszczeg6lnych wariantéw. Moc czynna odbiornika przed modyfikacja:
Po<ib= 3288,3 W. Warto$¢ skuteczna pradu zrédta przed modyfikacja :|l|= 27,1 A. Niektore
wartoéci uzyskane po rozwigzaniu zadania Pl. zestawiono w tabeli 1. Wartoéci admitancji
kompensatora dla spetnienia zadania optymalizacyjnego P1. dla wariantu A wynosza:

KYioi= -0,0065+j0,0243 S, KY 20i= -0,022+j0,217 S, KY 3i=-0,0190-j0,0933 S.
KY,04= 0,0475+j0,0534 S, KY 204= 0,0739+j0,096 S, KY3=-0,1 145-j0,0235 S.
KY 106= 0,0883+j0,0569 S, KY 205= 0,0569+j0,085 S, KY305= -0,1223-j0,0200 S.

Rys.3. Uktad analizowany w przyktadzie

Fig.3. Network analyzed in the example
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Tabela 6.1
o WIELKOSCI UZYSKANE
minXSloh li* ZA POMOCA KOMP. LC
WARIANT IFpl Poch Plap ul Pacb P kop
A A w w A w w
164 3849 -554,7 19,3 3592,8 0
B 174 32883  -1228 19,8 3048,9 0
c 182 3523 0 18,4 34078 0

Analizujagc powyzsze warto$ci admitancji kompensatoréw, zauwazamy,ze ich realizacja
wymaga uzycia dwojnikéw aktywnych ze wzgledu na ujemne warto$ci konduktancji.
Realizacja takiego dwojnika jest mozliwa za pomocg uktadéw energoelektronicznych [5],
Jezeli ograniczymy sie tylko do uktadéw LC (cze$¢ urojona admitancji kompensatora), to
moéwimy woéwczas o czeSciowej kompensacji. Na rys.4 przedstawiono przebiegi pradow
zrédta przed kompensacja, a na rys.5 - przebiegi pragdéw w fazie 3: przed kompensacja ij(t)
przy catkowitej kompensacji j*“'*’(t), przy czeSciowej kompensacji i3(t) (kompensator

stanowi tylko jego cze$¢ urojong admitancji), dla zadania P1. wariantu A.

Rys.4. Przebiegi czasowe pragdéw przed kompensacja

Fig.4. Time waveforms of the currents before compensation
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Rys.5. Przebiegi czasowe: pradu przed kompensacja ij(t), po petnej kompensacji i°p'(la>(t)*
po czeSciowej kompensacji j*(t)

Fig.5. Time waveforms of the currents before compensation i3(t), after complété compensation
iopt(is) (t) ~after partial compensation i'J(t)

Na rys.6 przedstawiono rozwazany uktad z rys.3 z dotgczonymi obwodami kompensatoréw
reaktancyjnych LC zapewniajacych czeSciowg kompensacje. Struktury kompensatorow
reaktancyjnych wyznaczono wedtug algorytmu syntezy zaproponowanego w pracy [4], Nalezy
podkresli¢, ze zaproponowana struktura jest jedng z mozliwych. Strukturg zapewniajaca
realizacje wymaganej funkcji jest zbiér mocy contiuum. O wyborze najlepszej powinno
zadecydowac przyjete kryterium optymalizacyjne np. kryterium wrazliwosciowe. Problem ten
w niniejszym artykule w ogdle nie jest poruszany.

Natomiast na rys.7 przedstawiono przebiegi pragdéw w poszczeg6lnych fazach przy
zaproponowanej czesciowej kompensacji za pomocga uktadéw LC.

Nalezy zauwazy¢, ze prady optymalne sg symetryczne, tzn. spetniaja zalezno$¢

ifo,)(t)=i”@)(t-T/3) ;i°p,(u)(t) = i°p@)t- T/3).

Podobne zaleznosci zachodzg dla pozostatych rozpatrywanych zadan i wariantéw. W tabeli

6.2 zestawiono wartosci uzyskane z rozwigzania zadania P2. dla petnej kompensacji dla

60=6i = 02= 1oraz dla kompensacji czesciowej.
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[Il=Vv8,92+ 18,62+17,4: = 27A
ljoptci«)| _ 16;4A; Il =l =|I|= 9,4A

[=V9,92+11,52+ 12,12 = 19,3A

Rys.6.Uktad analizowany w przyktadzie wraz z obliczonym kompensatorem

Fig.6.Network analyzed in the example together with a calculated compensator

Rys.7. Przebiegi czasowe pradéw po kompensacji uktadem LC z rys.6

Fig.7. Time waveforms ofthe currents after compensation with LC network from Fig.6
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n 3

min~zL”iilah
h=1 0=1

WARIANT irpl Podb
A A w
17,2 3801

B 20,6 3288,3

C 19,3 3589,3

-513

-810
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Tabela 6.2
WIELKOSCI UZYSKANE
ZA POMOCA KOMP. LC

m Podb Pl
A w w
19,2 3606,2 0
20,9 3033,1 0
18,4 34445 0

Na rys.8 przedstawiono prady optymalne fazy 1 dla wariantéw A oraz C dla zadania PI. oraz

P2. dla50=6,=82=1

Rys.8. Przebiegi czasowe pradéw optymalnych dla rozpatrywanych zadan i wariantéw

Fig.8. Time waveforms of the optimum currents for the considered tasks and variants
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Abstract

The notions concerning non-sinusoidal waveforms and connected with power, which are
not controversial in electric circuit theory, are: instantaneous power and active power.
Definition of reactive power is proper only for sinusoidal waveforms. For non-sinusoidal
waveforms there exist many definitions of reactive power, deformation, etc. These definitions
often exclude each another, what can be seen in various, often controversial, papers, e.g. [2],
[12], It seems that making definitions of new notions of reactive “remaining” powers is not the
nght way. Another attitude to the problem is connected with a minimization of some square
functional containing such values as current, voltage, active power which are commonly
recognized [3], [8], [9], [10], [11], Problems concerning description of energy-quality
properties and modification of system with non-sinusoidal waveforms are still investigated in
theoretical and industrial electrotechnics. In the presented paper optimum currents for different
variants on active power flux P have been determined and conditions to determine a
compensator admittance kYh = tGh + jiBh, h e N, have been given. To achieve an optimum
current for a given variant, it is necessary to apply an active compensator. Solution for a given
problem and variant is carried out by means of the Lagrange’a multiplier when determining the
optimum source current. The determined source optimum current can be achieved by means of

compensatory systems.



