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Zygmunt GARCZARCZYK

O ZNAJDOWANIU WSZYSTKICH ROZWIAZAN PEWNYCH NIELINIOWYCH
OBWODOW BEZINERCYJNYCH METODAMI INTERWALOWYMI

Streszczenie. Analiza interwatowa i uogélniona metoda bisekcji sa podstawg algorytmow
znajdowania wszystkich rozwigzan uktadu réwnan hybrydowych nieliniowych obwodéw
bezinercyjnych. W algorytmach opartych na tych technikach konieczna jest estymacja
interwatowej reprezentacji macierzy Jacobiego lub funkcji nieliniowych. W pracy rozwaza sie
ten problem wykorzystujagc rozwiniecia Taylora funkcji jednej i dwo6ch zmiennych oraz
wielomiany Bernsteina. Do generacji rozwinie¢ Taylora zastosowano metody rézniczkowania
automatycznego.

ON FINDING ALL SOLUTIONS OF SOME NONLINEAR INERTIALESS
CIRCUITSVIA INTERVAL METHODS

Summary. Interval analysis in conjuction with generalized bisection form the basis of
algorithms that find all solutions of a system of hybrid equations of nonlinear inertialess
circuits. In algorithms based on those techniques it is necessary to estimate an interval
evaluation of Jacobian matrix omonlinear functions. In the paper we study this problem using
Taylorexpansions of univariate and bivariate functions and Bernstein polynomials.Taylor
expansions are generated with use of automatic differentiation methods.

UBER DIE FINDUNG ALLER LOSUNGEN VON MANCHEN NICHTLINEAREN,
NICHTINERTIALEN STROMKREISEN MITTELS INTERVALLMETHODEN

Zusammenfassung. Die Intervallanalyse und die verallgemeinerte Bisectionmethode sind
die Grundlage fir die Algorithmen bei der Findung aller Ldésungen der hybriden
Gleichungssystems von nichtlinearen, nichtinertialen Stromkreisen. Fir diese Algorithmen ist
die Schatzung von Intervallreprasentation der Jakobische Matrix oder nichtlinearen
Funktionen eforderlich. Es wird auf die Anwendung der Taylorentwicklung der Funktion
einer und zweier Variablen sowie auf Bernstein-Polynome hingewisen. Zur Erzeugung der
Taylorentwicklung verwendete man automatische Differentiationsmethoden.
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1. WPROWADZENIE

Metody interwatowe wraz z uogdlniong bisekcjg moga stanowié¢ podstawe algorytmow
znajdowania wszystkich rozwiazan w okreslonym obszarze DczR* dla uktadu réwnarn obwodu
nieliniowego. W algorytmach opartych na tych metodach konieczna jest czesto estymacja
macierzy Jacobiego réwnania obwodu. Problem ten sprowadza si¢ do wyznaczenia granic
zakresow funkcji, bedacych elementami macierzy, w zadanym interwale (przedziale)
[4]1.[61.[7], W pracy rozwaza sie to zagadnienie dla nieliniowych réwnan hybrydowych
obwodu [1],[2]:

F(z) =f(z) -Hz -s=0. @)

Rownanie (1) opisuje obwody bezinercyjne zbudowane z liniowych, ewentualnie
sprzezonych  elementdw  rezystancyjnych  (np.  liniowych  Zrodet  sterowanych,
transformatoréw, zyratoréw itp.) i dwodjnikéw nieliniowych. W réwnaniu (1) z e R" jest
nieznanym wektorem reprezentujgcym napiecia i prady gatezi z elementami nieliniowymi, H
jest macierzg nxn liniowego n-wrotnika uzyskanego po usunieciu z obwodu wszystkich
elementéw nieliniowych, s oznacza wektor zrédet, ktéry uwzglednia obecno$é w obwodzie
zrodet niezaleznych, f : D e R" —R° jest wektorem charakterystyk elementéw nieliniowych.
Charakterystyki elementdéw sg zadane jako dostatecznie gtadkie funkcje fi: De R —R lub (
:De R24 R, w szczeg6lnosci jako wielomiany jednej oraz dwoch zmiennych. Pozwala to
uwzgledni¢ obecno$¢ w obwodzie nieliniowych elementdw sterowanych. Elementy
nieliniowe moga mie¢ charakterystyki lokalnie pasywne lub aktywne, a wiec obwo6d moze
posiada¢ wiele rozwigzan (punktow réwnowagi).Przyjmuje sie, ze rozwiazania tworzg zbior
ograniczony.

Podstawg przedstawionych w pracy rozwazan jest analiza interwalowa. Podstawowe
whasnodci dziatan na interwatach mozna znalez¢ w pracach [3],[4],[17],[18].Zbiory wektorow
rzeczywistych, macierzy rzeczywistych, wektoréw interwatowych i macierzy interwatowych
oznaczono odpowiednio matymi i duzymi literami oraz matymi i duzymi pogrubionymi
literami.

Dla rzeczywistego interwatu z = [z, z], z < z, definiuje sie

modut |zj:=max(|z|, |2]) ,:= max(),
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szeroko$¢ w(z) :=z-z, (2)

$rodek m(z) : = (z + 2)/2.
Definiuje sie takze odlegto$¢ miedzy interwatami X = [x,x] i Y = [y,y]

a(x,y): = max(jx - yl, [x - i) 3
Dla wektoréw i macierzy interwatowych pojecia te sa zdefiniowane przez ich elementy. Na
przyktad, jesli A = (»ij)”=0 Jest macierzg interwatowag, to w(A)= (wia.))"".

W pracy [7] przedstawiono nastepujacq metode obliczania n-wymiarowego obszaru

DeR™"™ zawierajgcego rozwigzanie z*réwnania(l):

bk: = F(mK) + (Ak- f (zK + H)(mk- zK), (4a)

zkl:= (mk-dRn zkk=0,1.... (4b)
gdzie mezk (np. m=m(zK)), Ak jest M-macierza, a f (zK jest interwatowg reprezentacja
pochodnych f na zadanym wektorze interwatowym zk.
Skiadowe wektora interwatowego dksa réwne:

di=[v,-hj/2, i+ h/2], i=1..n, (5)
gdzie Vji hi sg odpowiednio rozwigzaniami uktadéw réwnan liniowych

Akv = m(bK) i Akh = w(bK) (6)
Algorytm (4) w pofaczeniu z bisekcjg wybranego (dopuszczalnego) obszaru z¢ D ¢ R"

pozwala lokalizowa¢ rozwigzania réwnania (1).

2. APROKSYMACJA MACIERZY JACOBIEGO

Zasadniczym problemem przy obliczniu zk#l jest szacowanie zakreséw wartosci po-
chodnych charakterystyk fi(z), i = 1,2...,n w zadanym interwale z = zk.
Dla dowolnej funkcji f, ktéra posiada reprezentacje interwatowa, zakres wartosci funkcji f

w interwale z

R(f, z) = {f(z)| zez} @)
jest zawarty w oszacowaniu funkcji f(z) obliczonym w arytmetyce interwatowej
RP>2)e f(2) ®)

Na dodatek jest on mocno uzalezniony od postaci wyrazenia arytmetycznego uzytego do
interwatowego szacowania wartosci funkcji. Konieczne jest wiec uzycie bardziej

wyszukanych metod.
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Zagadnienie to przedstawiono szczegétowo w pracy [7], Dla jasnosci wywodu
przedstawimy tu podstawowe idee i rozszerzymy rozwazania na zagadnienie obliczania
wartosci pochodnych wyzszych rzedéw charakterystyk rezystorow.

Dla charakterystyk rezystancyjnych dostatecznie gtadkich w interwale z kazdy element

macierzy diagonalnej f (z) ma rozwiniecie Taylora postaci

fi(z)=u(2) =p@) +r@), )
gdzie p(z)=X«|z‘. przy czym a,=2(uX _z0) (10)
oraz  r(z) = u(at)(zo + 4(z-z0))(z-zo)a+l/(a+1)! (11)

£e[0,1], zoez (np. zo = m(z)).
Symbol (u)kwe wzorze (10) oznacza wspotczynniki Taylora

1 du 1
(Wk =k!'dtr(Zo):=k!"u(k,(Z0)” dla k~°' (12)
Jezeli fj(Zj) = u(z) : D ez R—R jest a+1 krotnie rézniczkowalna, to dla wszystkich z ¢ D
zachodzi [7]:
(inkluzja) R(uz)e V(u,2) :=R(p,2) + ue+iiz)w (z)am / (a+1)!, (13)
(odlegtos¢)  q(R(u,z), V(u,z)) <yw(z)°*] y>0, (14)
gdzie R(p,z) oznacza doktadny zakres wartosci wielomianu p(z) w interwale z.

Relacja (13) okresla sposéb obliczania zakresu; nalezy wyznaczy¢ zakres wielomianu oraz
zakres sktadnika reszty. Z relacji (14) wynika, ze przekroczenie zakresu R(u,z) przez zakres
V(u,z) zmniejsza si¢ wraz z potegg a + 1szerokosSci interwatu w(z), jezeli w(z) < 1, zatem jesli
pochodna u<0tl)(z) jest ograniczona, to mozna pomina¢ sktadnik reszty w V(u,z) i wtedy R(u,z)
« R(p,2).

Estymatory dla maksimum i odpowiednio minimum wielomianu p(z) w interwale z

otrzymuje sie obliczajagc wspotczynniki Bernsteina. Mamy bowiem

min bf0< minp(z)< maxp(z)< maxb'v), (15)
O<j<v ez zez o<j<v
gdzie v>c, a b'y=2]2 atz”sw(z)s"ér, j=0,l,...,v. (16)

Estymatory te sg zbiezne do go6rnej i dolnej granicy zakresu p(z) w z dla v—00 [5],
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Estymatory te sg zbiezne do gdrnej i dolnej granicy zakresu p(z) w z dla v-»co [5],
Wspotczynniki b'y) oblicza sie rekursywnie korzystajac ztablicy réznicskoriczonych [8]. Z
powyzszego widac, ze wyznaczanie zakresu wartosci p(z) wymagainformacji owartosciach
(u)k Stosujac rekursywne zaleznosci wynikajace z metod rézniczkowania automatycznego
[10],[11], uzyskuje sie szybko i doktadnie wartosci wspétczynnikéw Taylora.

Niech u, v, w oznaczajg rzeczywiste funkcje, analityczne w otoczeniu 2o (o+l-krotna
rézniczkowalnos¢, dla dostatecznie duzego o, takze wystarcza).

Szereg Taylora funkcji u punkcie Zomozna zapisa¢ nastepujaco:

o0

u(z)=%:6u)k(z-20)k o7

Dla funkcji zdefiniowanych poprzez dziatania arytmetyczne na innych funkcjach, mozna

znalez¢ nastepujace reguty obliczania wspoétczynnikéw Taylora:

(u = v)k= (u)k £ (V)k (16)
k
(uv\ =Ziu)r)n (17)
0
k
(uiv)k=(u)k-2(v)j(u/v)kj = (18)
A

Uwzgledniajac trywialne relacje

(c)o=c, (c)k=0 dla k> 1, cjest statg

(2)0=2z, (2)i=1 (2)k=0, dla k> 2, dlazmiennej niezaleznej z,
wspoétczynniki Taylora dowolnego rzedu dla dowolnejfunkcji mozna obliczaéprzez
rekursywne obliczanie wartosci wszystkich czesciowych wyrazen poczynajac od
wspotczynnikow dla k = 0 potem dla k = 1 itd.

Poréwnujac wspétczynniki rozwiniecia

00 co

u(z)=Zk(u)k(z-z)w =2z (k +IXu)ktl(z-z0)k (19)
S| k=0
(0]
oraz u'(z)=Z(u)k(z-Zo)k (20)

otrzymuje sie (u’)k=(k+1)(u)k+ lub (u)kH =~Z -(u')k. (21)
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Uwzgledniajagc (21) i reguly rézniczkowania funkcji ztozonej mozna wyprowadzic¢
formuty na obliczanie wspdtczynnikéw Taylora analogiczne do (16)-(18) dla szerszej klasy
funkcji:

w(z) =v(u(z)) -> w’(z) = v’ (u(2)) *u’(z) (22

Zilustrujemy wyprowadzenie formuty rekursywnej na obliczanie (w)k na przyktadzie
funkcji wyktadniczej
w =exp(u) =w’ =exp(u) «u’ -» (w)k! = (wu’)ki, k> 1

Z zaleznosci (17) i (21) wynika, ze
kl kel
k(w)k = (w’)k, = (wu ki = Z (w)j(u)k-i-j = Z (w)j(k - j)(u)k,
o Y

a poniewaz (w) = (exp(u))k, wiec
kel
(exp(u)k=2Z (! - j/kXexp(u)j(u)kj, k> 1 (23
jo

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ formuty rekursywne dla innych funkcji.

PRZYKELAD 1 W celu praktycznego przedstawienia rézniczkowania rekursywnego
rozwazmy nastepujacg funkcje u(z) = zexp(-z2). Chcemy obliczyé wartosci wspdtczynnikow

Taylora w punkcie Zo= 0.5. Funkcja u(z) moze by¢ zdefiniowana takze nastepujgco:
u’(z) = (1-2z2) exp(-z2) = 2(0.5-z2) exp(-z2).

Przedstawimy u’(z) za pomocg nastepujacej listy jedno- i dwuargumentowych operacji:
T,=05, T2=z, TF-T2 T4&=THT3 T5=exp(TI, u’(z) = (u), = 2T4TS

Stosujac rekursywne relacje podane wcze$niej otrzymamy dla k > 1

(T)k=0, k>1  (Ti\ ={"k“ m  (T3k=- Z (T 2j(TAk];

ki
(TA =(TA k>1  (TA =Z(1i/k)(T 3i(TaV .

2 k
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W tablicy przedstawiono niektdre wartoSci zwigzane z obliczeniami rekuryswnymi, gdzie

e=exp(l).

k (T3k (TA (Ts)k  (wk+i

0 -1 -0.5 Ie -1/e
1 -2 -2 -2/e -l/e
2 -1 -1 Ile 5/3e
3 0 0 2/3e -1/6e

PRZYKLAD 2. Narys.1 pokazano obwod nieliniowy, ktéry jest opisany réwnaniem
hybrydowym postaci:

'f.(z.)' "0.001113  1.225933" 20" "o
.1.000036 0.001919. .-20. .0.

F(z) = zZ, - U, z2- 12

0.02.
-1 i

Rys.l. Nieliniowy obwaod rezystancyjny

Fig. 1.Nonlinear resistive circuit

Charakterystyki rezystoréw nieliniowych sg natepujace :
fj(z,) = 10z,(exp(-z,2) + 0.02zf, f2(z2)= 3/ (L+exp(-z2))-1.5.
Jako obszar poczatkowy przyjeto wektor interwatowy z° = [0.0,4.0]x[-1.0,5.0],

Uzyto statej macierzy A*

Ak=A=
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W kazdym kroku dokonywano bisekcji wektora interwatowego z = (zi,z2) wedtug reguty:

znalez¢ r takie, ze w(z,) = max w(Zj), i = 1,2; przyja¢ m, = mfz,) i i utworzy¢ dwa interwaty z’
i z” tak, ze np.
z’= [zi,z,] x [m,,z7], z’= [zi,zi] X [2z, mj.

Aproksymacja interwatowa f(zk) byta realizowana przy uzyciu reprezentacji (10) dla
charakterystyk nieliniowych, przy czym Zo = m(z). Przyjeto, ze 0 = 4 i v = 8 dla
wspotczynnikéw Bernsteina. Sktadnik reszty takze aproksymowano. Zauwazmy, ze jesli m =

mk(zk), to

m(bR=F(mK), w(bK=(Ak-f(zK + H)w(zK) (24)

i wektor dk moze by¢ obliczony bez konieczno$ci uzycia oprogramowania realizujacego
operacje interwatowe (por. np. [12]).
Rownania (6) byly rozwigzywane przy uzyciu standardowego algorytmu rozktadu LU.

Przyjmujac doktadnos¢ lokalizacji e = 0.2 uzyskano nastepujace rozwigzania interwatowe:
zA=[1.625,1.750]x[-0.438,-0.625], zB-= [2.500,2.625][0.688,0.875],

Z = [3.55,3.625]x[4.625,4.813]

Rozwigzania punktowe moga by¢ aproksymowane jako $rodki rozwigzan interwatowych lub
obliczane bardziej doktadnie, jezeli dla kazdego rozwigzania interwatowego uzyjemy z(0 =

m(z) jako rozwigzania startowego dla algorytmu Newtona-Raphsona

F’(zM) 5= F(z'n) , z(M)=z(M-89) n=0, 1,..

Uzyskuje sie w ten spos6b trzy rozwigzania punktowe: zA= (1:6721,-0.4455),
zB= (2.5997,0.8495), Zc = (3.4649,4.7440).
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2.2. Charakterystyki sterowane

Dla obwod6éw zawierajagcych elementy nieliniowe, sterowane o charakterystykach
zadanych dowolnymi, gtadkimi funkcjami f : D e R2 -> R elementy macierzy f (x) sa
pochodnymi czastkowymi. Niech kazdy niezerowy element macierzy f(z) ma pochodne
czastkowe dostatecznie wysokiego rzedu w punkcie z = (zi,zk e z, i,k = 1,2,....n, i*k
(doktadniej (Zj,zK) s (zi,zK). Aby uprosci¢ zapis, oznaczmy (Zi,zW = (Xx,y) i (zi,zK = (x.y).

Kazdy niezerowy element mozna przedstawi¢ za pomocg szeregu Taylora

fV(x>y) = u(x,y) = p(x,y) + r(x,y) (25)
gdzie
p(x.y)= mzzo_. jizoiv’a’] Av Ax(c’/))(/ -)-(y -y oy = sfl’tzov Vo (26)

a symbol 2 a & oznacza sume wszystkich as, gdzie 0 < s+t < a Wspotczynniki a,, sa

liniowymi kombinacjami pochodnych czastkowych w punkcie (xo,yo).

Na przyktad,

vy ¢rf(Xo,yo)
“Boo(m-DINIG. y° CT~'xffy
Sktadnik reszty r(x,y) jest rowny

1 S.fo+1l N oy )
ooy =n iMoo 1. TR x0T Yoy, )

gdzie: £ = Xo+ 0(x-x0) oraz w=y0+ 0(y-yg, 0 e [0,1]

(x0y0) e (x,y) (np. x0=m(x), yo=m(y)).

Aby oszacowaé granice zakresu wartosci u(x,y), wprowadzamy forme resztowg
rozwiniecia (25)

V (fuz) =V(u,z) :=R(p,z) +r(z2). (28)

Zauwazmy, ze uzywamy tutaj doktadnego zakresu wielomianu p w z, natomiast r(z) moze

by¢ oszacowaniem w arytmetyce interwatowej r(z) lub innym estymatorem.
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Dla (x0yo) e (x,y)
r(z)=r(x,y)e 9

gdzie

Relacje (25)-(29) prowadza do nastepujacego twierdzenia:
TWIERDZENIE: Jezeli Fij(x,y) = u(x,y) : D e R!-> Rjesta +1 - krotnie r6zniczkowalna
czastkowo, to dla wszystkich z = (x,y) e D zachodzi:
1 R(fij,z) = R(u,z) ¢ V(u,2),
2. q(R(u,z),V(u,2)) <yw(x)kv (yf, y>0.

Wida¢, ze przekroczenie zakresu R(u,z) przez V(u,z) zalezy od pewnych poteg w(z) i
w(y). Przekroczenie to zmniejsza sie z dowolng potegg ct+ 1, jezeli szerokosci interwatow X i

y sa mate.
Forma resztowa funkcji u(x,y) moze by¢ efektywnie wyznaczana, je$li zastosujemy
wielomiany Bernsteina dwoch zmiennych. Wielomian dwoch zmiennych p(x,y) mozna

przedstawi¢ w postaci wielomianu Bernsteina stopnia v >0 w interwale (prostokacie) (x,y)

= [x,x] x [y,y] nastepujaco:

(x-x)i(x-xr(y-y)Jly-yr, (30

gdzie v >0, awspoétczynniki Bernsteina sa rowne

(31

Wspotczynniki Bernsteina przyblizajg zakres wartosci p(x,y), zachodzi bowiem

g=minbj) < p(x,y) < maxb(y=0G. (32)

0<i,j<v (x,y)e(x,y) 0<i,j<v
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Rownos¢ zachodzi w lewej (odpowiednio prawej) nieréwnosci wtedy i tylko wtedy, gdy g
(odpowiednio G) jest jednym ze wspétczynnikow b”, bA’,b$,b~. Podobnie jak w
przypadku wielomianéw jednej zmiennej granice sa blizsze rzeczywistego zakresu, gdy v jest

wieksze.

Wspotczynniki by moga by¢ obliczane bardziej efektywnie niz bezposrednio ze wzoru
(31). Wspotczynniki Bernsteina sg takze uzyteczne przy estymacji zakresu sktadnika reszty
r(x,y). W tym celu interpoluje si¢ pochodne czastkowe wielomianami dwdch zmiennych
stopnia drugiego. Interpolacja wymaga obliczania warto$ci pochodnych czastkowych na

pewnej siatce, np. najednej z pokazanych na rys.2(a) lub 2(b).

(a) (b)
Rys.2. Siatki interpolacji

Fig.2. Interpolation grids

Prowadzi to do uktadu szesciu liniowych réwnan, ktére mozna rozwigza¢ dowolnym

standardowym algorytmem. Kazda pochodna czastkowa ma postac:
(33)

m=cet+l, j=1,2,...,m.

Zakres wartosci sktadnika reszty oblicza sie nastepujgco:

r(z)=r(x.y)e (34)
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W przypadku obszaréw startowych (poczatkowych) szerokosci niektérych interwatéw moga
hy¢ duze i podejScie to moze prowadzi¢ do nadestymacji zakresu. Mozna wtedy rozdzieli¢
obszar na mniejsze podobszary i oblicza¢ zakres jako sume zakreséw (w sensie sumy
zbioréw), podobnie jak to pokazano w pracy [7],

Przedstawimy teraz podstawowe idee stanowigce podstawe systematycznego i doktadnego
wyznaczania wartosci pochodnych czastkowych wyzszych rzedéw. Podstawowa idea to
dekompozycja obliczania wartosci ztozonej funkcji dwoch zmiennych w sekwencje
prostszych obliczen szczegdlnych funkcji jednej i dwdch zmiennych. W celu skonstruowania
algorytmu obliczania pochodnych czastkowych rzedu s wprowadza sie pojecie funkcji
dopuszczalnej (0,2) zdefiniowanej nastepujaco [9]:

Funkcja u:D ¢ R2 — R, jest funkcjg dopuszczalng (0,2)jezeli dla dowolnego punktu
(x0yo) z D wartos¢ u(x,y) moze by¢ sekwencyjnie obliczona w skonczonej liczbie krokdw
przy wykorzystaniu:

a) warunkéw poczatkowych
S =x0 s2=vy, (35)

b) funkcji dwoch zmiennych postaci

w=p+g  w=p-q, w = pq, w = plq, w =pg (36)

¢) dowolnej funkcji jednej zmiennej, o-krotnie rézniczkowalnej

h:MeR->R (37)

Latwo spostrzec, ze jezeli potrafimy podac zapis analityczny funkcji u ijej pochodnych do
rzedu o to ujest funkcjg dopuszczalng (0,2).
Dla dowolnej funkcji dopuszczalnej (a,2) algorytm automatycznego rézniczkowania w
punkcie (x,y) nalezagcym do dziedziny moze by¢ zbudowany nastepujgco:
Krok 1. Utworzy¢ liste dopuszczalng dla funkcji u(x,y), tj. liste warunkéw poczatkowych
(35) oraz funkcji (36) i (37), ktére wyznaczane kolejno dajg u(x,y).
Krok 2. Dla warunkéw poczatkowych Si = Xo, s2= yo utworzy¢ jednowymiarowg tablice

(wektor) zawierajacg wartosci pochodnych czastkowych do rzedu o wigcznie

funkeji g(x,y) =x i g(x,y) =y.
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Krok 3. Dla kazdej funkcji postaci (36) i (37) umieszczonej na liscie dopuszczalnej dla
u(x,y) poda¢ formuly obliczania wartosci tej funkcji oraz wszystkich jej po-
chodnych czastkowych do rzedu o. Dla kazdej funkcji postaci a = f(b,c)
wielkosciami wejsciowymi bedag elementy uprzednio wyznaczonych wektoréw
B = (b,bxibybxx—). C = (c,cxcy,cxx...), a wielkosci wyjsciowe beda zawarte w
wektorze A = (a,axayaxx..). Dla dowolnej funkcji jednej zmiennej d = h(e)
wielko$cig wejSciowg do formut obliczeniowych bedzie wcze$niej wyznaczony
wektor E = (e.ej.ey.e«,...), a wielkosciag wyjSciowag bedzie wektor
D = (d,dxdy,dxx...).

PRZYKLAD 3. Aby blizej objasni¢ przedstawiony algorytm automatycznego rézniczko-

wania, rozpatrzmy funkcje u(x,y) = (x -2y)exp(-xy).

Chcemy wyznaczy¢ kilka pierwszych pochodnych czgstkowych w wybranym punkcie

(x0yo) ¢ D. Zauwazmy, ze lista dopuszczalna dla u jest nastepujgca:

a=x, b=y, c=2, di=bc, e=a-d, fi=ab, g:=exp(-f), u:=elg.
Lista ta moze by¢ interpretowana jako pierwsza kolumna tablicy, w ktérej mozna obliczaé

kolejno, kolumna po kolumnie, wartosci (u,uxuy,uxx...).

Krok Funkcja d/dy d/d*. d2/dx2
(1) a=x ax=| g=0 axx=
2) b=y bx=0 by=I bx<0
(38) c=2 =2 =o Cx=0
(4) d=bc dx=bxc + bex dy byC 'f'bCy dxx bxe + 2bxex+ be«
(5) e=a-d ex=ax- dx O 3y’ dy exeEaxe d«
(6) f=ab fx=axh + abx fyrayb + aby fx=axxb + 2axbx + ab«
(1 g=exp()  gx=gfx gy=gfy gxx-gxfx  gixx
(8) u=elg U = e'g g eyg-egy Uxx=(gexx- egx))g 2 29 'gxux
g uy" g2

PRZYKLAD 4. Narys.3. przedstawiono obwod, ktéry ma réwnanie hybrydowe postaci
f.(x,y)I f 05 -0.251 fxI fol
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Charakterystyki elementdw nieliniowych sg nastepujace
fi(x,y) = (y-2x)exp(-xy), fAx,y) = -0.09x2 + 0.63xy - 1.1025y2.
Chcemy znalez¢ rozwigzania rownania w obszarze

z = [-16,16] x [-16,16].

Rys.3. Nieliniowy obwod bezinercyjny

Fig.3.Nonlinear inertialess circuits

Algorytm obliczeniowy wymaga wyznaczenia interwatowej reprezentacji macierzy

Jacobiego
F(z)="[p-H =[3J],

gdzie J i J oznaczajg dolng i gérng granice macierzy interwatowej.

Przy wyznaczaniu tej reprezentacji uwzgledniono w rozwinieciu (26 ) a = 3, a skladnik
reszty (27) wyznaczano na siatkach pokazanych na rys.2(a) i 2(b) stosowanych na przemian
w kolejnych iteracjach. Wymagato to wyznaczenia 10 wartosci pochodnych dla
wielomianowej czesci rozwiniecia i 30 wartosci (ze wzgledu na interpolacje) dla skfadnika
reszty, w kazdej iteracji.

Przyjmujac doktadno$¢ e = 0.3 uzyskano nastepujace rozwigzania interwatowe:

zA= [-0.25,0.0]x[-0.5,-0.25], zB= [1.5,1.75]x[3.2,3.45],
zD= [-2.0,-1.75]x[-1.0,-0.75], zc = [2.85,3. 1]x[0.45,0.7],
ZE= [0.45,0.7]x[2.85,3.1], zF= [-10.7,-10.45]x[-0.25,0.0],
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Obwod posiada sze$¢ rozwigzan punktowych:
zA=(-0.185,-0.370), zB=(1.667,3.333), zCc=(-1.882,-0.885),
zD=(2.993,0.538), zE=(0.535,3.010), zF= (-10.535,-0.153).

3. UWAGI KONCOWE

Rezultaty tutaj przedstawione moga byé takze wykorzystane w innych algorytmach
opartych na analizie interwatowej, na przykfad przedstawionych w pracach [6],[ 16].

Efektywno$¢ obliczen i doktadno$¢ w proponaowanym podejsciu zaleza od mozliwosci
obliczania wartosci pochodnych (wspotczynnikow Taylora) dostatecznie wysokiego rzedu.
Przedstawione tu metody rézniczkowania rekursywnego dajg takag mozliwo$¢. Odpowiednia
adaptacja regut rozniczkowania funkcji  elementarnych prowadzi do procedur, ktore
pozwalajg oblicza¢ pochodne wybranego rzedu z doktadnoscig wynikajacg jedynie z
arytmetyki komputera. Prowadzi to do zwartego i og6lnego sposobu wyznaczania estymatora
interwatowej reprezentacji macierzy Jacobiego réwnania hybrydowego. Podej$cie to moze
by¢ interesujgce w praktyce obliczeniowej. Jezyki programowania najnowszej generacji [12] -
[15] pozwalajg na efektywne programowanie operacji w arytmetyce interwatowej oraz

procedur automatycznego rézniczkowania.
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Abstract

Interval analysis in conjunction with generalized bisection form the basis of algorithms
that find all solutions of a system of hybrid equations of nonlinear resistive circuits.

In algorithms based on those techniques it is often necessary to estimate an interval
evaluation of the Jacobian matrix of the equations or a nonlinear functions. The estimating
problem is equivalent to that of bounding ranges of functions over an interval. In the paper
we study this problem for a nonlinear circuits containing elements with
a characteristics described by any sufficiently smooth function f:D ¢ R R and
f:.D ¢ R2-» R especially by univariate or bivariate polynomials. It permits to take into
account presence of nonlinear controlled elements in the circuit. Approximation of the
interval extension of Jacobian matrix is done by univariate and bivariate Taylor expansion of
the functions concerned with nonlinear characteristics. Ranges of values of the expansion are
estimated with use of Bemstein polynomials. It is shown that overestimation depends on the
order of expansion. Evaluation of the ranges needs information about values of higher order
Taylor coefficients or partial derivatives in univariate or bivariate case, respectively.
Employing recursive computations, the method of automatic differentiation provides

effectively values of derivatives. Presented methods are illustrated by numerical examples.



