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WYKAZ OZNACZEŃ

b0 - szerokość szczerbiny żłobka, 
b,n - skos żłobków wirnika,
d- średnica wewnętrzna stojana,
i_s - wektor przestrzenny prądu stojana,
[ /J  - wektor prądu stojana we współrzędnych fazowych,
4 -  wartość chwilowa prądu i-tej fazy stojana,
4a,4p,4o - współrzędna a , współrzędna p i współrzędna zerowa prądu stojana,
\ i f ]  - wektor prądu stojana we współrzędnych ap, 
irj- wartość chwilowa i-tego prądu oczkowego wirnika,
4a/,4a2>- - współrzędne a  prądu wirnika,
4p;,4pz.- - współrzędne >9prądu wirnika, 
ir0 - współrzędna zerowa prądu wirnika,
i  - dodatkowa współrzędna zerowa prądu wirnika, gdy Qr - liczba parzysta,
[i“p] - wektor prądu wirnika we współrzędnych ap,
J  - moment bezwładności,
[Ks] - macierz transformacji ap dla wirnika,
kmv,kmv - współczynnik uzwojenia stojana (wirnika) dla v-tej harmonicznej 

przestrzennej,
kdsv,kdrv - współczynnik grupy uzwojenia stojana (wirnika) dla v-tej harmonicznej 

przestrzennej,
kpsv,kprv - współczynnik skrótu uzwojenia stojana (wirnika) dla v-tej harmonicznej 

przestrzennej,
ksqv - współczynnik skosu dla v-tej harmonicznej przestrzennej,
4  - długość zastępcza rdzenia maszyny,
Lmv - indukcyjność magnesująca dla v-tej harmonicznej przestrzennej,
Lsv,Lrv - indukcyjność główna stojana (wirnika) dla v-tej harmonicznej 

przestrzennej,
Lsrv - indukcyjność wzajemna stojan-wirnik dla v-tej harmonicznej przestrzennej, 
Las,Lar - indukcyjność rozproszenia stojana (wirnika),
La0 - indukcyjność rozproszenia pojedynczego oczka klatki wirnika,
Lapr - indukcyjność rozproszenia pręta klatki wirnika,
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

[Las],[Lar] - macierz indukcyjności rozproszenia stojana (wirnika) we
współrzędnych fazowych,

\Laf s],[Laf r] - macierz indukcyjności rozproszenia stojana (wirnika) we
współrzędnych ap,

[MSS],[Mrr],[Msr\,[MTS] - macierze indukcyjności głównych stojan-stojan,
wimik-wimik, stojan-wimik, wimik-stojan, 

[M afs],[Mfr ],[Mfr ],[Mfs ] - macierze indukcyjności głównych maszyny we
współrzędnych ap,

[MsL ], [Mfrv ], [Mfrv ] ,[Mfsv ] - macierze indukcyjności głównych maszyny dla
v-tej harmonicznej przestrzennej we współrzędnych ap,

Ns - liczba zwojów (połączonych szeregowo) stojana,
Nr - liczba zwojów (połączonych szeregowo) wirnika,
0- indeks dla składowej zerowej,
0p  - indeks dla składowej zerowej gdy liczba faz układu jest parzysta, 

p  - liczba par biegunów,
Qs,Qr - liczba żłobków stojana (wirnika), 
r  - indeks dla wielkości i parametrów związanych z wirnikiem,
Rs - rezystancja fazowa uzwojenia stojana,
Ra - rezystancja pojedynczego oczka wirnika,
Rpr - rezystancja pręta klatki wirnika,
[•£,],[•/?,] - macierz rezystancji stojana (wirnika) we współrzędnych fazowych, 
[ R f] ,[ R f  ] - macierz rezystancji stojana (wirnika) we współrzędnych ap, 
{R,},{R2},... podzbiory harmonicznych przestrzennych wirnika związane 

z kolejnymi wierszami schematu rozkładu, 
sv - poślizg dla v-tej harmonicznej przestrzennej, 
t - czas,
ts,tr - podziałka żłobkowa stojana (wirnika),
Te - moment elektromagnetyczny,
Tev - moment elektromagnetyczny v-tej maszyny elementarnej,
Tm - moment mechaniczny na wale silnika,
T, - okres charakterystyki kątowej pasożytniczego momentu synchronicznego,
Te(vj) - pasożytniczy moment związany z parą harmonicznych przestrzennych (v,p), 
Tą )s - pasożytniczy moment synchroniczny związany z parą harmonicznych

przestrzennych (v,p),
Tj(y,p) - składowa momentu pasożytniczego związanego z parą harmonicznych 

przestrzennych (v,p) (v - maszyna wzbudzająca, p - maszyna synchroniczna),
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Wykaz oznaczeń

T"{p „j - składowa momentu pasożytniczego związanego z parą harmonicznych 
przestrzennych (v,p) (p - maszyna wzbudzająca, v- maszyna synchroniczna),

T, - moment rozruchowy,
T,{9{0)} - moment rozruchowy w funkcji początkowego kąta położenia wirnika,
TIas - asynchroniczny moment rozruchowy,
T*y) - pasożytniczy moment asynchroniczny związany z v-tą harmoniczną 

przestrzenną,
T^) - moment asynchroniczny główny związany z p-tą harmoniczną,
[uT] - wektor napięcia wirnika we współrzędnych fazowych,
[uf] - wektor napięcia wirnika we współrzędnych ap, 
urj - wartość chwilowa napięcia i-tej fazy wirnika,
[us] - wektor napięcia stojana we współrzędnych fazowych,
[uf] - wektor napięcia stojana we współrzędnych ap, 
usj - wartość chwilowa napięcia i-tej fazy stojana,
usa,usp,uso - współrzędna a, współrzędna p i współrzędna zerowa napięcia stojana, 
Usf - napięcie fazowe 3-fażowej sieci symetrycznej (wartość skuteczna),
YQs,YQi - rozpiętość zezwoju (poskok) stojana (wirnika) wyrażona w żłobkach, 
ar - kątowa podziałka żłobkowa wirnika,
5ef - grubość zastępcza szczeliny uwzględniająca użłobkowanie i namagnesowanie 

rdzenia,
<p - kąt przesunięcia fazowego napięcia względem prądu,
A - permeancja dla strumienia podstawowej harmonicznej przestrzennej,
\x0 - względna przenikalność magnetyczna próżni, 
v, Vj, v2, v3,p,X - rzędy harmonicznych przestrzennych,
\ m - rząd najwyższej uwzględnianej harmonicznej przestrzennej,
S - kąt obrotu wirnika,
Sc - kąt obrotu wirnika w chwili zaistnienia stanu ustalonego,
S(0) - kąt obrotu wirnika w chwili t=0, 
co0 - pulsacja sieci,
to p - pulsacja momentów przemiennych pochodzących od pasożytniczych momentów 

synchronicznych,
Q.m - prędkość kątowa wirnika,
Qms - prędkość synchroniczna pasożytniczego momentu synchronicznego.
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WSTĘP

Przez długi okres rozwoju maszyn elektrycznych - praktycznie aż do czasu 

pojawienia się komputerów - analiza własności dynamicznych maszyny indukcyjnej 

była oparta przede wszystkim na modelu uwzględniającym główną harmoniczną 

przestrzenną pola magnetycznego, czyli na tzw. modelu monoharmonicznym i wyniki 

tejże analizy ukształtowały i ugruntowały szereg przekonań o możliwych 

zachowaniach i własnościach dynamicznych maszyny.

Nowy okres w badaniu i modelowaniu maszyn elektrycznych rozpoczął się wraz 

z rozwojem techniki komputerowej, która otworzyła drogę do numerycznej analizy 

złożonych poliharmonicznych modeli maszyn elektrycznych, a więc modeli 

uwzględniających wyższe harmoniczne przestrzenne pola magnetycznego w szczelinie 

powietrznej maszyny. Te nowe możliwości spowodowały znaczący wzrost 

zainteresowania powyższą tematyką, czego wyrazem jest stale wzrastająca, począwszy 

od lat sześćdziesiątych, liczba artykułów w krajowych i zagranicznych czasopismach 

naukowych oraz referatów prezentowanych na konferencjach międzynarodowych. 

Pomimo stosunkowo obszernej i bogatej literatury, stosowanie przy formułowaniu 

równań i przy ich upraszczaniu (najczęściej na drodze transformacji współrzędnych) 

zaawansowanych metod matematycznych, złożoność opracowywanych na ich 

podstawie programów komputerowych przy braku przejrzystej strategii posługiwania 

się nimi, a do tego - brak uniwersalności programów (odnoszących się najczęściej do 

określonej liczby żłobków), niejasne wnioski wynikające z wprowadzenia modeli 

poliharmonicznych w miejsce modelu monoharmonicznego, a nade wszystko - brak 

jednoznacznie i przejrzyście sformułowanego kryterium i określenia zakresu 

stosowalności modeli poliharmonicznych - są przyczynami, dla których modele te nie 

uległy rozpowszechnieniu w przemysłowych i akademickich środowiskach naukowo- 

badawczych i praktycznie nie są znane poza wąskim kręgiem naukowców
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

o specjalności maszyny elektryczne, zajmujących się teorią, analizą i modelowaniem 

maszyn elektrycznych. W szczególności - modele poliharmoniczne nie są 

wykorzystywane w praktyce projektowo-konstrukcyjnej maszyn elektrycznych, ani też 

w teorii napędów - przy analizie i projektowaniu układów elektromechanicznych 

zawierających maszyny indukcyjne. Stąd też i niniejsza monografia, której 

najistotniejszym zamierzeniem jest przybliżenie zagadnień modelowania maszyn 

indukcyjnych (z uwzględnieniem wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu 

uzwojeń) badaczom, projektantom oraz użytkownikom maszyn elektrycznych oraz 

układów napędowych. Książka sumuje w zwartej formie osiągnięcia naukowców 

zagranicznych i krajowych, jak też - w znacznym stopniu - dorobek własny autorów. 

W monografii wykorzystano model matematyczny maszyny indukcyjnej we 

współrzędnych 2-osiowych aß przedstawiony w pracach [9,10,11], a następnie 

rozwinięty w pracy [19]. W sposób usystematyzowany zapoznaje z zagadnieniami 

dotyczącymi struktury matematycznej modeli poliharmonicznych, analizą jakościową 

równań różniczkowych oraz upraszczaniem ich postaci przez redukcję liczby 

współrzędnych i współczynników, koncepcją wypełnień macierzy i wynikającymi 

z niej mnemotechnicznymi procedurami formułowania układów równań, techniką 

opracowywania programów komputerowych, sprawdzania ich poprawności oraz 

strategią użytkowania. Analizuje i systematyzuje własności dynamiczne maszyn 

wynikające z poliharmoniczności przepływu uzwojeń i podaje przykłady praktycznych 

zastosowań modeli.

Monografia ta wiąże się bezpośrednio z książką "Momenty pasożytnicze 

w indukcyjnych silnikach klatkowych" (PTETiS Warszawa-Gliwice, Monografie 

Sekcji Maszyn Elektrycznych Komitetu Elektrotechniki PAN) poświęconą analizie 

stanów ustalonych maszyn indukcyjnych w obecności wyższych harmonicznych 

przestrzennych pola magnetycznego - i może być uważana za jej drugą część. Chcąc 

jednak umożliwić niezależne korzystanie z niniejszej monografii - bez potrzeby 

sięgania po część pierwszą - powtórzono w niej podrozdziały omawiające postać
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Wstęp

matematyczną modelu poliharmonicznego oraz podstawowe informacje o jego 

własnościach w stanach statycznych niezbędne przy interpretacji rozwiązań w stanach 

dynamicznych. Dzięki temu stanowi pełną i logicznie zamkniętą całość nie 

wymagającą znajomości części pierwszej.

Autorzy serdecznie dziękują recenzentom dr hab. inż. Piotrowi Wachowi - 

profesorowi Wyższej Szkoły Inżynierskiej w Opolu oraz dr hab. inż. Janowi 

Zawilakowi - profesorowi Politechniki Wrocławskiej, za wnikliwe recenzje oraz liczne 

uwagi przekazywane w dyskusjach. Niektóre z tych uwag mają charakter inspirujący, 

ukierunkowujący dalsze prace badawcze.
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1. MODEL MATEMATYCZNY 
INDUKCYJNEJ MASZYNY KLATKOWEJ 
PRZY UWZGLĘDNIENIU WYŻSZYCH 
HARMONICZNYCH PRZESTRZENNYCH PRZEPŁYWU

1.1. RÓWNANIA MASZYNY KLATKOWEJ 

WE WSPÓŁRZĘDNYCH FAZOWYCH

Załóżmy, że obwód magnetyczny analizowanej 3-fazowej symetrycznej maszyny 

indukcyjnej o całkowitej liczbie żłobków na biegun i fazę jest liniowy, szczelina 

powietrzna - gładka (nieużłobkowana), natomiast uzwojenia - tak, jak to jest 

w rzeczywistości - są rozłożone wzdłuż obwodu maszyny niesinusoidalnie. Przy 

tych założeniach model uwzględnia wyższe harmoniczne przestrzenne przepływów 

magnetycznych poszczególnych uzwojeń stojana i klatki wirnika, natomiast pomija 

harmoniczne przestrzenne przewodnościowe (permeancyjne) oraz harmoniczne 

przestrzenne nasyceniowe. Załóżmy dodatkowo, że gęstość prądu jest stała wzdłuż 

wysokości żłobków, a więc, że w prętach klatki wirnika nie zachodzi zjawisko 

wypierania prądów. Tak scharakteryzowany model opisuje we współrzędnych 

fazowych (naturalnych):

4 układ 3 równań napięciowo-prądowych stojana: 

gdzie:

macierz rezystancji uzwojeń fazowych stojana,

[Las\ - macierz indukcyjności rozproszeń uzwojeń fazowych stojana,

[A/^] - macierz indukcyjności głównych stojan-stojan,

[A /^S)] - macierz indukcyjności stojan-wimik,

17



Modelowanie 3-1azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

4 / 4
u * ] = » s 2 w = ] s 2

: u s 3 . J s 3 _

' 4 4 *

[*.] = 4 [4 ,]= 4 ,
Rs 4

Rys. 1.1. Fragment rozwiniętego obwodu klatki wirnika 
Fig. 1.1. Part of developed circuit of squirrel-cage

♦ układ Qr równań napięciowo-prądowych wirnika (współrzędnymi prądowymi 

wirnika są prądy oczkowe klatki zaznaczone na rys. 1.1):

(i.2)

gdzie:

[.Rr ]- macierz rezystancji uzwojeń wirnika,

[Lar\ - macierz indukcyjności rozproszeń stojana,

[Af„(S)] - macierz indukcyjności wimik-stojan ([Afre(3)j = [A/iJ.(3)]r ).

Rpn Lapr - rezystancja i indukcyjność rozproszenia pręta klatki wirnika,
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Rp, Lap - rezystancja i indukcyjność rozproszenia wycinka pierścienia

zwierającego zawartego pomiędzy sąsiednimi prętami klatki wirnika,

' " r i  ' ' i r l '

Ur 2 ¡ r 2

W  =
• ••

? r Q r _ / '< ?/ .

'  K -*rr 0 ... 0 -Rpr
~Rpr Ro ~Rpr ... 0 0

0 ~Rpr Ro ... 0 0

~Rpr 0 0 ... -Rpi Ro

' K o Ar pr 0  . . 0 Rfspr

~K pr K o ~Kpr . 0 0

0 ~Kpr K o  • . 0 0

1
1

■
f

'

0 0 ..• ~Kpr K o .

R0 -  2Rpi + 2Rp 

K  o  = 2 L apr +  2L ap

* równanie stanu mechanicznego: 
dCl,



gdzie:

Te » = \ n a d t+m

Te - moment elektromagnetyczny silnika,

/  - moment bezwładności,

Tm - mechaniczny moment obciążenia na wale maszyny,

S - kąt obrotu wirnika,

d(0) - początkowy kąt obrotu wirnika zawarty pomiędzy osią pierwszego 

uzwojenia fazowego stojana a osią pierwszego oczka klatki wirnika w chwili t=0 

(rys. 1.1).

Na rys. 1.2 przedstawiono schemat ideowy maszyny odpowiadający równaniom 

(1.1M1.3).

Klatkowe uzwojenie wirnika o Qr żłobkach jest reprezentowane przez Qr 

uzwojeń fazowych, odpowiadających Qr oczkom klatki, formowanym przez 

sąsiednie pręty i łączące je fragmenty wycinków pierścieni (rys. 1.1). Z powodu 

dużej liczby uzwojeń fazowych w wirniku, równej liczbie żłobków, oznaczanie 

uzwojeń na schematach ideowych tak, jak na rys. 1.2 jest bardzo kłopotliwe 

i dlatego w dalszej części pracy uzwojenia będą reprezentowane za pomocą 

uproszczonego znaku graficznego | . Zgodnie z tą umową, schemat ideowy 

maszyny z rys. 1.2 może być przedstawiony w uproszczonej graficznie formie tak, 

jak na rys. 1.3.

Analizowanie i przekształcanie schematów ideowych w przypadku ogólnym, 

a więc przy założeniu, że wirnik posiada dowolną liczbę żłobków Qr przesuniętych 

wzajemnie o kąt 2niQr, stwarza szereg trudności formalnych. Wygodniej jest 

rozważyć pewne szczególne przypadki liczb żłobków wirnika, a następnie 

uzyskane rezultaty uogólnić. Ze względu na prostotę i przejrzystość schematów

Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

dobrze jest, aby przykładowo przyjęte do rozważań liczby żłobków wirnika były 

niezbyt duże.

S3

Rys. 1.2. Schemat ideowy 3-fazowej maszyny klatkowej
Fig. 1.2. Schematic representation of 3-phase squirrel-cage machine

1

s3

Rys. 13. Schemat ideowy 3-fazowej maszyny klatkowej 
(umowna reprezentacja uzwojeń fazowych)

Fig. 13. Schematic representation of 3-phase squirrel-cage machine 
(simplified representation of phase windings)
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Przyjmijmy więc do dalszej szczegółowej analizy dwa przypadki: wirnik 

o nieparzystej liczbie żłobków Qr=7 oraz wirnik o parzystej liczbie żłobków Qr=8. 

Schematy ideowe maszyn z takimi wirnikami przedstawiono odpowiednio na 

rys. 1.4 i rys. 1.5 .

I

ś  O -

Rys. 1.4. Schemat ideowy 3-fazowej maszyny klatkowej o liczbie żłobków 
wirnika Qr =7 {Qr- liczba nieparzysta).

Fig. 1.4. Schematic representation of 3-phase squirrel-cage machine with 
the number of rotor slots Qr=7 (Qr - odd number).

Rys. 1.5. Schemat ideowy 3-fazowej maszyny klatkowej o liczbie żłobków 
wirnika Qr =% {Qr- liczba parzysta)

Fig. 1.5. Schematic representation of 3-phase squirrel-cage machine with 
the number of rotor slots Qr=8 {Qr - even number)
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Przy sporządzaniu schematów ideowych maszyn dogodnie jest przyjąć ponadto 

dodatkowo jeszcze jedną umowę, a mianowicie, że uzwojenia wirników będą 

rysowane pod 3-fazowymi układami uzwojeń stojanów, a nie w ich obrębie. 

Zgodnie z tą umową schematy ideowe z rys. 1.4 i rys. 1.5 przyjmują postać, jak 

narys. 1.6 irys. 1.7.

Rys. 1.6. Schemat ideowy 3-fazowej maszyny klatkowej o liczbie żłobków 
wirnika Qr-1  (umowne położenie uzwojeń wirnika względem stojana)

Fig. 1.6. Schematic representation of 3-phase squirrel-cage machine with the number 
of rotor slots Qr=7 (rotor windings placed conventionally under stator windings)

si

Rys. 1.7. Schemat ideowy 3-fazowej maszyny klatkowej o liczbie żłobków wirnika 
Qr= 8 (umowne położenie uzwojeń wirnika względem stojana)

Fig. 1.7. Schematic representation of 3-phase squirrel-cage machine with the number 
of rotor slots Qr =8 (rotor windings placed conventionally under stator windings)

stojan 

sta tor

I

wirnik 

rotor

i/=1,2,3,4,5,...

stojan 

stator

I
i/=1,2,3,4,5,...

s2

wirnik v=i,2,3,4,5,...

ro tor
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Przy rozwiązywaniu równań (1.1) +(1.3), dogodnie jest zastosować 

w odniesieniu do rozkładów przestrzennych przepływów magnetycznych poszcze

gólnych uzwojeń analizę harmoniczną Fouriera. Za harmoniczną przestrzenną 

o rzędzie v=l przyjmuje się harmoniczną o okresie równym pełnemu obwodowi 
maszyny. Harmoniczna główna ma rząd równy liczbie par biegunów v=p i jest 

związana z główną przemianą elektromechaniczną, a więc z przemianą energii 

elektrycznej w użyteczną energię mechaniczną. Przemiany elektromechaniczne, 

dokonujące się za pośrednictwem pozostałych wyższych harmonicznych 

przestrzennych, wiążą się z tzw. elektromagnetycznymi momentami 

pasożytniczymi.

Rozwinięcie rozkładów przestrzennych przepływów poszczególnych uzwojeń 

w szereg Fouriera harmonicznych przestrzennych pozwala przedstawić macierze 

indukcyjności głównych: [3/ss],[A/ir(S)],[A/iS(d)]i[Afjr] w postaci sum macierzy 

związanych z poszczególnymi harmonicznymi przestrzennymi przepływów. Taki 
model maszyny uwzględniający wyższe harmoniczne przestrzenne nazywamy 

modelem poliharmonicznym maszyny. Uzwojenia - w zależności od budowy 

(liczby par biegunów p, cech symetrii, współczynników uzwojeń oraz wzajemnego 

galwanicznego połączenia) - wytwarzają tylko niektóre harmoniczne przestrzenne 

przepływu. Dogodnie jest jednak przyjąć wstępne założenie, że każde uzwojenie 

fazowe wytwarza wszystkie kolejne harmoniczne przestrzenne (v=l,2,3..), 

a dopiero na końcowym etapie analizy wyeliminować z rozkładu przestrzennego te 

harmoniczne, które nie są generowane przez uzwojenia:

[M«]= Z  [ " . . ]  = * / A Z  -7 * 4 *
y-IŻJ-v

n 2n 4ncos 0 cosv—- cosv—
3 3

4n _ 2ic
COSV  COS0 c o s v -----

3 3
2it 4n _cos v——- cosv—— cos0
3 3

(1.4)
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

[ M r r ] =  X [ A f ^rv ] =  A  £  - ^ j k ^ v  X 
V=ia,3- V-1.2żr~ V

COS0 cos vccr cos2var ... cos(Qr -  l)var
cos(Qr -  l)\ctr cos i? cos var .. cos(ęr -  2)var

cosvocr cos2var cosJvar . cos 0 (1.5)

\M J 9 )\=  X [  Mav(9 )\= N ,A  2  ~j^wsv kmv ksqv x
v=l,2,3- v=l,2,3r. V

2n
cosv(0+.9) cos v{0—j~ +&)

2tccos v(a r + 9) cos v(ar —— + 9)
/y

cos v(2ar +9) cos v(2ar —-j-+9) cos v{2ar -  ̂ +9)

cos v(0-^j-+9) 
4tt

cosv(ar —y  + 
4n

cosv[{Qr - I ) cct +9] cos v[{Qr - l)ccT - +  9] cos v[(Qr - l)a r - ~ + 9 ]

[Msr{9)\= Y \M srv̂ ) ] Ą M sr{9)]T = Y \M „ v (¿O]7
V=J,2Ur- Y - l Z J r -

(1 .6)

(1.7)

gdzie:

Ns - liczba zwojów w fazie uzwojenia stojana połączonych szeregowo, 

kwsv - współczynnik uzwojenia stojana dla v-tej harmonicznej przestrzennej, 

kmv - współczynnik uzwojenia wirnika klatkowego dla v-tej harmonicznej 

przestrzennej,

ksgv - współczynnik skosu żłobków wirnika dla v-tej harmonicznej 

przestrzennej,

Qr - liczba żłobków wirnika,
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepfywu

A - przewodność magnetyczna (permeancja) dla strumienia głównego pierwszej 

harmonicznej przestrzennej.

Przewodność magnetyczną dla strumienia głównego pierwszej harmonicznej 

przestrzennej (harmonicznej podstawowej) określa wzór:

K=2\i0d le ( lg )
*§ cf

gdzie:

d - średnica wewnęii/.na stojana, 

le - długość zastępcza rdzenia maszyny,

5e/ - zastępcza-grubość szczeliny uwzględniająca użlobkowanie 

i namagnesowanie rdzenia.

We wzorach (1.5) i (1.6) nie występuje liczba zwojów wirnika Nr, albowiem dla 

uzwojenia klatkowego jest ona równa 1.

Wprowadzając szeregi macierzowe (1.4)-s-(1.7) do (1.1)^(1.3), przykładowe 

schematy ideowe maszyn z rys. 1.6 i rys. 1.7 można przekształcić do postaci 

przedstawionej na rys. 1.8 irys. 1.9.

Obwód magnetyczny obu rozważanych maszyn został powielony dla każdej 

harmonicznej przestrzennej pola magnetycznego przepływu. W stojanach 

i wirnikach kolejnych maszyn są umieszczone uzwojenia o osiach przesuniętych 

odpowiednio o kąty \2 n i  3 dla stojana i var dla wirnika, wytwarzające przepływy 

magnetyczne związane z kolejnymi harmonicznymi przestrzennymi. Takie 

wyidealizowane modele maszyn o uzwojeniach wytwarzających tylko po jednej 
harmonicznej przestrzennej przepływu noszą nazwę maszyn monoharmonicznych. 

Odpowiadające sobie uzwojenia fazowe stojanów i wirników kolejnych maszyn 

monoharmonicznych (uzwojenia fazowe o tych samych numerach) są połączone 

w szereg, a wszystkie wirniki - umieszczone na wspólnym wale.
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przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Tak więc formalna operacja matematyczna, polegająca na rozwinięciu 

przepływów magnetycznych w szeregi harmonicznych przestrzennych Fouriera i na 

przedstawieniu macierzy indukcyjności głównych jako sum macierzy związanych 

z poszczególnymi harmonicznymi przestrzennymi, pozwala na przekształcenie 

rozważanego modelu poliharmonicznego maszyny do nowej postaci ciągu 

monoharmonicznych maszyn odpowiadających tym harmonicznym przestrzennym. 

Schematy ideowe przedstawione na rys. 1.8 i rys. 1.9 można więc uważać za 

schematy rozkładu poliharmonicznego modelu maszyny na maszyny 

monoharmoniczne.

Układ równań różniczkowych (l.l)-s-(1.3), opisujący zachowanie się maszyny 

indukcyjnej, jest układem nieliniowym złożonym z (Qr+4) równań o zmiennych 

współczynnikach. Nieliniowość równań (1.1) i (1.2) wynika z nieliniowej 

zależności elementów macierzy indukcyjności [.4/^(3)] i [Afre(3)] od kąta obrotu 

wirnika 3, który z kolei jest nieliniową funkcją czasu. Nieliniowość równania (1.3) 

wiąże się z wyrażeniem na moment elektromagnetyczny, które jest formą 

dwuliniową względem prądów stojana i wirnika. Wszystkie równania są ze sobą 

wzajemnie silnie sprzężone, czego wyrazem są pełne macierze indukcyjności 

głównych [Ma \  [M „\[A ^(3)],[A f„(d)].

Również i macierze składowe [MiSSV],[AfCTV],[A/'a.v(S)],[Afrav(S)], będące

wyrazami szeregów (1.4)-s-(1.7), są macierzami pełnymi, tylko w szczególnych 

przypadkach zawierającymi pojedyncze elementy zerowe.
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przeptywu

1.2. RÓWNANIA MASZYNY KLATKOWEJ 

WE WSPÓŁRZĘDNYCH ap

Model matematyczny maszyny, uwzględniający wyższe harmoniczne 

przestrzenne (model poliharmoniczny), na który składają się równania (1.1)-h(1.3) 

i wzory (1.4)+(1.7)), można znacznie uprościć poprzez wprowadzenie nowego 

układu współrzędnych - układu współrzędnych ap (zwanego również 2-osiowym 

układem współrzędnych), w którym większość elementów macierzy 

[Afiiv], [m „ \  [Afffv(S)], [ ^ „ ( S ) ]  przyjmuje wartość zerową.

Nowe współrzędne ap prądów stojana wprowadza się opierając się na relacji:

cos i? 2n cos—— 4it cos—-
Iro [2 sin(?

3
. 2n

3
. 4n ¿sl

\3
sm—  

3
sm-—

3 ¡s2
1sO / 1 1 Js3.

.4 2 42 42 .
(1.9)

W przypadku gdy liczba żłobków wirnika Qr jest liczbą nieparzystą, 

współrzędne ap prądów wirnika wprowadza się na podstawie relacji:

ha. cos 0 cosotj. cos .Za,. . . cos«?r -  l)aT "7/'
sini? sina, sin 2ar . . sini^ - 1)ar *r2

/ra 2 
Jrp2

II

¡£>

cos 0 cos2ar cos4ar . . cos 2(Qr -  l)ar ir3
sinO s\n2ar sin 4ar . sin 2(Qr - l ) a r *r4

*rO _
7 1  7

... ...

.4 2 42 42 42 .

zaś wtenczas, gdy liczba żłobków wirnika Qr jest liczbą parzystą - opierając się na 

relacji:
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I r o /

i

1r a 2

i r $ 2

1rO p  

* 1 °  _

"cos 0 cosar cos2ar ... cos(Qr -  l)ar irI
sin i? sinar sin 2ar ... sin(<?r - / ) a r lr2
cos 0 cos2ar cos4ar . . cos 2(Qr -1 )olt lr3
sini? s in fa r sin 4<xr . sin2(Qr - l ) a r

7 1 i 1
ir4

42 42 42 42 *'Qr-1 1 1 1
.42 42 42 42  . . lrQr

Z kolejnymi parami wierszy relacji (1.9), (1.10) i (1.11) są związane różne pary

współrzędnych ap oznaczone przez: aJ[iJ,a2p2,ajPJ  Ostatni wiersz wyznacza

współrzędną zerową 0. W przypadku gdy liczba żłobków wirnika Qr jest liczbą 

parzystą, w wirniku klatkowym występuje dodatkowo jeszcze jedna współrzędna 

zerowa Op, którą określa przedostatni wiersz relacji (1.11).

W formie skróconej relacje (1.9) oraz (1.10) lub (1.11) można zapisać 

następująco:

3x3 (1.12)

QrxQr
W analogiczny sposób wyznacza się współrzędne ap napięć stojana i wirnika:

[ u ? y iK ,] M

3x3 (1.13)

[ u f] ,{ K ,)M .

QrxQr

Macierze transformacji [Ks ] i [Kr] są macierzami ortogonalnymi 

unormowanymi, dla których zachodzi:
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(1.14)

Z relacji (1.14) bezpośrednio wynika niezmienniczość mocy chwilowej 

w układzie współrzędnych ap, tak dla uzwojenia stojana:

P s i f )  =  [O s T  w  -  [ a f  J r  [ ^ r 7 [ i ? ]  «
(1.15)

=KaP]r( [ ^ r /)r f ^ r 7 p ] =[ o f f  p ]

jak i dla uzwojenia wirnika:

W wyniku transformacji układu równań (1.1) i (1.2) z fazowego układu 

współrzędnych do układu współrzędnych ap otrzymuje się:

(i.i7)

Poszczególne macierze przybierają we współrzędnych ap postać; 

[R?] = [Ks][Rs][K,]t =[RS]

[L?s]=[Ks}[Las}[Ks]T = [Las\

[R?] = [Kr][Rr][Kr)T =

(1.18)

(1.19)

(1.20)

'R0 - 2 R pt cosa 0 0  0 0  "
0 R0- 2 R pr cosa 0  0 0
0 0 R0 - 2 R prco&2o. 0 0
0 0 0  R0 - 2 R prcos2a 0

0 0 0  0 •
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= [Kr][Lar][Krf  = (1.21)

"40“̂ 4̂ cosa 0 0 0 0
0 4 0 ~2Laprc0̂a- 0 0 0
0 0 I*o~2I*prcos2a 0 0
0 0 0 Lćo - 2Lqpr coŝ a . 0

0 0 0 i? • Aro ~ 2Lapr

v= 12,3,~

1

M <
111V=l,2,4Jr- 1

Z 4 vi
W=iX4Zr- _j

gdzie:

L - — —  N 2 k2 A
Z  V

(1.22)

[M«]= YXKT][MnĄ[KT]T =

Z 4 v

v = W , . - W , + l ~ -

Z 4 v

^ l . Q x - W r * l -

I 4 v

v - 2 , Q r - 2 tQ r + 2 r-

E 4 v

v = 2 , Q  - 2 ,Q r + 2 r -

_________ _____ ___ ________ ___ _________ _____r *

*  I 4 v

v = Q , J Q r r -

(1.23)
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gdzie:

L  --¿Ł— k  A^rv ~ o 2 wrv2  V

Tak więc we współrzędnych ap macierze rezystancji i indukcyjności 

rozproszenia stojana przechodzą same w siebie (wzór (1.18) i (1.19)), zaś macierze 

rezystancji i indukcyjności rozproszenia wirnika (wzór (1.20) i (1.21)) oraz 

macierze indukcyjności głównych stojana i wirnika (wzór (1.22) i (1.23)) ulegają 

diagonalizacji. Należy również zwrócić uwagę na to, że elementy leżące na 

przekątnej głównej macierzy indukcyjności głównych wirnika są opisane przez 

szeregi współczynników indukcyjności dla wyższych harmonicznych przes

trzennych o znacznie zmniejszonej liczbie wyrazów w stosunku do sumy (1.5).

Również istotnemu uproszczeniu ulega macierz indukcyjności głównych wimik- 

stojan, przekształcając się do ogólnej postaci:

[A/rfG 9)]=  Z [*s][M rM ][K r]=  Z  K t O ? ) ]  d-24)

gdzie:

' 0 0 

0 0

r

... ...

cos v,9 ±sinv>9 

±sinvi9 ± cosv!9

0

0
1

0 0 0

(1.25)

Qrx3
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- \ Ł KT =  —  -S L  A t k  k*-*rX 1/ 11 y» AI -1 ~ X J^U'XV Wt s  v ^1 ^  V  2  * wsv "-sęy ^ 2

Położenie 4-elementowej podmacierzy z elementami niezerowymi zależy od 

liczby żłobków wirnika Qr oraz rzędu harmonicznej przestrzennej v. Dla 

niektórych harmonicznych przestrzennych następuje przesunięcie pełnej 

podmacierzy w prawo lub w dól, a wówczas - w wyniku formalnego ‘bbcięcia” - 

w macierzy \M ^v{3)\ pojawia się tylko jej fragment, np.:

[M f^9 )\ = Ln

'  0  0  

0  0
r

................ ...

0  0  

0  0

co sv .9  

± s in  1^9

................ ...

0  0 0

1  =  M  k  k  k  A  —■Ł/srv V  ^  wsv wrv sqv J ^ 2

lub:

■ 0  0  

0  0

0  '  

0

...

...

... ...

cosv«9 ż s in ^ i 0

(1.26)

(1.27)
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lub też:

'  0  0  

0  0

0  '  

0

.. .

______________________ ___________

0  0 c o s i ^

(1.28)

TV * ^ 3  -)j Q r  - h iS k  w sv k m v  Jcsg y  y \  2

Problem położenia pełnej 4-elementowej podmacierzy oraz jej różnych 

możliwych przypadków szczególnych w obrębie macierzy [A/^f„(>9)]

(macierzy (1.25)) zostanie dokładnie rozważony w podrozdz.1.4.

Jak wynika z (1.22)+(1.28), zasadniczą korzyścią wynikającą z wprowadzenia 

układu współrzędnych ap jest bardzo duża liczba elementów zerowych

w macierzach indukcyjności wimik-stojan dla poszczególnych harmonicznych

przestrzennych oraz diagonalna postać macierzy indukcyjności stojan-stojan 

i wirnik-wirnik.

Rozwinięcie macierzy indukcyjności wimik-stojan [71/^(5)j w szereg (1.24)

o elementach (1.25)+(1.28) pozwala ponadto na wyrażenie momentu

elektromagnetycznego silnika w postaci sumy momentów związanych 

z poszczególnymi harmonicznymi przestrzennymi, a więc - innymi słowy - jako 

sumy momentów obrotowych wszystkich kolejnych maszyn monoharmonicznych:

T.-2 X =  2  [‘f i  4 A Mi.W ][if]  (1-29)
v = 1 . 2 J r
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1.3. SCHEMATY ROZKŁADU MASZYNY INDUKCYJNEJ 

NA MASZYNY ELEMENTARNE

Układ współrzędnych ap wyróżnia się jeszcze jedną istotną zaletą, a mianowicie 

pozwala na przyporządkowanie stransformowanym równaniom (1.17)^(1.27) 

prostego schematu ideowego, złożonego wyłącznie z 2- i 1-fazowych maszyn 

monoharmonicznych, zwanych w dalszej części maszynami elementarnymi. Ze 

względu na to, że budowa macierzy indukcyjności wzajemnych (1.25)-s-(l .27) oraz 

składniki sum indukcyjności na przekątnych głównych macierzy wimik-wimik

(1.23) zależą od liczby żłobków wirnika Qr , schemat ten przybiera różną postać dla 

różnych wartości liczby żłobków wirnika Qr . Na rys. 1.8 przedstawiono, we 

współrzędnych fazowych, schemat ideowy maszyny o liczbie żłobków wirnika 

Qr=7 (Qr - liczba nieparzysta), zaś na rys. 1.9 schemat ideowy maszyny o liczbie 

żłobków Qr=8 (Qr - liczba parzysta). Schematy ideowe tych samych maszyn 

w nowych współrzędnych ap przedstawiają odpowiednio rys. 1.10 i rys. 1.11.

Schemat ideowy maszyny we współrzędnych ap zawiera dwie tablice: tablicę 

stojana i tablicę wirnika.

Tablica stojana składa się z dwóch wierszy. Pierwszy wiersz odpowiada 

współrzędnym ap, zaś drugi - współrzędnej 0.

Tablica wirnika składa się z wierszy odpowiadających kolejnym parom 

współrzędnych a / P / . a ^ . a j P j   oraz ponadto z dwóch wierszy odpowiadają

cych współrzędnym zerowym Op, 0, gdy Qr - jest liczbą parzystą lub jednego 

wiersza odpowiadającego współrzędnej zerowej 0, gdy Qr - jest liczbą nieparzystą. 

Tablice podzielone są na kolumny związane z poszczególnymi harmonicznymi 

przestrzennymi. Uzwojenie elementarne umieszczone w v-tej kolumnie tablicy 

wytwarza tylko v-tą harmoniczną przestrzenną pola magnetycznego, czyli - 

w interpretacji fizykalnej - posiada liczbę par biegunów równą numerowi 

kolumny, w której się znajduje.

37



Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

V)
0
C

SZo
D
E
>>
L.
O

-ł—
c
<D
E
CD

00
L.
0
_Q
E
3
C

U)o
c
o
E
k_
o

XL

Q)O
O
CLM

M—
O
(/)
ł_
0)

XI

o

coord ina tes  a/S 

współrzędne a/3 

s t a t o r  n o  + o r - 

s t o i a n a  w i r n i k a

_c
o

N"
CN -

c K>
CM J

o
c

CN
CN n

<D
F

CN -
_a>
0

O
CN j

c
C7> n

N
00

CO -
D

E j

k_
CO n

0
E

LD —

D
C N- j

JC
KO i

u
s
c

CN -

c
0
N
i_
00

j
O T

0
N
k.

CD -
Q_

CO J
S I
O r-. n
c
N
0

*C
o

CO -

co j
E N- n
o

-C K) -

>*
TD

CN j
0
N
L.

— n
à cox o

cm cm re n
G'Q.Q'ïLC«LO

38

Ry
s. 

1.1
0.

 S
ch

em
at

 r
oz

kł
ad

u 
3-

fa
zo

w
ej

 m
as

zy
ny

 
in

du
kc

yj
ne

j 
o 

Q
r =

1 
na 

m
as

zy
ny

 
el

em
en

ta
rn

e
Fi

g.
 1

.10
. D

iag
ram

 
of 

de
co

m
po

sit
io

n 
of 

3-
ph

as
e 

sq
ui

rre
l-c

ag
e 

m
ac

hi
ne

 
wi

th 
Q

r = 
7in

to 
ele

m
en

tar
y 

m
ac

hi
ne

s



or
de

rs
 

of
 

sp
ac

e 
h

a
rm

o
n

ic
s 

(n
u

m
b

e
rs

 
of

 
el

em
en

ta
ry

 
m

a
c

h
in

e
s

)

1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

c o o r d i n a t e s  tx/? 

w s p ó ł r z ę d n e  a/? 

s t a t o r  r~ o  o  r~
s t o j a n a  w i r n i k a

JZ
o
>*ci-
D
C
<D
E
<D

C
>*
N(/)
O
£
L_
<d
£
D
C

_ca>-
cc
<D
N
L
(/)<1)
N

J=
O>-
c
N
O
C
O
£
o

-H
>-

TJa>
N

CNI —

tO
CN| J
CNI
CN| n
, __

CN|

O
CN| J
cn n
oo —

r^ - j
CO n
i n -

j
to

n

CN| -

j

o n
CJ) -
oo j

n
co -

lO j

'«t n
to -

CNI j
— n
à O

CM CM CD PJ q,0<Ü.t5'ÏLQ'£-OO

39

Ry
s. 

1.
11

. S
ch

em
at

 r
oz

kł
ad

u 
3-

fa
zo

w
ej

 m
as

zy
ny

 
in

du
kc

yj
ne

j 
o 

Q
r =

8 
na 

m
as

zy
ny

 
el

em
en

ta
rn

e
Fi

g.
 1

.11
. D

iag
ram

 
of 

de
co

m
po

sit
io

n 
of 

3-
ph

as
e 

sq
ui

rre
l-c

ag
e 

m
ac

hi
nę

 
wi

th 
Q

r = 
8i

nto
 

el
em

en
ta

ry
 

m
ac

hi
ne

s



Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Każda kolumna zawiera jedno (2- lub 1-fazowe) uzwojenie elementarne stojana 

i jedno (2- lub 1-fazowe) uzwojenie elementarne wirnika. Uzwojenia elementarne 

stojana i uzwojenia elementarne wirnika, znajdujące się w tej samej kolumnie 

(a więc odpowiadające tym samym harmonicznym przestrzennym) sprzęgają się ze 

sobą elektromagnetycznie. Składają się one na ciąg elementarnych maszyn o 2- lub

1-fazowych stojanach oraz 2- lub 1-fazowych wirnikach. W interpretacji fizykalnej 

w układzie współrzędnych aj) następuje rozkład poliharmonicznego modelu 

maszyny indukcyjnej na 2- i  1-fazowe maszyny monoharmoniczne, zwane 

maszynami elementarnymi. W 2-fazowych maszynach elementarnych jedno 

z uzwojeń odpowiada współrzędnej a , zaś drugie z nich - współrzędnej p, co 

ilustruje rys. 1.12.

2 -p h a s e  
elem entary machine 

2 -fa z o w a  
m aszyna elementarna

U/>r

elemenfary
stator

stojan
elementarny

elementary
rotor

wirnik
elementarny

Rys. 1.12. Pojedyncza 2-fazowa maszyna elementarna 
Fig. 1.12. One of the 2-phase elementary machines

Poszczególne stojany i wirniki elementarne związane z różnymi harmonicznymi 

przestrzennymi charakteryzują się różną orientacją osi faz: prawostronną J lub 

lewostronną L, co oznacza, że przy zasilaniu rzeczywistej maszyny symetrycznym 

3-fazowym układem napięć, kołowe pola magnetyczne odpowiadające tym 

harmonicznym wirują w stanie ustalonym w prawo albo w lewo (współbieżnie lub
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przeciwbieżnie). Wszystkie uzwojenia fazowe a  i odpowiednio wszystkie 

uzwojenia fazowe p znajdujące się w tym samym wierszu są połączone ze sobą 

galwanicznie w szereg. Przykładowo, dla pierwszego wiersza schematu stojana 

połączenia te przedstawiono na rys. 1.13.

orders of space harmonics (numbers of elementary machines) 
rzgdy harmonicznych przestrzennych (numery maszyn elementarnych)

1 2 3 4 5

Rys. 1.13. Szeregowe połączenie uzwojeń elementarnych zawartych w tym samym 
wierszu schematu rozkładu (na przykładzie pierwszego wiersza schematu 
rozkładu stojana)

Fig. 1.13. Connection in series for elementary windings included in the same row of 
diagram of decomposition (exemplary representation for the first row of 
stator diagram of decomposition)

Uzwojenia elementarne zawarte w każdym z wierszy wskazują na rzędy 

harmonicznych, które wytwarzają poszczególne pary współrzędnych aP lub 

pojedyncze współrzędne zerowe 0, Op. Para współrzędnych ap prądu stojana, 

związana z pierwszym wierszem schematu rozkładu stojana, wytwarza

harmoniczne przestrzenne o rzędach v=l,2,4,5,7,8....  zaś współrzędna zerowa

stojana związana z drugim wierszem schematu - harmoniczne o rzędach v=3,6,9,... 

Para współrzędnych wirnika ajpi wytwarza harmoniczne przestrzenne o rzędach: 

1, Qr - l , Q r +1, 2Qt - 1 ,2Qr + 1,... , para a2P2 - harmoniczne przestrzenne

o rzędach: 2, Qr -2 ,Q r + 2 ,2Qr -  2, 2Qr + 2 ...... para aj/?? - harmoniczne

przestrzenne o rzędach: 3, Qr -3 ,Q r + 3 ,2Qr -  3, 2Qr + 3 ,..., itd.
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Schemat ideowy maszyny we współrzędnych aft, przedstawiający rozkład 

poliharmonicznego modelu maszyny indukcyjnej na 2- i 1-fazowe maszyny 

monoharmoniczne, nazywamy krótko schematem rozkładu maszyny indukcyjnej na 

maszyny elementarne. Istotną zaletą schematu rozkładu maszyny indukcyjnej na 

maszyny elementarne jest jego prosta i przejrzysta struktura umożliwiająca łatwe 

i szybkie określenie wzajemnych połączeń i oddziaływań między różnymi 

uzwojeniami elementarnymi (a więc - innymi słowy - między różnymi 

harmonicznymi przestrzennymi przepływu stojana i wirnika). Uzwojenia 
elementarne, które sprzęgają się elektromagnetycznie, zajmują tę samą kolumnę 
schematu rozkładu, zaś uzwojenia, które są połączone galwanicznie, przynależą do 

tych samych wierszy schematu.
Pełny schemat rozkładu 3-fazowego uzwojenia stojana o liczbie par biegunów 

p=l na uzwojenia elementarne przy założeniu, że uzwojenia fazowe wytwarzają 

wszystkie kolejne harmoniczne przestrzenne v=l, 2, 3, 4, 5, 6,..., przedstawia 

rys. 1.14. Elementarne uzwojenia 2-fazowe zajmują kolumny o numerach: 1, 2, 4, 

5, 7, 8,..., zaś elementarne uzwojenie 1-fazowe - kolumny o numerach: 3, 6, 9, 12,

15 Liczba kolumn schematu jest równa rzędowi najwyższej uwzględnianej

harmonicznej przestrzennej \ m. Na rys. 1.14 przyjęto vm=24. Trójfazowe 

symetryczne uzwojenie stojana o liczbie par biegunów p wytwarza w ogólnym 

przypadku harmoniczne przestrzenne o rzędach v= p, 2p, 3p, 4p, 5p, 6p,..., tak więc 

schemat z rys. 1.14a ulega "rozrzedzeniu", albowiem uzwojenia 2-fazowe zajmują 

wówczas tylko kolumny o numerach: p, 2p, 4p, 5p, 7p, 8p,..., zaś pozostałe 

kolumny - pozostają puste. Uzwojenia 1-fazowe są umieszczone w kolumnach 

o numerach: 3p, 6p, 9p,... Schematy rozkładu uzwojenia stojana o liczbie par 

biegunów p=2 i p=3 na uzwojenia elementarne przedstawia rys. 1.14b i rys. 1.14c.

Analizując przykładowo schematy rozkładu wirnika klatkowego o liczbie 

żłobków Qr=7 i Qr=8 na uzwojenia elementarne (schematy przedstawione na 

rys. 1.10 i rys. 1.11), łatwo zauważyć, że uzwojenia elementarne wirnika układają
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

się w obrębie tablicy wirnika w cyklicznie powtarzający się kształt litery V

0 rozpiętości ramion równej Qr l kolumnom. Końce pierwszej z liter V spoczywają 

w kolumnach o numerach 1 i Qr l, końce drugiej litery V - w kolumnach Qr+1, 

2Qr- l, końce trzeciej litery V - w kolumnach 2Qr+ l, 3Qr l itd. W przypadku 

nieparzystej liczby żłobków, wierzchołek litery V jest spłaszczony i wyznaczony 

przez dwa 2-fazowe uzwojenia elementarne (rys. 1.10). W przypadku parzystej 

liczby żłobków, w wierzchołku litery V znajduje się uzwojenie 1-fazowe związane 

ze składową zerową "Op" (rys. 1.11). W obu przypadkach między kolejnymi 

literami V w kolumnach o numerach: Qr , 2Qr , 3Qr ,... znajdują się 1-fazowe 

uzwojenia elementarne odpowiadające składowej zerowej "0". Opierając się na 

powyższych spostrzeżeniach można w sposób mnemotechniczny skonstruować 

schemat rozkładu wirnika o dowolnej liczbie żłobków Qr .

Schemat rozkładu maszyny indukcyjnej o liczbie par biegunów p  i  liczbie 
żłobków wirnika Qr  na maszyny elementarne powstaje poprzez formalne 
zestawienie schematu rozkładu uzwojenia stojana o liczbie par biegunów p  ze 
schematem rozkładu uzwojenia wirnika o liczbie żłobków Qr.

Przykładowo schemat rozkładu maszyny indukcyjnej o liczbie par biegunów p=2

1 liczbie żłobków wirnika Qr=16 (przy uwzględnieniu vm=48 kolejnych 

harmonicznych przestrzennych) przedstawia rys. 1.15.

Uzwojenie klatkowe wirnika jest uzwojeniem konstrukcyjnie zwartym. 

Z relacji:

a to oznacza, że połączone w szereg ciągi uzwojeń elementarnych zawartych 

w poszczególnych wierszach schematu rozkładu wirnika są zwarte.

(1.30)

wynika, że:

(1.31)
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Jeśli stojan jest zasilany symetrycznym 3-fazowym układem napięć 

sinusoidalnych (o kolejności zgodnej) o postaci:

UsI= j2 U sfC0S{(Dot + <p)

us2=y[2Usfcos(co0t + ~  + <p) (1.32)

Us3=yi2UsfCOS{oot + ̂ j  + <p)

to:

usa = Us cos{co0t + <p)

usp = Us sin(o) 0t+<p) (1.33)

UsO=0

gdzie:

Us =43U a , (1.34)

co oznacza, że połączone szeregowo 2-fazowe uzwojenia elementarne stojanów 

z pierwszego wiersza schematu rozkładu stojana są zasilane odpowiednio 

napięciami usa i usfi, zaś ciąg 1-fazowych uzwojeń elementarnych w drugim

wierszu schematu rozkładu stojana - jest zwarty.

Prądy w 1-fazowych uzwojeniach elementarnych stojana mogą powstawać tylko 

na drodze indukcji elektromagnetycznej. Są one indukowane w stojanie przez prądy 

(związane z różnymi wierszami schematu rozkładu wirnika) będące reakcją 

uzwojenia wirnika na prąd stojana płynący przez ciąg 2-fazowych maszyn 

elementarnych z pierwszego wiersza schematu rozkładu stojana pod wpływem 

przyłożonego napięcia sieci. To, że prądy te nie powstają w stojanie bezpośrednio 

pod wpływem przyłożonych napięć, ale są indukowane w uzwojeniach stojana 

dopiero "wtórnie" przez prądy wirnika, znajduje wyraz w ich nazwie: prądy reakcji 

wtórnej stojana. Są to prądy o pulsacjach obcych - różnych od pulsacji sieci co 0.
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1.4. STRUKTURA MACIERZY INDUKCYJNOŚCI 

STOJAN-WIRNIK WE WSPÓŁRZĘDNYCH ap

W rozdz.1.2 podano ogólną postać macierzy indukcyjności stojan-stojan J, 

wimik-wimik [Af“/ j  oraz wimik-stojan [Af“/  ( $Ą we współrzędnych ap. 

Macierze ] oraz [Af“/ ]  charakteryzują się prostą budową diagonalną opisaną 

wzorami (1.22) i (1.23) w przeciwieństwie do macierzy indukcyjności wimik- 

stojan [Af “/(ó 1)], której budowa jest znacznie bardziej złożona i różna od postaci 

diagonalnej (patrz wzór na macierz (1.24) oraz postacie jej macierzy składowych 

(1.25)-s-(1.28)). W macierzy [A /“/(.9)] tylko pewna liczba elementów jest różna od

zera, a w niektórych przypadkach - macierz może w ogóle nie posiadać elementów 

zerowych i może pozostać po transformacji ap nadal macierzą pełną.

Poszczególne wiersze i kolumny macierzy wimik-stojan [Af “/(£ )]  odpowiadają

współrzędnym wirnika i stojana. W zależności od tego, czy liczba żłobków wirnika 

jest nieparzysta, czy parzysta - macierze te mają odpowiednio postać (1.35) lub (1.36) - 

str.48. Pary współrzędnych ap oraz współrzędne zerowe 0 i Op dzielą macierz na 

podmacierze o wymiarach 2x2,2x1,1x2 i 1x1.

Struktura macierzy \M*PS(  &Ą jest ściśle powiązana ze schematem rozkładu

maszyny indukcyjnej na maszyny elementarne i daje się łatwo określić na 

podstawie znajomości tego schematu. Związek ten wynika bezpośrednio z relacji

(1.24)-i-(l .28). Pełna podmacierz 2x2 we wzorze (1.25) jest macierzą indukcyjności 

wimik-stojan v-tej maszyny elementarnej o 2-fazowym stojanie i 2-fazowym 

wirniku. Pełna pomacierz 1x2 we wzorze (1.26) jest macierzą indukcyjności 

wimik-stojan v-tej maszyny elementarnej o 1-fazowym stojanie i 2-fazowym 

wirniku. Pełna podmacierz 2x1 we wzorze (1.27) jest macierzą indukcyjności 

wimik-stojan v-tej maszyny elementarnej o 2-fazowym stojanie i 1-fazowym

1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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a  p

«1

Pi

«2

a  p

ai

Pi

a .i

p.

t 1
(1.35) lub

a.i
p ,

Op
o

(1.36)

gdy: Qr- liczba nieparzysta gdy: Qt - liczba parzysta

wirniku, zaś 1-elementowa podmacierz 1x1 we wzorze (1.28) jest współczynnikiem 

indukcyjności wimik-stojan v-tej maszyny elementarnej o 1-fazowym stojanie 

i 1-fazowym wirniku. Stąd też, biorąc pod uwagę wzór (1.24), można wysnuć 

następujący wniosek: we współrzędnych ap macierz indukcyjności wimik-stojan 
jest równa sumie macierzy indukcyjności wimik-stojan poszczególnych maszyn 
elementarnych zawartych w schemacie rozkładu maszyny.

Rozważmy jako przykład macierz wimik-stojan [A f//] maszyny o p=l i Qr=l, 

której schemat rozkładu na maszyny elementarne przedstawia rys. 1.10. Macierz ta 

(podobnie, jak i macierze składowe będzie macierzą o następujących

wymiarach:
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(1.37)

a  (3

a i

Pi

<*>

Zgodnie z powyższym wnioskiem, macierz ta może być przedstawiona w postaci 

sumy macierzy [A T //J zawartych w drugiej kolumnie tabl. 1.1.

Wszystkie możliwe postacie pełnych podmacierzy w macierzy indukcyjności 

wimik-stojan dla v-tej harmonicznej przestrzennej [A /“/„], które mogą wystąpić

w modelu matematycznym maszyny w przypadku nieparzystej lub parzystej liczby 

żłobków, są w usystematyzowany sposób zestawione w tabl. 1.2 (założono, że 

wirnik v-tej elementarnej maszyny jest położony w dowolnym i-tym wierszu 

schematu rozkładu).

Ze względu na to, że dla oceny stopnia uproszczenia macierzy zasadnicze 

znaczenie ma to, jakie elementy macierzy są równe zero, a jakie są różne od zera 

(a nie to, jakie konkretnie wartości przyjmują), użyteczne jest wprowadzenie 

pojęcia wypełnienia macierzy.

Wypełnienie macierzy tworzy się zastępując elementy niezerowe pełnymi 
(zaczernionymi) kwadratami jednostkowymi (kwadratami o wymiarach 1x1), zaś 

elementy zerowe - pustymi kwadratamijednostkowymi.
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Tablica 1.1

Macierze indukcyjności wimik-stojan dla wyższych harmonicznych przestrzennych 
we współrzędnych ocp maszyny o p-1  i Qr-7  oraz ich wypełnienia

a i
Pi
a 2

P2
a 3
Pa
0

cos 9 sin9 0
-sin 9 cos 9 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0

1

- -

i- -i
a ,

Pi
a 2

P2
a 3
Pa
0

0 0 0
0 0 0

cos29 -sin29 0
-sin29 -cos29 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0

a i
Pi
“2
P2
a 3
P3
0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 cos39
0 0 -sin39

0 0 0
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a i
Pi
«2
P2
a 3
Pa
O

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

cos43 sin43 0
sin43 -cos4S 0

0 0 0

a

P
O

a i
Pi
“ 2
P2
a 3
P3
O

L

L
0 0 0
0 0 0

cos53 -sin53 0
sin53 cos53 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
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a
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O

a l
Pl
<x2
P2
a 3
Ps
O

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

cos7S sin73 0

a

p 
o

a l
p.
“ 2
P2
a 3
Ps
O

cos83 -sin8S 0
-sin83 -cos83 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

—

a

P
O

a i
Pi
a 2
P2
a 3
P3
O

0 0 0
0 0 0

0 0 cos93
0 0 -sin93

0 0 0
0 0 0

0 0 0
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Tablica 1.2

Macierze indukcyjności wimik-stojan dla v-tej harmonicznej przestrzennej we 

współrzędnych a0 w zależności od struktury maszyny elementarnej

a

P
0

a;

Pi J cosv$ sin vS 0
-sinv3 cos vS 0

a

P
0

J
Oi

Pi

cosvS sin vS 0

sinvd -cos vd 0

a

P
0

Cti

Pi

cosvS -sinvS 0
-sin vS -cosv3 0

53



Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

cosv3 -sinv3 j 0
sinv3 cosvS 0
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O lub Op Q

J

i i
1 cos vS sinv3 o !

P
0

O lub Op f j

L

cos v3 -sinv$
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Wypełnienia poszczególnych macierzy \M %„] dla rozważanego przykładu 

maszyny o p=l i Qt -7  są zestawione w trzeciej kolumnie tablicy 1.1. Pełne, 

sąsiadujące ze sobą kwadraty jednostkowe zlewają się tworząc zaczernione 

kwadraty i prostokąty o wymiarach 2x2,2x1 lub 1x2.

Liczby umieszczone w obrębie pełnych (zaczernionych) podmacierzy stanowią 

dodatkową istotną informację, wskazującą na numery tych maszyn elementarnych, 

dla których te właśnie podmacierze są niezerowe. Wypełnienia macierzy 

w wyrazisty i przejrzysty sposób charakteryzują rozmieszczenie elementów 

macierzy różnych od zera oraz elementów równych zero.

Przez nałożenie na siebie dwóch wypełnień macierzy o jednakowych wymiarach 

i przyjęcie, że:

+ r
[7] * □ - □
□ + - m
□ ♦ 1□ - □

otrzymuje się wypełnienie, które określamy jako sumę wypełnień.
Jest oczywiste, że wypełnienie sumy macierzy jest równe sumie wypełnień 

macierzy.

Ta własność jest istotną zaletą pozwalającą na szybkie zorientowanie się 

w strukturze macierzy indukcyjności wimik-stojan (i w konsekwencji - 

w strukturze modelu matematycznego maszyny) w zależności od liczby par 

biegunów p  i liczby żłobków wirnika Qr .
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Dla rozważanego przykładu maszyny o liczbie par biegunów p=l i liczbie 

żłobków wirnika Qr=l (schemat rozkładu - rys. 1.10) macierz indukcyjności

wimik-stojan [M “/ ]  jest równa sumie macierzy zawartych w drugiej kolumnie

tab. 1.1, zaś jej wypełnienie, będące sumą wypełnień z trzeciej kolumny tab 1.1 ma 

(przy założeniu, że vm = 24) następującą postać:

a p 0

al 615

p, 20,22,.

2,5,16, ',9,12,..

P2 193 ...

4,10,11, 3,18,

P3 17,... 24,...

0

Dla 3-fazowej maszyny indukcyjnej o liczbie par biegunów p=2 i liczbie 

żłobków wirnika Qr=16, której schemat rozkładu przedstawia rys. 1.15, 

wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan ma postać (1.40) - str. 59.

Dla 3-fazowej maszyny indukcyjnej o liczbie par biegunów p=4 i liczbie 

żłobków wirnika Qr- 24, której schemat rozkładu przedstawiono na rys. 1.16, 

wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan - ma postać (1.41) - str. 59.

Wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan można zbudować nie tylko 

na podstawie schematu rozkładu maszyny, ale również znajomości wypełnienia 

macierzy stojan-stojan oraz wimik-wimik.
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

a  p
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P.
a 2

P2

a 3
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(1.41)

Wypełnienie macierzy indukcyjności stojan-stojan maszyny 3-fazowej (1.22) 

zbudowane poprzez analogię do wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan, 

ma postać:
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

przy czym dla współrzędnych ap zaczernione pole o wymiarach 2x2 reprezentuje 

podmacierz:

zaś dla współrzędnej 0 zaczernione pole o wymiarach 1x1 reprezentuje 

podmacierz:

Zbiór rzędów harmonicznych przestrzennych dla współrzędnych ap zawiera 

numery 2-fazowych uzwojeń elementarnych zawartych w pierwszym wierszu 

schematu rozkładu stojana, zaś zbiór rzędów harmonicznych przestrzennych dla 

współrzędnej 0 - numery 1-fazowych uzwojeń elementarnych, zawartych w drugim 

wierszu schematu rozkładu stojana.

W analogiczny sposób można zbudować wypełnienie macierzy (1.45) 

indukcyjności wimik-wimik o liczbie żłobków Qr (1.23).

Zbiory harmonicznych przestrzennych, zawartych w poszczególnych wierszach 

wypełnienia macierzy wimik-wimik, są równe numerom uzwojeń elementarnych 

zawartych w poszczególnych wierszach schematu rozkładu wirnika.

Przyjmując oznaczenia zbiorów i podzbiorów stojana i wirnika:

{Si) = {p,2p,4p,5p,7p,8p,...} - numery 2-fazowych uzwojeń elementarnych

1 0 
0 1 (1.43)

(1.44)

zawartych w pierwszym wierszu schematu 

rozkładu (odpowiadają współrzędnym ap 

stojana),

{S0} = {3p,6p,9p,...} - numery 1-fazowych uzwojeń elementarnych

zawartych w drugim wierszu schematu rozkładu

(odpowiadają współrzędnym 0 stojana),
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

“ i Pi a  P . . . . o

{S} = {Si}u{S0} - zbiór wszystkich harmonicznych przestrzennych 

generowanych przez uzwojenie stojana,

{ R J  = {l,Qr - l,Q r +l,2Q r -l,2 Q r + 1,...} - numery 2-fazowych uzwojeń

elementarnych zawartych w pierwszym wierszu 

schematu rozkładu wirnika (odpowiadają 

współrzędnym a ¡Pi wirnika),

{R2} = {2,Qr - 2,Qr +2,2Qr - 2,2Qr +2,...} - numery 2-fazowych uzwojeń

elementarnych zawartych w drugim wierszu 

schematu rozkładu wirnika (odpowiadają 

współrzędnym a2P2 wirnika),

{R;} = {i,Qr - i,Q r +i,2Q r - i,2Q r +i,...} - numery 2-fazowych uzwojeń

elementarnych zawartych w i-tym wierszu schematu 

rozkładu wirnika (odpowiadają współrzędnym a ¡¡ii 

wirnika),
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{R0} = {Qr,2Qr,3Qr,...} - numery 1-fazowych uzwojeń elementarnych

zawartych w ostatnim wierszu schematu rozkładu 

wirnika (odpowiadają współrzędnej 0 wirnika),

Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

{R} = {Ri} u { R 2} u . . .  u  {Ro} - zbiór wszystkich harmonicznych przestrzen

nych generowanych przez uzwojenie wirnika, 

wypełnienia macierzy stojan-stojan (1.42) oraz wimik-wimik (1.45) można zapisać 

w następujący sposób:

zawartych w przedostatnim wierszu schematu 

rozkładu wirnika, gdy: Qr - liczba parzysta 

(odpowiadają współrzędnej Op wirnika),

a  P 0

(1.46)

oraz

“ i Pi a2 h 0

(1.47)

0 1
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Wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan można iatwo otrzymać przez 

odpowiednie zestawienie ze sobą wypełnień macierzy stojan-stojan i wimik-wimik, 

albowiem ciągi harmonicznych przestrzennych zawartych w poszczególnych 

podmacierzach wypełnienia macierzy wimik-stojan są równe iloczynowi 

podzbiorów wyróżnionych w obrębie wypełnień macierzy wimik-wimik oraz 

stojan-stojan. Sposób zestawienia, który wyjaśnia powyższe rozumowanie 

i charakteryzuje tok postępowania, pokazano poniżej:

1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

a p 0

o

a

P

ai 6, a, B, 0 a P 0

Sprawdźmy powyższy algorytm postępowania na przykładzie.

Dla 3-fazowej maszyny o p  = l i Q r = 7  (schemat rozkładu rys. 1.10, wypełnienie 

macierzy indukcyjności wimik-stojan rys. 1.39) otrzymuje się:



Modelowanie 3-fazowych maszyn Indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Na podstawie zdefiniowanych wcześniej zbiorów można wyróżnić szereg 

podzbiorów harmonicznych przestrzennych pełniących specyficzną rolę w modelu 

matematycznym maszyny. I tak, różnica zbiorów {i?}-{5'} jest zbiorem 

harmonicznych przestrzennych wytwarzanych przez uzwojenie wirnika, przez które 

wirnik nie sprzęga się ze stojanem. Elementarne 2-fazowe wirniki odpowiadające 

tym harmonicznym odgrywają więc rolę dodatkowych indukcyjności - dławików 

w obwodach wirników różnych ciągów maszyn elementarnych. Wirniki 

elementarne o numerach v e {{i?/} -{/?/■} n  {5/}} tworzą ciąg dławików 

włączonych w obwód wirników maszyn elementarnych o numerach 

(a więc tych maszyn, których wirniki są zawarte w ¿tym wierszu 

schematu rozkładu wirnika). Te połączone w szereg dławiki można zastąpić jedną 

zastępczą indukcyjnością o wartości Laa = J^Lrv% dla: v e {{/?,}-{./?,}0 (5/}}
V
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatko wej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

¿potraktować jako dodatkowy składnik indukcyjności rozproszenia wirnika dla 

współrzędnych ar//3>- (rys. 1.17).

te G
-ł-J •.— »cO O
-4-> -4->W w

\A s O J

u rfj
o 
^ £

^  |R. |

Rys. 1.17. Fragment schematu rozkładu stojana i dowolnie wybrany i-ty wiersz 
schematu rozkładu wirnika 

Fig. 1.17. Part of stator diagram of decomposition and arbitrary chosen z-th row 
of rotor diagram of decomposition

Iloczyn zbiorów { /?}n{Ą } jest zbiorem harmonicznych, przez które 2-fazowe 

wirniki elementarne sprzęgają się z 1-fazowymi uzwojeniami elementarnymi 

stojana. Obwód elektryczny dla współrzędnej zerowej stojana, złożony z ciągu

1-fazowych stojanów elementarnych jest zwarty, o ile uzwojenia stojana są 

skojarzone w trójkąt lub w gwiazdę z przewodem zerowym (w pierwszym 

przypadku - bezpośrednio na zaciskach, zaś w drugim przypadku - poprzez 

impedancję źródła zasilania) lub otwarty, jeśli uzwojenia stojana są połączone 

w gwiazdę bez przewodu zerowego. Stąd też maszyny elementarne o 1-fazowych 

stojanach i 2-fazowych wirnikach, odpowiadające harmonicznym przestrzennym ze
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zbioru { .tfjn -jĄ } , tworzą ciągi specyficznych "dławików - transformatorów", 

których uzwojenia pierwotne są włączone w obwód wirników odpowiednich 

ciągów maszyn elementarnych, zaś uzwojenia wtórne są zwierane lub rozwierane 

w zależności od układu połączeń uzwojeń stojana (rys. 1.17). Tak więc elementarne 

2-fazowe wirniki o numerach ve{7?y}n{Ą} składają się na ciąg "dławików - 

transformatorów" (włączonych w obwód szeregowo połączonych wirników maszyn 

elementarnych o numerach ve  {7?/} n  {£/}), które mogą być również traktowane 

jako dodatkowy składnik indukcyjności rozproszenia wirnika dla współrzędnych 

cijPj, ale o wartości zależnej od układu połączeń uzwojeń stojana.

Rolę, jaką odgrywają w modelu matematycznym silnika omówione podzbiory 

harmonicznych przestrzennych zobrazowano na rys. 1.17, przedstawiającym 

fragment schematu rozkładu stojana i dowolnie wybrany i-ty wiersz schematu 

rozkładu wirnika.

Podsumowując, harmoniczne przestrzenne wirnika ze zbiom {i?/}, a więc harmoniczne 

wytwarzane przez współrzędne ctjPi wirnika, można podzielić na 3 podzbiory:

• podzbiór harmonicznych przestrzennych związanych z maszynami

elementarnymi o 2-fazowych stojanach i 2-fazowych wirnikach, a więc podzbiór 

harmonicznych, za pośrednictwem których dokonuje się w silniku przemiana 

energii elektrycznej w mechaniczną,

• podzbiór harmonicznych przestrzennych {7?/}-{7?; } n { i'} , związanych 

z 2-fazowymi wirnikami elementarnymi pełniącymi wyłącznie rolę dodatkowych 

indukcyjności - "dławików" - w obwodach wirników i nie uczestniczących 

w przemianie elektromechnicznej dokonującej się w silniku,

• podzbiór harmonicznych przestrzennych {7?y}r>{Ą}, związanych z maszynami 

elementarnymi o 1-fazowych stojanach i 2-fazowych wirnikach, pełniących rolę 

"dławików - transformatorów” o impedancji zależnej od układu połączeń 

uzwojeń stojana.

Modelowanie 3-1azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu
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15.  WYPEŁNIENIE MACIERZY INDUKCYJNOŚCIWIRNIK- 

STOJAN A REDUKCJA LICZBY WSPÓŁRZĘDNYCH WIRNIKA

Konsekwencją elementów zerowych i pustych podmacierzy w macierzy 

indukcyjności wimik-stojan oraz tego, że w indukcyjnym silniku klatkowym 

zachodzi \u f \  -  0 (wzór (1.31)) - jest to, że niektóre współrzędne prądu wirnika

przyjmują stale wartości zerowe, na skutek czego mogą być pominięte w modelu 

matematycznym maszyny.

Wypełnienie macierzy indukcyjności stojan-wimik bezpośrednio wskazuje na te 

spośród współrzędnych wirnika, które muszą wystąpić w modelu matematycznym 

silnika oraz na te, które można opuścić ze względu na zerowe wartości rozwiązań. 

Współrzędne wirnika, które trzeba uwzględnić przy formułowaniu modelu 

matematycznego silnika odpowiadają pełnym (zaczernionym) podmacierzom, zaś 

współrzędne, które przyjmują wartości zerowe i mogą być z modelu usunięte - 

pustym podmacierzom. Liczba współrzędnych wirnika, równa liczbie równań 

różniczkowych wirnika, je st istotną cechą charakterystyczną modelu matema

tycznego i  będzie dalej oznaczana skrótem LWR (Liczba Współrzędnych Rotora). 

Odpowiednio - liczba współrzędnych i  równań stojana, która może wynosić2 
(współrzędne afl) lub 3 (współrzędne apO), będzie oznaczana skrótem LW S 

(Liczba Współrzędnych Statora). Dla 3-fazowych indukcyjnych maszyn 

klatkowych zachodzi w ogólności: LWS=2lub L WS=3oraz 2 < L W R <Qr .

W modelu matematycznym maszyny o p=l i Qr =l (schemat rozkładu - 

rys. 1.10, wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan - (1.39)) wystąpią 

wszystkie współrzędne wirnika: aI,p1,a2,p2,a 3,p3,0 (LWR = Qr = 7).

W modelu maszyny o p=2 i Qr = 16 (schemat rozkładu rys. 1.15, wypełnienie 

macierzy - 1.40)) wystąpią wyłącznie współrzędne wirnika: cc2,p 2,a 4,p 4,

1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

a 6,p 6,0p ,0  (LWR=8), ponieważ iTttj = 0 , itPl =0, iraj=0, irfi3=0, iraf = 0,

¡rfis = 0 , lraj = 0 , lrp7 = 0.

W modelu maszyny o p=4 i Qr =24 (schemat rozkładu rys. 1.16, wypełnienie 

macierzy indukcyjności wimik-stojan (1.41)) wystąpią tylko współrzędne wirnika: 

a4,P4,ag,Ps,0p i 0  (LWR=6), ponieważ irai=0, irPi = 0 , iIa2=0, ir h = 0 ,

i r a 3 ~ 0 '  Jrct3 =  @ > h Ps ~  @ > h a 6 =  @' K Ps ~  @ Jr a7 =

* ra 9  > i r f i9  =  ^ ,  i TaI0 =  @ t ^rfl10 =  @ > *ra u  =  @ > ^rfin  ~  @ ■

Pokazana na powyższych przykładach redukcja liczby współrzędnych wirnika 

w modelu matematycznym maszyny wynika z charakterystycznej relacji między 

liczbą par biegunów p  i liczbą żłobków wirnika Qr - i zachodzi nawet wtenczas,

gdy liczba uwzględnionych harmonicznych przestrzennych jest nieskończenie 

wielka. Jeśli liczba branych pod uwagę w analizie kolejnych harmonicznych 

przestrzennych zostanie ograniczona do vm, wówczas liczba współrzędnych 

wirnika w równaniach maszyny może ulec dodatkowemu zmniejszeniu.

Jeśli przykładowo w maszynie o p=l i Qr =7 (schemat rozkładu rys. 1.10, 

wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan (1.39)) uwzględnimy wyłącznie 

2 pierwsze harmoniczne przestrzenne (v = l,2 , vm = 2), wówczas macierz 

wypełnienia przyjmie postać: 

a  P 0



1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

a w modelu pozostaną tylko 4 współrzędne wirnika: aI,pi ,a2,P2 (LWR=4).

Jeśli w maszynie o p=2 i Qr =l6 (schemat rozkładu rys. 1.15, wypełnienie 

macierzy indukcyjności wimik-stojan (1.40)) przyjmiemy vm = A, wówczas 

wypełnienie macierzy przyjmie postać: 

a  p 0

(1.51)

a w modelu pozostaną tylko współrzędne wirnika a2,p2,a4,p4 (LWR=4).

Ze względu na to, że poszczególne współrzędne aP wirnika wiążą się ze ściśle 

określonymi ciągami harmonicznych przestrzennych pola magnetycznego, liczbę 

współrzędnych wirnika w modelu matematycznym silnika można również 

zredukować przez uwzględnienie w analizie jednych, a pominięcie innych ciągów 

harmonicznych przestrzennych.

Jeśli w maszynie o p=l i Qr =7 (wypełnienie macierzy indukcyjności wimik- 

stojan (1.1.39)) uwzględnimy harmoniczne przestrzenne o rzędach 

v=l,8,13,20,22,..., v=2,5,16,19,23,..., v=6,15,..., v=9,12,..., a pominiemy pozostałe 

ciągi harmonicznych, wówczas wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan 

przyjmie postać:
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Pi

“ 2 
P2

a 3

P3 (1.52)

O

i do opisu modelu matematycznego wystarczą 4 współrzędne: a],p1,a2,P2 

(LWR=4).

Jeśli w maszynie o p=4 i Qr = 24 (wypełnienie macierzy indukcyjności wimik- 

stojan (1.41)) uwzględnimy harmoniczne przestrzenne o rzędach v=4,20,28,44..., 

a pominiemy harmoniczne v=8,16,32,40,..., v=12,36,... i v=24,48,..., to wypełnienie 

macierzy indukcyjności wimik-stojan przyjmie postać:



1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

i w modelu matematycznym wystąpią tylko 2 współrzędne wirnika: a4,p4 

(LWR=2).

O tym, czy daną harmoniczną przestrzenną lub podzbiór harmonicznych 
przestrzennych przepływu magnetycznego należy uwzględnić w modelu 
matematycznym, czy też - można pominąć, decydują wartości amplitud tych 
harmonicznych, wynikające z  wartości współczynników uzwojeń i  rzędów, 
a ponadto - charakter i  stopień powiązania z  innymi harmonicznymi przestrzennymi 
decydujący o możliwości powstania określonych zjawisk pasożytniczych. 
Zagadnieniom tym poświęcone zostaną rozdz. 1.6 i rozdz. 2.1.

1.6. DOMINUJĄCE HARMONICZNE PRZESTRZENNE 

PRZEPŁYWU STOJANAI WIRNIKA

0  znaczeniu poszczególnych harmonicznych rozkładu przestrzennego przepływu 

magnetycznego danego uzwojenia decyduje ich rząd oraz wartości 

współczynników uzwojenia dla wyższych harmonicznych. Miarą tego znaczenia 

może być iloczyn współczynnika uzwojenia dla v-tej harmonicznej k wv i funkcji 

hiperbolicznej 1 /  v.
Wspólczyrmik uzwojenia dla v-tej harmonicznej przestrzennej jest iloczynem 

współczynnika skrótu i grupy:

kwv=kpvkdv (1.54)

Dla zezwoju skróconego (cięciwowego) o poskoku żłobkowym (poskoku 

wyrażonym liczbą podzialek żłobkowych) YQ, współczynnik skrótu oblicza się wg

wzoru:
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Modelowanie 3-1azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

i >V=sinv— yq
7t

(1.55)
Q

gdzie: YQ - poskok uzwojenia wyrażony liczbą podzialek żłobkowych.

Dla grupy złożonej z q -zezwojów w s p ó łc z y n n ik przyjmuje postać:

Współczynniki skrótu i grupy (1.55) i (1.56) są, ze względu na rząd 

harmonicznej przestrzennej v, dyskretnymi funkcjami okresowymi.

Jeżeli:

to dla v-tej i A.-tej harmonicznej jednakowe są wartości bezwzględne 

współczynników skrótu, jeżeli zaś:

to dla v-tej i k-tej harmonicznej jednakowe są wartości bezwzględne 

współczynników grupy.

Ostatecznie więc współczynniki uzwojenia, które są ich iloczynami, przyjmują 

wartości równe co do modułu dla tych harmonicznych, których rzędy 

spełniają warunek:

(1.56)

v = |A.±c(?| (1.58)

v = |X, ± cQj. (1.59)
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Opierając się na wzorze (1.59) można podzielić harmoniczne przestrzenne 

przepływu uzwojenia na klasy harmonicznych o jednakowych współczynnikach 

uzwojeń. Najważniejszą klasę stanowią harmoniczne o współczynniku uzwojenia 

równym współczynnikowi harmonicznej głównej. Harmoniczne tej klasy, określone 
wzorem v = cQ ± p  noszą nazwę harmonicznych żłobkowych. Wszystkie pozostałe 

harmoniczne przestrzenne - to harmoniczne strefowe (pasmowe). W przypadku 

symetrycznego uzwojenia 3-fazowego można wyróżnić tyle klas harmonicznych, 

ile żłobków przypada na biegun i fazę, czyli q klas.

W przypadku uzwojenia klatkowego liczba klas harmonicznych zależy od liczby 

żłobków Qr i jest równa:

2  ^ gdy Qr - liczba nieparzysta

— + /  klas gdy Qr- liczba parzysta.
2.

Szczególną klasę stanowią harmoniczne o współczynnikach uzwojenia równych 

zero. Należą do niej harmoniczne o rzędach:

v = (wartość zero przyjmuje współczynnik skrótu) (1.60)
yq

oraz

v = 2cpm  (wartość zero przyjmuje współczynnik grupy, o ile q>l),

gdzie: m -liczba pasm fazowych). (1-61)

Rozważmy dla przykładu 3-fazowe uzwojenie stojana o danych: 

p=  1, O, =30, Yq = 15.

Dyskretną zależność współczynnika uzwojenia /rwsv od rzędu harmonicznej 

przestrzennej v przedstawia dla takiego uzwojenia rys. 1.18.
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rzqd harmonicznej przestrzennej u 
o r d e r  o f  s p a c e  h a r m o n i c  u

Rys. 1.18. Współczynnik uzwojenia dla harmonicznych przestrzennych. 
Uzwojenie o danych: p=l; Qs =30; Yq =15

Fig. 1.18. Winding factor for space harmonics.
Data of winding: p=l; Qs = 30; YQt =15

Harmoniczne przestrzenne można podzielić na q=5 klas związanych z różnymi 

współczynnikami uzwojeń:

1) =0.9567

2) k ^  = 0.2000

3) k " ,  =0.1494

4) A^v =0.1095

5) k ^  =0.1022

v= p, Qs -p , Qs +p,... czyli v = 1,29,31,... 

v= 5p, 0s -5p , Qs +5p,...czy/i v =5,25,35,... 

v = 7p, Qs -  7p, Os +7p,... czyli v = 7,23,37,... 

\  = 11p,Os -11p,Qs +11p,... czyli v =11,19,41,... 

v = 13p, Os -  13p,Qs + 13p,...czyli v = 13,17,43,...

Harmoniczne przestrzenne v= 29,31,59,61,... (ogólnie: \  = cQs ±p , c-liczba 

całkowita) o współczynniku uzwojenia równym współczynnikowi uzwojenia dla 

harmonicznej głównej k ^  (w rozważanym przykładzie =0.9567), to
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przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

harmoniczne żłobkowe stojana. Harmoniczne należące do pozostałych klas, to 

harmoniczne strefowe. Na rys. 1.19 przedstawiono dodatkowo wykres ilorazu 

/ v, decydującego o znaczeniu v-tej harmonicznej w rozkładzie przestrzennym 

przepływu stojana, w funkcji rzędu v. Jest to funkcja okresowa tłumiona. 

Okresowość funkcji wynika z okresowości współczynnika uzwojenia, zaś 

czynnikiem tłumiącym jest funkcja hiperboliczna: l/v.
1 . 0 r

0.9 -

^  0.8 -
£ £

X  0.7 -

0  t o  0 .4  -

n °-u  w 0.3  -  
4- 5

0.2  -  

0 . 1  -

0  1 1 1  l l l l » l  I l i l i i  I 1 X 1 1 1  I I - I  -  I I l l l - l l l - -  .J— i

1 5 7 11 13 17 19 23 25 29 31 35 37
rzqd harmonicznej przestrzennej u 
o r d e r  o f  s p a c e  h a r m o n i c  v 

Rys. 1.19. Współczynnik: k ^ v / v dla harmonicznych przestrzennych.
Uzwojenie o danych: p=l; Qs =30; Yq =15 

Fig. 1.19. Factor kwsv / v for space harmonics.
Data of winding: p=l; Qs =30; YQ> =15

Biorąc pod uwagę powyższe rozważania i przykłady można stwierdzić, że 

dominujące znaczenie w rozkładzie przestrzennym przepływu stojana mają:

• harmoniczna główna p-ta,

• harmoniczne strefowe niskiego rzędu: 5p, 7p (niekiedy również 1 lp, 13p),
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• harmoniczne żłobkowe stojanaIrzędu:Qs ± p  i l l rzędu: 2QS ±p  (czasem III 

rzędu: 3Qs ±p).

W rozważanym wcześniej przykładzie są to odpowiednio harmoniczne: 

v=l

v=5,7,(ll),(13) 

v=29,31,59,61 ,(89),(91)

Jeśli przyjąć, że uzwojenie posiada zezwoje skrócone o poskoku Yq =12, to

z rozkładu przestrzennego przepływu znikają harmoniczne przestrzenne o rzędach 

v=5p, którym odpowiada zerowa wartość współczynnika skrótu. Wykres funkcji 

kwŝ  w takim przypadku przedstawia rys. 1.20.

rzqd harmonicznej przestrzennej v 
o r d e r  o f  s p a c e  h a r m o n i e  v

Rys. 120. Współczynnik uzwojenia dla harmonicznych przestrzennych. 
Uzwojenie o danych: p=l; Qs =30; YQt =12

Fig. 120. Winding factor for space harmonics.
Data of winding: p=l; Q, =30; YQt =12
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Na wartości amplitud harmonicznych przestrzennych przepływu magnetycznego 

znaczący wpływ może również wywierać sposób zamknięcia żłobka. Wpływ ten 

uwzględnia się rozszerzając wzór (1.54) o trzeci czynnik, a mianowicie - 

współczynnik szczerbinki (otwarcia) żłobka: 

nb
s in i '— 2-

k °-= — § t  ( , -62)
V Q,

gdzie: b0 - szerokość szczerbiny żłobka.

Wzór (1.54) przyjmuje wówczas postać:

kwv ~ kp yjCj ykov (1.63)

Rozważmy teraz bardziej szczegółowo uzwojenie wirnika. Uzwojenie klatkowe 

wirnika można traktować jako uzwojenie -fazowe, złożone z pojedynczych 

zwojów (N r =1, q=l), o poskoku odpowiadającym podziałce żłobkowej YQ[ =1 . 

Tak więc dla uzwojenia klatkowego zachodzi:

¿dr. = A ¿prv = sin v - f  (1.64)

Ze względu na zerowanie się współczynnika skrótu, w krzywej przestrzennej 
przepływu wirnika nie występują harmoniczne o rzędach v = cQr.

Harmoniczne przestrzenne uzwojenia klatkowego można - podobnie jak 

w przypadku uzwojenia stojana - podzielić na klasy harmonicznych, którym 

odpowiadają jednakowe wartości współczynników uzwojenia. Rzędy 

harmonicznych należących do poszczególnych klas są wyznaczone przez 

następujące relacje:
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v  = cQt ±1 

v = cQr ±2  

v = cQr ±3  

v -c Q r ±4

Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepiywu

gdzie:

c = l,2J,...,(Qr + 1)/2, gdy Qr - liczba nieparzysta

oraz

c  = 1JJ,...,Qt I2+ 1, gdy Qr - liczba parzysta.

Łatwo zauważyć, że relacje te określają równocześnie położenie elementarnych 

uzwojeń wirnika w kolejnych wierszach schematu rozkładu maszyny na maszyny 

elementarne. Faktycznie, w pierwszym wierszu schematu wirnika, uzwojenia 

elementarne są zawarte w kolumnach o numerach Qr ± l,  w drugim wierszu 

w kolumnach o numerach Qr ±2 itd. Z powyższego wynika, że - ze względu na 

równość liczby faz wirnika i liczby żłobków wirnika - wszystkie wirniki 

elementarne, znajdujące się w tym samym wierszu schematu rozkładu, mają te 
same współczynniki uzwojeń, a odpowiadające im numery kolumn są równe 

rzędom harmonicznych przestrzennych o jednakowych współczynnikach uzwojeń. 

Największa wartość współczynnika uzwojenia klatkowego odpowiada uzwojeniom 

elementarnym zawartym w pierwszym wierszu schematu rozkładu wirnika. To 

jednak, czy dana harmoniczna przestrzenna przepływu wirnika będzie należała do 

znaczących harmonicznych, zależy nie tylko od jej rzędu i wartości związanego 

z nią współczynnika uzwojenia, ale przede wszystkim od tego, za pośrednictwem 

jakiej harmonicznej przestrzennej przepływu stojana powstaje. Najsilniejsze 

harmoniczne przestrzenne przepływu wirnika - to harmoniczne indukowane przez
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

harmoniczną przestrzenną stojana o największej amplitudzie, czyli przez 

harmoniczną p-tą (główną). Są to więc harmoniczne o rzędach Qr ±p, którym 

odpowiadają uzwojenia elementarne zawarte w p-tym wierszu schematu rozkładu 

wirnika. Harmoniczne te noszą nazwę harmonicznych żłobkowych wirnika. Inne 

znaczące grupy harmonicznych przestrzennych wirnika, to harmoniczne 

generowane przez:

• harmoniczną strefową stojana 5p - są to harmoniczne wirnika o rzędach 

c Qr ± 5 p ,

• harmoniczną strefową stojana 7p - są to harmoniczne wirnika o rzędach 

cQ r ± 7 p ,

• harmoniczną żłobkową stojana Qs -  p  i Qs + p  - są to harmoniczne wirnika 

o rzędach cQr ±Qs ± p ,

• harmoniczną żłobkową stojana 2QS - p  i 2QS + p  - są to harmoniczne wirnika 

o rzędach c Qr ±Qs ± 2 p , itd.

Rozważmy jako przykład klatkowe uzwojenie wirnika o liczbie żłobków 

Qr = 16, którego schemat rozkładu na uzwojenia elementarne przedstawiono na 

rys. 1.15. Harmoniczne przestrzenne związane z: 

pierwszym wierszem v=l,15,173 1 33,47,..., 

drugim wierszem v=2,14,1830,34,46,.., 

trzecim wierszem v=3,13,193935,45,..., 

czwartym wierszem v=4,12303836,44,.., 

piątym wierszem v=5,11313737,43,...,

szóstym wierszem v=6,10323638,'42....

siódmym wierszem v=7,9343639,41,..., 

ósmym wierszem v=8 34,40,.„,
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepiywu

posiadają odpowiednio współczynniki uzwojenia równe:

k w r 1  =  =  K v r ! 7  ~  K w r 3 1  =  K w r 3 3  ~  K w r 4 7  ~ - .  =  0.1951

^ w r 2  =  ^ „ - 1 4  =  ^ w r 1 8  =  K „ 3 0  =  ^ w r 3 4  ”  K w  4 6 ..=0.3827

K v r 3  =  K v r t 3  =  K w r 1 9  =  K w r 2 9  ~  K w r 3 S  ~  K w r 4 5  = " . . =  0.5555

k w r 4  = K v r 1 2  ~ k w r 2 0  k w r 28 = k m 3 6  = km44 =. . . =  0.7071

K r S  ~  k w r 1 1  ~  k w r 2 1  =  K v r 2 7  =  K v r 3 7  =  ^ w r 4 3  = • ..=0.8315

K v r 6  =  K v r 1 0  ~  ^ w r 2 2  =  K v r 2 6  ~  K w r 3 8  =  K v r 4 2  = - . . =  0.9239

k m 7  =  k w 9  =  k m 24 =  k m Z6 =  k m 3g =  k m 41 = . . . =  0.9808

k Wr 8  =  k w r 2 4  ~  ^ w r 4 0  = • • • =  1-0

To, które z harmonicznych przestrzennych przepływu wirnika przyjmują 

znaczące wartości zależy od uzwojenia stojana. Przy uzwojeniu stojana o danych: 

p=2, Qs = 24 harmonicznymi żłobkowymi wirnika są harmoniczne z 2 wiersza 

schematu rozkładu wirnika o rzędach v=2,14,18,30,34,46,.... W ich generowaniu - 

oprócz harmonicznej 2 - ma również udział 14 harmoniczna stojana (harmoniczna 

strefowa 7p) oraz 46 harmoniczna stojana (harmoniczna żłobkowa 2QS -  p). 

Znaczące wartości przyjmują również harmoniczne wirnika z 6 wiersza o rzędach 

v=6,10,22,26,38,42,..., indukowane przez 10 (harmoniczna strefowa 5p), 

22 (harmoniczna żłobkowa Qs- p )  i 26 (harmoniczna żłobkowa Qs+ p )  

harmoniczną przestrzenną stojana.

Wzajemne oddziaływanie harmonicznych przestrzennych stojana i wirnika 

w maszynie z prostymi żłobkami wirnika jest proporcjonalne do iloczynu 

współczynnika uzwojenia stojana i współczynnika uzwojenia wirnika k WSvk mv. 

W maszynie ze skośnymi żłobkami wirnika sprzężenie elektromagnetyczne 

pomiędzy stojanem i wirnikiem, realizujące się za pośrednictwem v-tej 

harmonicznej, ulega osłabieniu, a miarą tego zjawiska jest współczynnik skosu:

T C  b s q



1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

gdzie:

ts - podziałka żłobkowa stojana, 

bsq - skos żłobków wirnika.

W maszynie ze skośnymi żłobkami wirnika miejsce iloczynu kwsvk WTV we 

wzorach na indukcyjności wimik-stojan i stojan-wimik (wzory (1.6) i (1.7)) 

zajmuje iloczyn k wsvkWTVk sqv.

1.7. ZASADY REDUKCJI SCHEMATU ROZKŁADU MASZYNY

Schemat rozkładu maszyny indukcyjnej na maszyny elementarne można uprościć 

usuwając z niego uzwojenia elementarne odpowiadające tym harmonicznym 

przestrzennym, które nie są wytwarzane przez uzwojenia stojana i wirnika. Taki 

schemat rozkładu nazywa się schematem zredukowanym. Redukowanie schematu 

rozkładu prowadzi z reguły do zwiększenia liczby elementów zerowych 

w macierzy indukcyjności stojan-wimik. Uwidacznia się to w jej wypełnieniu 

i częstokroć prowadzi do zredukowania liczby współrzędnych.

Przyczyny, dla których uzwojenia stojana i wirnika nie wytwarzają wszystkich 

kolejnych harmonicznych przestrzennych, to:

1) symetria uzwojenia stojana,

2) zerowanie się współczynnika skrótu wirnika klatkowego dla harmonicznych 

przestrzennych v=cQr,

3) charakterystyczne relacje liczby par biegunów p  i liczby żłobków wirnika Qr ,

4) skojarzenie uzwojeń fazowych stojana w gwiazdę bez przewodu zerowego,

5) zerowanie się współczynników uzwojenia stojana dla określonych wyższych 

harmonicznych przestrzennych,

6) zerowanie się współczynnika skosu dla określonych harmonicznych 

przestrzennych wirnika.
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Własność symetrii przypisuje się uzwojeniom wielobiegunowym (p>l), których 

krzywe przepływu są identyczne pod kolejnymi biegunami. Posiadają ją uzwojenia 

stojana dwuwarstwowe i jednowarstwowe z grupami dzielonymi przy dowolnym 

poskoku oraz uzwojenia jednowarstwowe z grupami pełnymi przy poskoku 

średnicowym. Uzwojenia takie wytwarzają harmoniczne przestrzenne o rzędach

v=p, 3p, 5p, 7p, 9p, l i p  co oznacza, że w schematach rozkładu występują tylko

2-fazowe uzwojenia elementarne w kolumnach: p, 5p, 7p, lip ,... oraz 1-fazowe 

uzwojenia w kolumnach: 3p, 9p, 15p...

Ze względu na to, że poskok uzwojenia klatkowego wirnika jest równy podzialce 

żłobkowej wirnika, współczynnik skrótu wirnika dla harmonicznych 

przestrzennych o rzędach \=cQr jest równy zero, co pozwala znów na usunięcie 

wszystkich 1-fazowych uzwojeń elementarnych z ostatniego wiersza schematu 

rozkładu wirnika, odpowiadającego współrzędnej "0". Przykładowo, uwzględniając 

wymienione wyżej przyczyny 1) i 2), schemat rozkładu maszyny z rys. 1.15 można 

zredukować do postaci przedstawionej na rys. 1.21. Analizując ten schemat łatwo 

zauważyć, że prądy w ciągach uzwojeń elementarnych wirnika, zawartych 

w wierszach: 1 ,3 , 4, 5, 7, 8, 9, są zawsze równe zero. Prądy w tych uzwojeniach 

mogłyby powstać tylko pod wpływem sił elektromotorycznych indukowanych 

przez prąd stojana płynący przez ciągi uzwojeń 2-fazowych zawartych 

w pierwszym wierszu schematu rozkładu stojana. Tymczasem żadne z uzwojeń 

zawartych w wymienionych wierszach wirnika nie sprzęga się elektromagnetycznie 

z żadnym z 2-fazowych uzwojeń elementarnych stojana (nie znajduje się w tej 

samej kolumnie, co zasilane 2-fazowe uzwojenia elementarne stojana), a to 

oznacza, że uzwojenia te - jako uzwojenia pozostające stale w stanie bezprądowym 

- mogą być ze schematu rozkładu wirnika usunięte (rys. 1.22).

Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan, odpowiadające

zredukowanemu schematowi rozkładu z rys. 1.22, ma postać: 

a P 0
a .
P.
a 2
P*
a 3
Ps
cc4
P 4
a5
P5
a 6
P6
a 7
P,

Op

0

2 |4 34

10 '’226 6,
i t i l t

(1.66)

Przypomnijmy, że wypełnienie macierzy wimik-stojan, odpowiadające 

niezredukowanemu schematowi rozkładu, przedstawia (1.40).

Możliwość omówionej redukcji schematu rozkładu zależy od wzajemnej relacji 

liczby żłobków wirnika Qr i liczby par biegunów p, a więc jest to trzecia 

z wymienionych przyczyn umożliwiających redukcję schematu.

Kolejna możliwość uproszczenia schematu wynika z galwanicznego skojarzenia 

uzwojeń fazowych stojana w gwiazdę bez przewodu zerowego, co powoduje, że 

prądy fazowe stojana muszą spełniać równanie:

i s i + i s 2 + i s 3 = °  (1-67)

Stąd - we współrzędnych ap:

(1.68)
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Zerowa wartość składowej zerowej prądu stajana oznacza, że ciąg 1-fazowych uzwojeń 

elementarnych z drugiego wiersza schematu rozkładu stajana jest rozwarty, czyli - innymi 

słowy - że uzwojenia te (jako nie uczestniczące w przemianie elektromechanicznej) mogą 

być również ze schematu rozkładu stajana usunięte (rys. 123). Wypełnienie macierzy 

indukcyjności stojan-wimik, odpowiadające zredukowanemu schematowi rozkładu z 

rys. 123, ma postać:

a  (3 0

a .
3.
a 2

P2

«3
P*

p4
a 5
P 5
<*6 
P 6
« 7

P,

Op

o

(1.69)

Uzwojenia 1-fazowe stajana należy natomiast uwzględniać przy skojarzeniu uzwo

jeń w gwiazdę z przewodem zerowym lub w trójkąt, albowiem wówczas ciąg uzwojeń 

1-fazowych jest zwarty i mogą się w nim indukować prądy reakcji wtórnej stajana.

Wreszcie ze schematu rozkładu stajana można usunąć uzwojenia elementarne odpowia

dające harmonicznym przestrzennym, dla których współczynnik uzwojenia stajana 

(współczynnik skrótu lub współczynnik grupy) jest równy zero. Współczynnik skrótu 

(155) przyjmuje wartość zero dla harmonicznych o rzędach określonych wzorem (1.60),
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

zaś współczynnik grupy (156) przyjmuje wartość zero (o ile q>l) dla harmonicznych 

przestrzennych o rzędach wynikających ze wzoru (1.61).

W przypadku wirnika klatkowego ze żłobkami ukosowanymi, ze schematu rozkładu 

wirnika można usunąć uzwojenia elementarne odpowiadające harmonicznym 

przestrzennym, dła których zeruje się współczynnik skosu (wzór (1.65)).

a)

a i
P.
a 2
P2

«3
P3
<*4

P 4
«3
P 5 

P6
« 7

P 7 

Op

o

a  P 0

2.1434. ii», 
46^ * 30,.

4 2 0 2 S ,  , 1 2 .

a  p 0 a  P 0

44,-. 3 6 . . . .

110226.: o. 
38,.. i 42,..

b)

a i
Pi
a 2
P2
a 3
P 3
« 4

P 4
a 3
P 5 
«6 
P6 
a, 
P,

Op

O

2,1434. 18.
30,.,

10,22,26.

3S-~ X.

c)

P.
a 2
P*
a 3

p 3
“ 4
P 4
a5 
P 5

P6
a 7
P 7 

Op

o

2,1434,

J iU Z JK

38,..

Rys. 1.24. Wypełnienie macierzy wimik-stojan dla maszyny o p  = 2 ,

Qt =16 (v m =48):
a) odpowiadające nie zredukowanemu schematowi z rys. 1.15,
b) odpowiadające zredukowanemu schematowi z rys. 1.22,
c) odpowiadające zredukowanemu schematowi z rys. 1.23 (uzwojenie stojana 

skojarzone w gwiazdę bez przewodu zerowego)
Fig. 1.24. Filling of stator-rotor inductances for machine p  = 2 ,

Qr = 16 (y m =48):
a) corresponding to non-reduced diagram presented in Fig. 1.15,
b) corresponding to reduced diagram presented in Fig. 1.22,
c) corresponding to reduced diagram presented in Fig. 1.23
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Po uwzględnieniu wymienionych na początku podrozdziału przyczyn, dla 

których uzwojenia stojana i wirnika nie generują wszystkich kolejnych 

harmonicznych przestrzennych przepływu, następuje z reguły znaczne 

zmniejszenie się liczby uzwojeń elementarnych w schemacie rozkładu maszyny 

indukcyjnej na maszyny elementarne. To prowadzi zaś do powiększenia liczby 

elementów zerowych w macierzy indukcyjności wimik-stojan i pustych 

podmacierzy w jej wypełnieniu. Jest to wyraźnie widoczne w przytoczonym 

przykładzie maszyny o p=2 i Qr = 16, gdzie kolejnym etapom redukowania 

schematu rozkładu, przedstawionym na rys. 1.15, 1.22 i 1.23, odpowiadają 

wypełnienia macierzy wimik-stojan (1.40), (1.66), (1.69), zestawione razem obok 

siebie na rys. 1.24. W miarę rozrzedzania się wypełnień zmniejsza się liczba 

współrzędnych występujących w modelu matematycznym silnika. W najprostszym 

przypadku - przy wypełnieniu macierzy wimik-stojan o postaci (1.69) - w modelu 

wystąpią tylko 2 współrzędne stojana ap oraz 4 współrzędne wirnika: a ^ ,  a6p^ 

(L WS=2, L WR=4).
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1.8. PROCEDURA FORMUŁOWANIA UKŁADU 

RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH MASZYNY 

PRZY UWZGLĘDNIENIU WYŻSZYCH 

HARMONICZNYCH PRZESTRZENNYCH PRZEPŁYWU

Stan dynamiczny indukcyjnej maszyny klatkowej we współrzędnych a|3 jest 

opisany układem równań napięciowo-prądowych stojana i wirnika (1.17), 

w których = (wzór (1.31)) oraz równaniem mechanicznym (1.3), w którym

moment elektromagnetyczny określa wzór (1.29). Występujące w równaniach 

macierze: rezystancji stojana, indukcyjności rozproszenia stojana, rezystancji 

wirnika, indukcyjności rozproszenia wirnika, indukcyjności stojan-stojan oraz 

indukcyjności wimik-wimik dane są odpowiednio wzorami (1.18)+(1.23). Ze 

względu na przyczyny rozważone szczegółowo w rozdz. 1.5 uzwojenie stojana 

i uzwojenie klatkowe wirnika nie generują wszystkich kolejnych harmonicznych 

przestrzennych przepływu. Po określeniu więc rzędów harmonicznych 

przestrzennych wytwarzanych przez uzwojenie stojana i wirnika, można usunąć 

niepotrzebne wyrazy z macierzy (1.22) i (1.23).

Aby określić postać macierzy indukcyjności wimik-stojan we współrzędnych 

aj}, należy sporządzić schemat rozkładu maszyny indukcyjnej na maszyny 

elementarne, a następnie zredukować go wg zasad przedstawionych w rozdz. 1.6. 

Zredukowany schemat rozkładu oraz tabl. 1.2 pozwalają na szybkie i łatwe 

określenie postaci macierzy indukcyjności wimik-stojan.

Z otrzymanego w ten sposób układu równań napięciowo-prądowych wirnika 

można usunąć równania o rozwiązaniach zerowych. Są to równania dla 

współrzędnych wskazywanych przez puste podmacierze w wypełnieniu macierzy 

indukcyjności wimik-stojan.

Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepfywu
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

Dla przykładu sformułujemy model matematyczny 3-fazowego silnika 

indukcyjnego o p=A i Qr = 24 ( vm = 48) o uzwojeniach stojana połączonych 

w gwiazdę bez przewodu zerowego. Schemat rozkładu maszyny indukcyjnej na 

maszyny elementarne przedstawia rys. 1.16, zaś wypełnienie macierzy 

indukcyjności wimik-stojan ma postać (1.41). Schemat rozkładu maszyny 

z rys. 1.16 można zredukować usuwając uzwojenia elementarne stojana 

odpowiadające harmonicznym przestrzennym o rzędach: v=4,8,12,16,... (ze 

względu na symetrię uzwojenia), uzwojenia elementarne wirnika o numerach: 

v=24,48,... (ze względu na zerowanie się współczynnika skrótu wirnika 

klatkowego), uzwojenia elementarne stojana v=1236,... (ze względu na połączenie 

uzwojeń stojana w gwiazdę bez przewodu zerowego, na skutek czego is0 = 0) oraz 

uzwojenia elementarne wirnika o numerach:

(ze względu na charakterystyczną relację pomiędzy liczbą par biegunów p  i liczbą 

żłobków wirnika Qr powodującą, że w tych elementarnych uzwojeniach wirnika 

nie indukują się siły elektromotoryczne i nie płyną prądy). Zredukowany schemat 

rozkładu przedstawia rys. 1.25 (ponadto, jeżeli znane są dane nawojowe uzwojenia 

stojana i skos klatki wirnika, można usunąć dodatkowo uzwojenia elementarne 

wirnika, odpowiadające harmonicznym przestrzennym o zerowej wartości 

współczynnika uzwojenia stojana i zerowej wartości współczynnika skosu 

wirnika). Usuwając wskazane wyżej ciągi harmonicznych przestrzennych

v=1,23,25,47,. 

v=3,21,27,45,. 

v=6,18,30,42,. 

v=8,16,32,40,. 

v=9,15,33,39,. 

v = ll ,133537

v=10,143438

v=2,22,26,47. 

v=5,19,29,43,.

v=7,1731.41,.
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

z wypełnienia macierzy (1.41) otrzymuje się następującą zredukowaną postać 

wypełnienia:

a P 0
a >
P.
t t 2

Pi
tt3
P3
«4
P4
a3
P5
a 6
P.
« 7

P, 

P.
a,
P,
a io
Pio

« 1 1

Pn
Op
0

(1.70)

Przedstawiając wypełnienie (1.70) w postaci sumy wypełnień:

można, opierając się na tab. 1.2 oraz schemacie rozkładu z rys. 1.25, określić 

budowę macierzy wimik-stojan dla v=4,20,28,44:

93



Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

a

P
O

a 4

P4

J

a

P
O

a 20

P20

L

a

a
2 8

' 2 8

a

P
O

t t 4 4

P 44 L cos 443 -sin 443 0
-sin 443 cos 443 0

cos283 sin 283 0
-sin 283 cos 283 0

cos203 -sin203 0

sin 203 cos 203 0

cos 43 sin 43 0
-sin 43 cos 43 0
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

a następnie - przez ich zsumowanie - wypadkową postać macierzy wirnik-stojan:

[M„4<3)]=L■'sr4
cos 43 sin 43 0

^ Sr20
cos20S -sin203 0

-sin 43 cos 43 0 sin203 cos 203 0
+

+ L s r2 8

cos283 sin 283 i 0
^ sr44

cos 443 -sin443 0
-sin 283 cos 283 0 sin 443 cos 443 0

4 -

Wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan o postaci (1.70) oznacza, że 

model matematyczny maszyny będzie zawiera! tylko 2 równania napięciowo- 

prądowe wirnika, odpowiadające współrzędnym a4,p4 (LWR=2), bowiem prądy 

związane z pozostałymi współrzędnymi wirnika przyjmą wartości równe 0.

Ostatecznie więc model matematyczny silnika składa się z 2 równań napięciowo- 

prądowych dla stojana (współrzędne ocp, LWS=2), 2 równań napięciowo- 

prądowych dla wirnika (współrzędne cc4,p4, LWR=2) oraz równania 

mechanicznego o następującej postaci:

R.

R, *p.

d

i
<3

1

Z L sv 
v = 4 , 2 0 , 2 8 , 4 4 , - d

i s a

4 , .
d t

1

I
£ 4  „

v = 4 , 2 0 , 2 8 , 4 4 ,

d t

■5» L

dt

/ cos49 -sin 4 9 ’ cos 20 9 sin209~
4  r 4 4  r 2 0

sin49 cos49 -sin 2 0 9 cos 20 9
(1.71)

cos2 8 9  -s in 289 ’  cos 44 9 sin 44 9 \ 1r a 4

+Lsr28 4 r 44 + ...
sin2 8 9  cos 28 9 -sin  44 9 cos 44 9 y

---1
•

i
_

l
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przepływu

■0■

0

Ro -  2 Rpr cos 4 a

O

O

Ro -2RprCos4a

lra4

l r f i 4

~La0-2 L prcos4a 0 d lra4

0 La0-2 L prcos4a_ dt

i f' l__
_

d
+di

/
’  COS 43 sin cos203 -s\n209

Rsr4 + L$r20
\ -sin 49 cos 49 sin 209 cos 20 9

' cos 28 9 sin 289 cos449 -sin 449 \
+ L s r 2 8 +  L s r 4 4 + . . .

-sin 289 cos .2# ,9 sin449 cos 449 /

Z  L„
v ~ 4 . 2 0 O 8 . 4 4 , -

0
d ^ r a 4

0
v ~ 4 , 2 0 , 2 8 , 4 4 — ._

dt

1

T  — rr _ TJ - ~ 1 e 1 mdt
gdzie:

ha
T r "cos49 -sin  49 ' cos209 sin209'

Te = ~39 LtT4
< sin 49 cos 49

+Lsr2o
-s in 209 cos 209

'cos289 -s in 289' "cos449 sin449' \
Xa4

+LST28
sin289 cos 28 9

+Lsr44
-s in 449 cos449 >

---1

■Î.

(1.72)

+

(1.73)

(1-74)
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1. Model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

P a l  — P f i l  — P a 2  — l r f i2  ~  P a 3  — P f i3  — P a 5  — P p 5  ~  l r a ó  ~  P p 6  — 

=  l r a 7  =  I r f iJ  =  ^raS  ~  P j38 — P a 9  ~  P f!9  =  P a lO  =  Ir f llO  =  P a l l  ' 

= Ppn = Pop -  Po = O

(1.75)

Po = 0 (1.76)

a  =
2 n  _ n
~Qr ' l 2
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2. PASOŻYTNICZE MOMENTY PRZEMIENNE 

(SYNCHRONICZNE) I ASYNCHRONICZNE

2 .1 . TORY GENEROWANIA PASOŻYTNICZYCH MOMENTÓW 

PRZEMIENNYCH I ASYNCHRONICZNYCH

Schemat rozkładu maszyny indukcyjnej na maszyny elementarne (schemat 

rozkładu poliharmonicznego modelu 3-fazowej maszyny indukcyjnej na 2- 

i 1-fazowe monoharmoniczne maszyny elementarne) pozwala na graficzne 

przedstawienie mechanizmów generowania różnych składowych prądów stojana 

i wirnika oraz momentów pasożytniczych powstających w maszynie za 

pośrednictwem wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu.

Opierając się na stwierdzeniu z rozdz. 13, że uzwojenia elementarne stojana 

i wirnika, które sprzęgają się elektromagnetycznie, zajmują tę samą kolumnę schematu 

rozkładu, zaś uzwojenia, które są połączone ze sobą galwanicznie, przynależą do tych 

samych wierszy schematu, można sporządzić na podstawie schematu rozkładu sieć 

wszystkich możliwych oddziaływań wynikających z połączeń galwanicznych oraz 

sprzężeń indukcyjnych między uzwojeniami elementarnymi oraz scharakteryzować 

mechanizm rozchodzenia się pobudzenia, którym jest napięcie (lub prąd) przyłożone 

do uzwojenia stojana. W maszynach zasilanych symetrycznym 3-fazowym układem 

napięć, pobudzenie to jest związane ze współrzędnymi aP, albowiem współrzędna 0 - 

przyjmuje wartość zerową (wzór 134).

Na rys. 2.1 przedstawiono sieć wzajemnych oddziaływań pomiędzy uzwojeniami 

elementarnymi dla 3-fazowego silnika o p  = 2 i Qr = 16, zasilanego symetrycznie 

(zredukowany schemat rozkładu maszyny - rys. 1.21). W obrębie tak sporządzonej 

sieci wzajemnych oddziaływań uzwojeń elementarnych można wyróżnić 

nieskończenie wiele torów charakteryzujących powstawanie składowych prądu
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

związanych z różnymi harmonicznymi przestrzennymi oraz z różną liczbą 

(krotnością) odbić tzw. prądu pierwotnej reakcji stojana (w stanie ustalonym - 

prądu o częstotliwości co0) kolejno na przemian w uzwojeniu stojana oraz 

w uzwojeniu wirnika maszyny. Takie prądy związane z kolejnymi odbiciami noszą 

nazwę prądów k-krotnej reakcji uzwojeń (gdzie: k = l,2,3,...). W szczególności, jeśli 

k=l, mówimy o prądach reakcji pierwotnej, jeśli k=2 - prądach wtórnej reakcji, 

jeśli k=3 - prądach trzeciej reakcji itd.

W stanie ustalonym składowe te są prądami o różnych pulsacjach. Prąd reakcji 

pierwotnej stojana jest prądem o pulsacji źródła zasilania co0, prądy reakcji pierwotnej 

wirnika są prądami o tzw. pulsacjach poślizgu co0 ± vi2m, zaś prądy reakcji wtórnej 

oraz wyższych reakcji stojana i wirnika - określane mianem prądów o pulsacjach 

obcych - posiadają pulsacje co0±(v±p±k±...)Q m, gdzie: v p X — - rzędy 

harmonicznych przestrzennych uczestniczących w powstawaniu poszczególnych 

składowych.

Prądy k-krotnych reakcji uzwojeń stojana i wirnika związane z różnymi 

harmonicznymi przestrzennymi (uzwojeniami elementarnymi), oddziałując 

wzajemnie między sobą prowadzą do powstawania w maszynie momentów 

pasożytniczych. Momentom tym - w zależności od krotności reakcji uzwojeń 

stojana i wirnika - przypisuje się różne rzędy.

Przeanalizujmy wybrane tory generowania momentów pasożytniczych na 

przykładzie 3-fazowego silnika o p  = 2 i Qr =16 (zredukowany schemat rozkładu 

- rys. 1.21, sieć wzajemnych oddziaływań pomiędzy uzwojeniami elementarnymi - 

rys. 2.1). Momenty pasożytnicze I rzędu, które są wynikiem współdziałania prądu 

stojana o pulsacji co0 z prądami pierwotnej reakcji uzwojeń elementarnych 

wirnika, posiadają tory generowania o przebiegach, jak na rys. 2.2, gdzie 

w powstawaniu poszczególnych składowych momentów uczestniczy jedna 

harmoniczna przestrzenna (pierwszy tor z lewej strony schematu dla v= p
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odpowiada momentowi giównemu) lub też tory o przebiegach, jak na rys. 2.3, gdzie 

w powstawaniu poszczególnych składowych momentów uczestniczą po dwie 

harmoniczne przestrzenne.

Na rys. 2.4 i 2.5 przedstawiono przykładowe tory generowania pasożytniczych 

momentów II rzędu. W analogiczny sposób można konstruować tory generowania 

pasożytniczych momentów III, IV i wyższych rzędów.

Moment elektromagnetyczny silnika jest nieskończoną sumą momentów 

składowych związanych ze wszystkimi możliwymi torami generowania, dającymi 

się skonstruować w obrębie sieci wzajemnych oddziaływań na schemacie rozkładu. 

Te poszczególne składowe, odpowiadające różnym torom generowania, 

charakteryzują się różnymi własnościami i w różny sposób oddziałują na 

zachowanie się maszyny. Szereg istotnych cech i własności tych momentów można 

określić na podstawie samej tylko znajomości torów ich generowania. Przede 

wszystkim - można z łatwością odróżnić składowe mające charakter momentów 

asynchronicznych, a więc składowe, które przy symetrycznym 3-fazowym zasilaniu 

sinusoidalnym przyjmują po dojściu do stanu ustalonego wartości stale, od tych 

składowych, które w stanie ustalonym stają się przebiegami przemiennymi 

o pulsacji zależnej od prędkości obrotowej maszyny. Składowe te nazywamy 

krótko: pasożytniczymi momentami asynchronicznymi i pasożytniczymi

momentami przemiennymi.

Tory generowania pasożytniczych momentów asynchronicznych mają 

charakterystyczną postać podwójnej linii, wynikającą z faktu, że tory generowania 

oddziałujących na siebie prądów - pokrywają się. Tak więc, tory przedstawione na 

rys. 2.2 i 2.4 są torami generowania pasożytniczych momentów asynchronicznych 

odpowiednio: I (rys. 2.2) i II (rys. 2.4) rzędu.

Pasożytnicze momenty przemienne o pulsacjach zależnych od prędkości wirnika 

stają się dla jednej prędkości, zwanej prędkością synchroniczną momentu 

pasożytniczego, momentami o stałej wartości. Przy takich prędkościach

Modelowanie 34azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

pasożytnicze momenty przemienne przekształcają się w pasożytnicze momenty 

synchroniczne. Można więc - zamiast o torach generowania pasożytniczych 

momentów przemiennych - mówić dualnie o torach generowania pasożytniczych 

momentów synchronicznych. Tory przedstawione na rys. 2.3 i 2.5 - to tory 

generowania pasożytniczych momentów przemiennych i równocześnie 

pasożytniczych momentów synchronicznych odpowiednio I rzędu (rys. 2.3) 

i II rzędu (rys. 2.5).

Istotne znaczenie dla wartości momentów pasożytniczych ma ich rząd. Wartości 

momentów pasożytniczych silnie maleją wraz z ich rzędem tak, że momenty 

pasożytnicze III i wyższych rzędów nie wpływają już w zauważalny sposób na 

zachowanie się maszyny i mogą być w rozważaniach pomijane. Zasadnicze 

znaczenie mają pasożytnicze momenty I rzędu oraz niektóre spośród momentów 

II rzędu. W istotny sposób na zachowanie się maszyny mogą wpływać też prądy 

reakcji wtórnej związane ze współrzędną zerową stojana, które w niektórych 

maszynach w znaczący sposób oddziałują na wartości pasożytniczych momentów 

I rzędu.

Powiązanie poszczególnych składowych występujących w momencie 

elektromagnetycznym z torami ich generowania konstruowanymi na schemacie 

rozkładu jest istotną pomocą przy formułowaniu równań różniczkowych maszyny, 

albowiem każdy z  torów generowania momentu pasożytniczego bezpośrednio 

wskazuje na harmoniczne przestrzenne uczestniczące w jego powstawaniu oraz na 
współrzędne wirnika, które należy uwzględnić w modelu matematycznym, aby - po 
rozwiązaniu - w przebiegu momentu elektromagnetycznego wystąpiła rozważana 

składowa. Jest to zaleta szczególnie istotna przy analizie momentów przemiennych 

(synchronicznych), których powstawanie jest związane z dwoma lub z większą 

liczbą harmonicznych przestrzennych.
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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Ĵ-— - — --f -- — — Jj

1 J
1 -

|| 1 1
i 1 T

1 i
i n

I 1 n
71 1
ll n

e|ta. O
II

Q«LO 410 «LO «L8 9Xó. o <ó.a «łc? o

102

Ry
s. 

2.
1.

 S
ieć

 
w

za
jem

ny
ch

 
od

dz
ia

ły
w

ań
 

po
m

ięd
zy

 
uz

w
oj

en
ia

m
i 

el
em

en
ta

rn
ym

i 
(p

=2
; 

Q
r = 

16
) 

Fi
g.

 2
.1.

 N
etw

or
k 

of 
m

ut
ua

l 
in

te
ra

ct
io

ns
 a

mo
ng

 
ele

m
en

tar
y 

wi
nd

in
gs

 (
p=

2;
 Q

r = 
16

)



or
de

rs
 

of
 

sp
ac

e 
ha

rm
om

cs
 

(n
um

be
rs

 
of

 
el

em
en

ta
ry

 
m

ac
h

in
es

) 
rz

ęd
y 

ha
rm

on
ic

zn
yc

h 
pr

ze
st

rz
en

ny
ch

 
(n

um
er

y 
m

as
zy

n 
el

em
en

ta
rn

yc
h)

2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

coordinates a/?
wspótrzedne cxjć?

s t a t o r  rotor
stojana wirnika

J- - jpîf J!? j-tt- j-H- _ j-tł- -1 —

-fr ln -1
InII n
|l n
II ~\
lt=- -
II 1
II
II J

- r _ j-tt- Jh, j-H-Hfc j
4 J
II -
II n
li
li n
II n
II 1
II - T
II n
II
-r j
+i - 411

- t f - J
-H - j
-H -
- t

j
- tII j
II' -

II n
|l _ T
II n
II n
II n
i t -- — ■ti

- r n

\o
II

o  VO

i ia- o '
3  CN ■O II
»  & ** i-i

M  (U

-c "H

N  ^  
O  OC/3<u

o
G0 c
1
oG
râ

C
10 G >> co G
£
1  

i

1
ca »? 

§% 52
2 co <Ł) 
G «> <D t+-( 
W )  O

H CQfri
<1 <N 
C S  ( s i

S» .£? oí ¿3

103



Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

2.2. PASOŻYTNICZE MOMENTY PRZEMIENNE 

(SYNCHRONICZNE) I RZĘDU  -  

MECHANIZM POWSTAWANIA,

WYSZUKIWANIE SKŁADOWYCH DOMINUJĄCYCH, 

PODSTAWOWE WŁASNOŚCI W STANIE USTALONYM

Najistotniejsze znaczenie wśród momentów pasożytniczych odgrywają 

pasożytnicze momenty przemienne I rzędu.

Rozważmy bardziej szczegółowo mechanizm powstawania przemiennych 

(synchronicznych) momentów pasożytniczych I rzędu na przykładzie maszyny, 

której schemat rozkładu przedstawiono na rys. 2.6 (niezredukowany schemat 

rys. 1.21). Przyłożenie do zacisków maszyny symetrycznego 3-fazowego układu 

napięć sinusoidalnych (1.33) oznacza, w odniesieniu do schematu rozkładu, 

zasilenie 2-fazowych maszyn elementarnych z pierwszego wiersza schematu 

stojana napięciami o postaci (1.34). Napięcie to powoduje powstanie w stanie 

ustalonym prądu stojana o pulsacji sieci <x>0, płynącego przez ciąg szeregowo 

połączonych 2-fazowych uzwojeń elementarnych stojana o numerach: p, 5p, 7p, 

lip , 13p,... zawartych w 1 wierszu schematu rozkładu stojana.

Stwierdzenie : "prądpłynie pizez v-te uzwojenie elementarne stojana (wirniki)" 
oznacza w interpretacji fizykalnej, że uzwojenie stojana (wirnika) wytwarza v-tą 
harmoniczną przestrzenną przepływu stojana (wirniki). Elementarne uzwojenie 

stojana o numerze 2, z 2 kolumny schematu rozkładu (rys. 121), sprzęga się 

magnetycznie z zawartym w tej samej kolumnie uzwojeniem elementarnym w irnika z 2 

wiersza schematu rozkładu wirnika, a wyindukowana w tym uzwojeniu przez prąd 

stojana o pulsacji co 0 siła elektromotoryczna powoduje przepływ prądu przez wszystkie 

połączone z nim w szereg 2-fazowe elementarne wirniki zawarte w 2 wierszu, a więc 

przez wirniki: 14,18, 30, 34, 46-ty itd. Uzwojenie elementarne stojana o numerze 5p 

sprzęga się z kolei magnetycznie z zawartym w tej samej kolumnie uzwojeniem
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Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepfywu

elementarnym wirnika z 6 wiersza schematu rozkładu wirnika, a wyindukowana w tym 

uzwojeniu przez prąd stojana o pulsacji co0 siła elektromotoryczna powoduje przepływ 

prądu przez wszystkie połączone z nim w szereg 2-fazowe elementarne wirniki leżące 

w 6 wierszu, a więc przez wirniki: 6, 22,26,38,42 itd. Tak więc uogólniając, każde 

uzwojenie elementarne stojana (pomimo że sprzęga się elektromagnetycznie tylko 

zjednym, znajdującym się w tej samej kolumnie uzwojeniem elementarnym) powoduje 

powstanie (na skutek galwanicznych połączeń pomiędzy uzwojeniami elementarnymi 
wirnika) nieskończonego ciągu harmonicznych przestrzennych wirnika.

Do wytworzenia pasożytniczego momentu przemiennego, który przy pewnej 

prędkości staje się momentem synchroniczym, dochodzi wówczas, gdy powstające 

w taki właśnie sposób wyższe harmoniczne przestrzenne pola magnetycznego wirnika 

"natrafiają" na wyższe harmoniczne przestrzenne pola magnetycznego wytwarzane 

przez uzwojenie stojana. Mechanizm ten zilustrowano na rys. 2.6. Prąd stojana 

o pulsacji sieci co0 płynie przez wszystkie 2-fazowe uzwojenia elementarne stojana 

z 1 wiersza schematu, a więc między innymi przez uzwojenie 2 i 14. Uzwojenie 

elementarne stojana 2 sprzęga się magnetycznie z 2 uzwojeniem elementarnym 

wirnika, które jest z kolei połączone szeregowo z wszystkimi uzwojeniami 

z 2 wiersza schematu rozkładu wirnika, a więc między innymi również z 14 wirnikiem. 

Można powiedzieć, że 14 wirnik elementarny jest zasilany przez 2 uzwojenie 

elementarne wirnika. Tak więc w 14 maszynie elementarnej zasilane jest zarówno 

elementarne uzwojenie stojana - napięciem sieci o pulsacji co0 > jak i elementarne 

uzwojenie wirnika - napięciem 2 wirnika elementarnego (uzwojenia pozostałych 

wirników elementarnych można z pewnym przybliżeniem traktować jako dławiki 

włączone w szereg z 14 uzwojeniem elementarnym), a to oznacza, że w 14 maszynie 

powstaje pasożytniczy moment przemienny T^vu>), który przy prędkości (zwanej

prędkością synchroniczną) przekształca się w pasożytniczy moment synchroniczny 

T ^ )s o stałej wartości.
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

Opisanemu mechanizmowi generowania przemiennego (synchronicznego) 

momentu pasożytniczego odpowiada tor generowania momentu zaznaczony na 

rys. 2.6. Jak iatwo zauważyć, tor generowania pasożytniczego momentu 
przemiennego (synchronicznego) I  rzędu odpowiada każdemu prostokątowi 
utworzonemu na schemacie rozkładu maszyny przez dwa elementarne stojanyi dwa 
elementarne wirniki leżące w dwóch różnych kolumnach schematu rozkładu: v-tej 
i  p-tej, przy czym v*p. W powstawaniu pasożytniczego momentu synchronicznego 

I rzędu uczestniczy więc zawsze para harmonicznych przestrzennych (v,p) lub - 

innymi słowy - dwie maszyny elementarne. W interpretacji fizykalnej, w nawiąza

niu do teorii maszyny synchronicznej, można p-tą maszynę przyrównać do 

maszyny synchronicznej, której uzwojenie wzbudzenia (p-te uzwojenie 

elementarne wirnika) jest zasilane z v-tego wirnika elementarnego jako wzbudnicy, 

zaś twomik - z sieci. Maszynę elementarną p-tą nazywa się umownie elementarną 

maszyną synchroniczną, zaś v-tą maszynę elementarną - elementarną maszyną 
wzbudzającą (rys. 2.7).

Oczywiście, jeżeli w maszynie powstaje pasożytniczy moment synchroniczny 

T^kp)s , który jest wynikiem współdziałania v-tej maszyny elementarnej jako

maszyny wzbudzającej i p-tej maszyny elementarnej jako maszyny synchronicznej 

- to równocześnie też powstaje pasożytniczy moment synchroniczny T ^ ^ s,

będący wynikiem współdziałania p-tej maszyny elementarnej jako maszyny 

wzbudzającej i v-tej maszyny elementarnej jako maszyny synchronicznej. Tor 

generowania takiego momentu przedstawia rys. 2.8.

Schemat rozkładu maszyny indukcyjnej na maszyny elementarne pozwala na 

szybkie wyszukanie wszystkich par harmonicznych przestrzennych 
uczestniczących w generowaniu pasożytniczych momentów synchronicznych. 
Wszystkie możliwe tory generowania pasożytniczych momentów synchronicznych 

I rzędu w maszynie o schemacie rozkładu z rys. 2.6 przedstawiono na rys. 2.3.
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

EXCITING MACHINE SYNCHRONOUS MACHINE
i/-th «lementary machine p -ih elementary machine
MASZYNA WZBUDZAJĄCA MASZYNA SYNCHRONICZNA
t/-ta maszyna elementarna p-ła maszyna elementarna

Rys. 2.7. Mechanizm generowania pasożytniczego momentu 
synchronicznego T ^ )s

Fig. 2.7. Principle for generating parasitic synchronous torque T^v<p)s

Wynika z niego, że pasożytnicze momenty synchroniczne są w tej maszynie 

związane z następującymi parami harmonicznych przestrzennych: (2,14), (2,34),

(2,46), (14,34), (14,46), (34,46), (10,22), (10,26), (10,38), (22,26), (22,38) 

i (26,38).

Sformułowany w graficznej formie warunek określający powstawanie 

pasożytniczych momentów przemiennych (synchronicznych) w maszynie zasilanej 

3-fazowym symetrycznym układem napięć można zapisać w inny - matematyczny 

sposób. Moment przemienny (synchroniczny) powstaje w wyniku współdziałania 

każdej pary harmonicznych przestrzennych (v,p), jeśli:
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

• harmoniczna v i harmoniczna p są zawarte w widmie harmonicznych przestrzen

nych generowanych przez 2-fazowe uzwojenia stojana: ve{Ó7},pe{.S’;}  oraz 

w widmie harmonicznych przestrzennych generowanych przez uzwojenie 

klatkowe: ve{R},pe{R} , gdzie: {R } -{R j}u {R 2}u...u{R,}<u...,

• harmoniczna przestrzenna wirnika o rzędzie p powstaje w wyniku reakcji 

wirnika na harmoniczną przestrzenną stojana o rzędzie v, różnym od p, czyli 

harmoniczne przestrzenne v i p należą do tego samego podzbioru 

harmonicznych wirnika {Rj}: ve{Rj) i pe{Rj}.

Przez zsumowanie i przekształcenie w następujący sposób powyższych relacji 

logicznych:

otrzymujemy ostatecznie warunek na powstawanie pasożytniczych momentów 

przemiennych (synchronicznych) I rzędu, który można wyrazić w następujący 

sposób: para harmonicznych przestrzennych (vp) wytwarza pasożytniczy moment 

przemienny (synchroniczny) T^v<p)s wtedy i  tylko wtedy, gdy.

Taka postać warunku dobrze koresponduje z budową macierzy wimik-stojan 

opisaną relacją (1.48) i pozwala na łatwe wyznaczenie rzędów wszystkich 

harmonicznych przestrzennych uczestniczących w powstawaniu pasożytniczych 

momentów przemiennych I rzędu na podstawie znajomości wypełnienia macierzy 

wimik-stojan.

Wszystkie harmoniczne przestrzenne, które mogą uczestniczyć w generowaniu 

pasożytniczych momentów przemiennych (synchronicznych) I rzędu są zawarte 

w obrębie podmacierzy obwiedzionej czarną linią (uwzględniono, że dla wirnika 

klatkowego {Ro} = 0 ) :

v ,p& {S¡}r\v ,pe{R }r\v ,pe{R j}, Ri c {R}

(a) => v,p e {51,} n  v,p e {Rj}

(b) => v e { i ,} n { l? (.} n  p e{S j}r\{R j}

(a)

(b)

(c)

v e{Ą }  n  {R,} r\ pe{S j}  n  {R,} (2 .1)
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a

a

Pi
a

Pi

{R,}A{S,}

{ ą } A{st}

i1i
1

i

{Ri} A {S (}

(2.2a)

Pasożytniczy moment przemienny (synchroniczny) jest wynikiem 

współdziałania tylko tych uporządkowanych par harmonicznych przestrzennych 
(vp), które dają się zestawić z  harmonicznych zawartych w kolejnych podzbiorach 
{ R J n iS j}  - tak, jak to pokazano poniżej:

«  P 0

(v ,p )

a i

P,
{R1>A(S1}

a

p2
{R2}A{S!}

■i... i

«i
Pi {Ri}A{Si}

- >

i !
i i

i
i

i

0

(2.2b)
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

Stąd też wniosek, że jeśli zbiór { R jJn iS j}  jest zbiorem jednoelementowym, to 

harmoniczna ta nie uczestniczy w powstawaniu pasożytniczego momentu 

przemiennego (synchronicznego) i może być wykluczona ze zbioru harmonicznych 

odpowiadających za powstawanie momentów pasożytniczych.

Przykładowo harmoniczne przestrzenne uczestniczące w powstawaniu 

pasożytniczych momentów przemiennych I rzędu w 3-fazowej maszynie op=2 

i Qr = 16 przy vm =48 (zredukowany schemat rozkładu - rys. 1.21, wypełnienie 

macierzy indukcyjności wimik-stojan - (1.66)) są zawarte wpodmacierzy 

wyodrębnionej za pomocą czarnej linii:

a p 0

Op

W obrębie zbioru {R2} -CSi) pasożytniczy moment przemienny I rzędu 

wytwarzają uporządkowane pary harmonicznych: (2,14), (2,34), (2,46), (14,34),

(14,46), (34,46), zaś w obrębie zbioru {R4} n { S i)  - pary: (10,22), (10,26), (10,38), 

(22,26), (22 38), (2638).
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Tak więc pary harmonicznych przestrzennych uczestniczących w powstawaniu 

pasożytniczych momentów przemiennych (synchronicznych) I rzędu mogą być 

wyznaczone na podstawie schematu rozkładu maszyny na maszyny elementarne i 

tory generowania, jak i również wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan.

Pasożytnicze momenty synchroniczne, odpowiadające poszczególnym parom 

harmonicznych przestrzennych (v,p) lub - innymi słowy - poszczególnym torom 

generowania momentów pasożytniczych, przyjmują najczęściej bardzo 

zróżnicowane wartości, różniące się nieraz o rząd lub nawet kilka rzędów. Pozwala 

to na wyodrębnienie spośród nich momentów dominujących, wpływających 

w zasadniczy sposób na wartość wypadkowego momentu synchronicznego oraz - 

momentów o wartościach pomijalnie małych, których można w obliczeniach nie 

uwzględniać. Zależy to od rzędów harmonicznych przestrzennych v i p oraz od 

współczynników uzwojeń stojana i wirnika dla v-tej i p-tej harmonicznej.

Największe pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne), są oczywiście, 

związane z harmoniczną główną, czyli harmoniczną p-tą.

Dla oceny roli pasożytniczych momentów przemiennych I rzędu, dla których 

maszyną wzbudzającą jest elementarna maszyna o numerze 5p, istotne znaczenie 

ma nierówność:

5 p  < gdy Qr -liczbaparzysta (2.4)

lub

5 p  < \  gdy Qr -  liczba nieparzysta . (2.5)

W przypadku spełnienia nierówności, należy się spodziewać w maszynie 

relatywnie większych pasożytniczych momentów przemiennych niż wówczas, gdy 

nierówności te nie są spełnione.

Dzieje się tak dlatego, że w przypadku niespełnienia nierówności (2.2), (2.3) 

w tym samym wierszu schematu rozkładu wirnika, w którym zawarte jest

Modelowanie 3-fazowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

uzwojenie elementarne wirnika 5p, znajduje się na lewo od niego uzwojenie 

elementarne o dużej indukcyjności głównej wirnik-wirnik Lrv (gdzie: v<5p), które 

pomniejsza prąd wirnika i w konsekwencji pasożytniczy moment synchroniczny. 

To elementarne uzwojenie Lr „ zachowuje się tak, jak dodatkowy dławik włączony 

w szereg z uzwojeniem wirnika maszyny wzbudzającej.

To samo dotyczy również pasożytniczych momentów synchronicznych I rzędu, 

dla których maszyną wzbudzającą jest maszyna elementarna o numerze 7p. Przy 

ich rozpatrywaniu konieczne jest również rozważenie nierówności analogicznej do 

(2.4) i (2.5):

7p  < Q -, gdy Qr -  liczba parzysta (2.6)

lub

7p  < \  gdy Qr -  liczba nieparzysta. (2.7)

Powyższe rozważania, jak też wyniki analizy dotyczące współczynników 

uzwojeń przeprowadzone w rozdz.1.6, pozwalają na ustalenie procedury 

prowadzącej do wyszukania na schemacie rozkładu maszyny dominujących 

pasożytniczych momentów przemiennych (synchronicznych) I rzędu. Rząd 

najwyższej uwzględnianej na schemacie rozkładu harmonicznej przestrzennej \ m 

powinien wynosić około (4-5-5) Qr (schemat rozkładu wirnika składa się wówczas 

z 4-̂ 5 "liter V"). Wyszukiwanie torów generowania pasożytniczych momentów 

synchronicznych dogodnie jest rozpocząć od momentów związanych 

z najsilniejszymi harmonicznymi przestrzennymi przepływu stojana. Kolejno 

przyjmuje się więc, że v-tą elementarną maszyną wzbudzającą jest:

• p-ta maszyna elementarna odpowiadająca harmonicznej głównej,

• 5p-ta i 7p-ta maszyna elementarna, zwłaszcza jeśli spełnione są nierówności

(2.4), (2.6), gdy Qr - liczba parzysta lub (2.5), (2.7), gdy Qr - liczba 

nieparzysta,
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• ( Qs ±p)-ta., (2Qs ±p)-ta i (3Qs ±p)-ta maszyna (maszyny elementarne 

odpowiadające harmonicznym żłobkowym stojana I, II i III rzędu).

Jeżeli - po wyszukaniu toru generowania momentu pasożytniczego - okaże się, 

że p-ta elementarna maszyna synchroniczna, współdziałająca z wyżej 

wymienionymi maszynami wzbudzającymi, jest związana z harmoniczną o dużej 

amplitudzie, a więc z harmoniczną żłobkową stojana, harmoniczną żłobkową 

wirnika lub harmoniczną strefową o wysokim współczynniku uzwojenia, to 

moment ten można zaliczyć do pasożytniczych momentów dominujących. Na 

szczególną uwagę zasługują wybitnie niekorzystne przypadki, gdy p-ta 

harmoniczna przestrzenna jest równocześnie harmoniczną żłobkową stojana (lub 

harmoniczną strefową o wysokim współczynniku uzwojenia) oraz - harmoniczną 

żłobkową wirnika.

Wskaźnikiem pomocnym przy określaniu dominujących pasożytniczych 

momentów przemiennych może być współczynnik o następującej postaci: 

k  k  k  k  k  ki  w s v  - n - w s p  A w r  v  - A - w r p  J * - s q  v  J * s q p  / r >

K(VJ>) --------------------------------------  (2.0)vp

będący formalnym zapisem stwierdzenia, że pasożytniczy moment synchroniczny 

przyjmuje tym wyższe wartości, im wyższe są współczynniki uzwojeń i  skosu oraz 

niższe rzędy harmonicznych przestrzennych maszyn elementarnych v-tej i  p-tej, 

uczestniczących w powstawaniu tego momentu. Istotne znaczenie odgrywa w tym 

wyrażeniu współczynnik skosu. W praktyce jednak okazuje się, że osłabienie 

pasożytniczych momentów przemiennych (synchronicznych), uzyskiwane za 

pomocą skosu żłobków wirnika jest znacznie mniejsze, niżby to wynikało 

z obliczeń teoretycznych i wartości współczynnika skosu. Przyczyną tego są prądy 

poprzeczne, płynące pomiędzy ukosowanymi prętami wirnika przez żelazo, 

niweczące w znacznym stopniu tłumiące działanie skosu żłobków klatki. Stąd też 

przy wyszukiwaniu dominujących pasożytniczych momentów przemiennych

Modelowanie 3-1azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

(synchronicznych) lepiej nie brać pod uwagę wartości współczynnika skosu 

i przyjąć przy obliczaniu współczynnika (2.6), że: k sqv - 1  i ksqp = 1.

Procedurę wyszukiwania dominujących pasożytniczych momentów 

przemiennych (synchronicznych) I rzędu można również oprzeć na wypełnieniu 

macierzy indukcyjności wimik-stojan. W tym celu należy wyróżnić harmoniczne 

przestrzenne stojana i wirnika o największym znaczeniu - i zbadać, które z nich 

spełniają warunek (2.1), a więc tworzą pary w obrębie podzbiorów 

zawartych w części wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan 

obwiedzionej czarną linią (2.2b).

s y n c h r o n o u s  m a c h i n ę  
m a s z y n a  s y n c h r o n i c z n a

V
v \

J
J

J
L

L
J

L
L

d> O I
c  °
“  • -  i r  o

0
2iCJo

P + V
2w0
p -v 0

0  i
o 1  J  
£ 3  L

2uo 
p ł V 0 0

2g)o
p -v

L
-f J

2&o 
p-V 0 0

_ 2u0
p+V

— N Io w L-
X 0  .
d) E L. 0

2u0
p -v

2cj0
p łi/ 0

Rys. 2.9. Prędkości synchroniczne momentów pasożytniczych
w zależności od orientacji osi faz elementarnej maszyny 
wzbudzającej i synchronicznej 

Fig. 2.9. Synchronous speeds of parasitic torques according to
orientation of axes of elementary windings in exciting and 
synchronous machine

Znajomość toru generowania pasożytniczego momentu przemiennego I  rzędu, 
związanego z  parą harmonicznych przestrzennych (vp), pozwala na określenie 
szeregu własności tej składowej bez wykonywania jakichkolwiek obliczeń. I tak 

prędkość, przy której pasożytniczy moment przemienny przekształca się w moment
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synchroniczny, czyli prędkość synchroniczna momentu pasożytniczego Ś2ms, jest 

uzależniona od orientacji osi faz maszyny wzbudzającej i  synchronicznej oraz 
numerów maszyn elementarnych (rzędów harmonicznych przestrzennych) 
uczestniczących w powstawaniu tego momentu. Wszystkie możliwe przypadki 

zestawiono na rys. 2.9.

Z postaci torów generowania pasożytniczych momentów synchronicznych 

wynika, że harmoniczne przestrzenne wytwarzające pasożytnicze momenty 

przemienne spełniają relacje:

p± v= cQ , c = l,2,3,4,... (2.9)

Z zestawienia prędkości synchronicznych, przedstawionego na rys. 2.18, wynika, 

że pasożytniczy moment synchroniczny może powstać w zakresie pracy silnikowej:

^ = ^ = 7 ^ - .  (2.10)
p ±  V cQr

w zakresie pracy hamulcowej:

„  —2 (On —2 (On
n * s = — r L = - ? r  (2.11)

p ±  V cQt 

lub też przy rozruchu:

& m s =  0. (2.12)

Pasożytnicze momenty synchroniczne, związane z zakresem pracy silnikowej 

i hamulcowej, powstają w bliskim otoczeniu prędkości Ś2m = 0. Dominującym 

pasożytniczym momentom synchronicznym odpowiadają najczęściej wartości c=l ,2,3.

Pasożytniczy moment synchroniczny jest momentem stałym, którego wartość 

uzależniona jest od kąta położenia wirnika 90 w chwili zaistnienia stanu 

ustalonego. Kąt 90 można również zdefiniować jako kąt widoczny pomiędzy osią 

pierwszej fazy stojana i osią pierwszego oczka klatki wirnika przy założeniu, że 

maszyna wirująca ze stałą prędkością kątową £2ms jest oświetlana lampą

stroboskopową o pulsacji odpowiadającej prędkości wirnika Qms.
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

Zależność pasożytniczego momentu synchronicznego od kąta położenia wirnika 
90 nazywa się charakterystyką kątową pasożytniczego momentu synchronicznego. 

Maksymalną wartość pasożytniczego momentu synchronicznego określa się jako 

amplitudę pasożytniczego momentu synchronicznego. Pasożytniczy moment 

synchroniczny zaznacza się umownie na charakterystyce mechanicznej silnika przy 

prędkości synchronicznej Ś2ms za pomocą pionowego odcinka o długości

odpowiadającej podwójnej wartości amplitudy (rys. 2.10).

Charakterystyka kątowa paso
żytniczego momentu synchronicz
nego związanego z  pojedynczą parą 
harmonicznych (vp) je st zawsze 
funkcją sinusoidalną. Okres Ts tej

n . n _ _  , ,  , . charakterystyki je st uzależniony odRys. 2.10. Przykładowa wypadkowa charakte-
rystyka mechaniczna z pasożytniczymi ońentacji osi faz v-tej i  p-tej 
momentami synchronicznymi w zakresie
pracy hamulcowej i silnikowej oraz przy maszyny elementarnej i może być

rozruchu określony na podstawie zestawienia
Fig. 2.10. Exemplary resultant torque-speed ,, ■° ... ... J . j  ■ z rys. 2.II , obejmującego wszystkiecurve with parasitic synchronous torques m J J
brake and motor region and at starting możliwe przypadki.

Z rys. 2.11 i wzoru (2.19) wynika, że:

j , _ 2n _ 2n _ a T
s p ± v  cQr c (2.13)

gdzie:

2 kar - kątowa podzialka żłobkowa wirnika (a r = —-).
vir

Oznacza to, że okres Ts charakterystyki kątowej pasożytniczego momentu 

synchronicznego je st zawsze dzielnikiempodzialki żłobkowej wirnika ccr.
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Rys. 2.11. Okresy charakterystyk kątowych pasożytniczych 
momentów synchronicznych 

Fig. 2.11. Periods of parasitic synchronous torque-angle curves

Największy możliwy okres charakterystyki kątowej jest równy podziałce 

żłobkowej aT (dla c=l). Dla dominujących pasożytniczych momentów 

synchronicznych związanych z wartościami liczby c=l,2,3 okres charakterystyki 

kątowej jest równy odpowiednio podziałce żłobkowej, 1/2 podziałki żłobkowej lub 

1/3 podziałki żłobkowej. Wartość c występująca we wzorach (2.10) i (2.11) oraz 

we wzorze (2.13) jest ta sama. Stąd wynika, że dla momentów synchronicznych 
występujących w zakresie pracy silnikowej i  hamulcowej, okres charakterystyki 

kątowej i  prędkość synchroniczna są powiązane prostą relacją:

T'=n'- (2.14)

Innymi słowy, dla synchronicznych momentów pasożytniczych powstających przy 

prędkości i2ms *  0, znajomość prędkości synchronicznej Qms oznacza również 

znajomość okresu charakterystyki kątowej Ts . Nie jest tak w przypadku 

pasożytniczych momentów synchronicznych powstających przy prędkości 

Oms = 0 , dla których to momentów do wyznaczenia okresu charakterystyki kątowej
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

konieczna jest znajomość rzędów harmonicznych przestrzennych (v,p) 

uczestniczących w ich powstawaniu.

Dla rozruchu silnika szczególne znaczenie ma charakterystyka kątowa momentu 

synchronicznego powstającego przy Ś2ms = 0 , albowiem przy zatrzymanym wirniku

kąt 30 jest równy wprost kątowi początkowego położenia wirnika 3(0)\

d0 = 3 (0 )  (2.15)

Silnik, w którym pasożytniczy moment synchroniczny powstaje przy i2ws = 0 , 

rozwija przy rozruchu moment asynchroniczny o stałej wartości, niezależnej od 

kąta początkowego położenia wirnika oraz pasożytniczy moment synchroniczny, 

którego wartość jest funkcją kąta położenia wirnika 3(0). Wartość początkowa 

położenia wirnika 3 (0 )  jest wartością całkowicie przypadkową. Stąd wypadkowy 

moment rozruchowy silnika TI , będący sumą asynchronicznego momentu 

rozruchowego T]as i pasożytniczego momentu synchronicznego Te(ViP)s, jest 

również funkcją początkowego położenia wirnika 3(0). Przykładowy przebieg 

takiej charakterystyki przedstawia rys. 2.12.

Minimalny moment rozruchowy Tu rozwijany przez silnik przy uwzględnieniu 

oddziaływania pasożytniczego momentu synchronicznego je st równy różnicy 

asynchronicznego momentu rozruchowego oraz amplitudy pasożytniczego 
momentu synchronicznego.

W maszynie zazwyczaj istnieje wiele różnych par harmonicznych 

przestrzennych wytwarzających momenty pasożytnicze, a wypadkowy moment 

pasożytniczy powstający w silniku jest wynikiem działania wszystkich tych par.

Ze wzoru (2.14) wynika, że pasożytnicze momenty synchroniczne występujące 

przy tej samej prędkości obrotowej, różnej od prędkości zerowej, mają te same 

okresy charakterystyk kątowych. Tak więc wypadkowa charakterystyka
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pasożytniczego momentu synchronicznego, związanego z  zakresem pracy 
silnikowej lub hamulcowej, jest zawsze funkcją sinusoidalną.

Pasożytnicze momenty synchroniczne występujące przy rozruchu, związane 

z różnymi parami harmonicznych przestrzennych mogą mieć różne okresy 

charakterystyk kątowych, stąd też wypadkowa charakterystyka kątowa momentu 
synchronicznego przy Qms = 0  może być funkcją niesinusoidalną.

Przy prędkościach różnych od prędkości synchronicznej Ć2W *■ f2ms pasożytniczy

moment synchroniczny przekształca się w pasożytniczy moment przemienny. 

Pulsacja tego momentu, zmieniająca się wraz z prędkością wirnika f2m, jest 

opisana wzorem:

Wprowadzając do wzoru (2.16) okres charakterystyki kątowej, opisany wzorem 

(2.13), otrzymujemy:

Rys. 2.12. Charakterystyka momentu rozruchowego w funkcji 
początkowego kąta położenia wirnika 

Fig. 2.12. Starting torque-initial rotor angle curve

(2.16)

(2 .17)
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

a więc pulsacja pasożytniczego momentu przemiennego je st zależna od różnicy 

między prędkością wirnika i  prędkością synchroniczną oraz od okresu 

charakterystyki kątowej Ts .

Wraz ze zmianą prędkości obrotowej zmienia się amplituda pasożytniczego 

momentu przemiennego. Zależność amplitudy pasożytniczego momentu 

przemiennego od poślizgu, czyli innymi słowy - charakterystyka mechaniczna 

amplitudy pasożytniczego momentu przemiennego, może być również 

interpretowana jako obwiednia maksymalnych wartości momentu przemiennego, 

zaś jej zwierciadlane odbicie względem osi prędkości - jako obwiednia minimalnych 

wartości momentu przemiennego. W taki właśnie sposób - w postaci górnej i dolnej 

obwiedni maksymalnych i minimalnych wartości momentu przemiennego - 

przedstawia się zwykle charakterystyki mechaniczne amplitudy momentu 

przemiennego i nazywa w skrócie - obwiedniami pasożytniczego momentu 
przemiennego Te{yji)m.

Obwiednie składowych pasożytniczych momentów przemiennych T^VtP)m 

i T"(v<p)m charakteryzują się występowaniem miejsc zerowych przy prędkościach 

odpowiednio:

a więc przy prędkościach odpowiadających zerowym wartościom prądów 

w wirnikach elementarnych maszyn uczestniczących w powstawaniu 

pasożytniczego momentu przemiennego. Możliwe przebiegi obwiedni tych 

składowych przedstawia rys. 2.13.

Obwiednia pasożytniczego momentu przemiennego, będącego sumą momentów 

przemiennych T)̂ vp) i T^ vp), może w niektórych przypadkach charakteryzować się

(2.18)
v

lub

(2.19)
P
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posiadaniem minimów, odpowiadających położeniu miejsc zerowych na 

charakterystykach obwiedni momentów składowych T ć ( v . p )  * T e { v , p )  • W ogólnym

jednak przypadku, ze względu na wzajemne przesunięcie charakterystyk kątowych 

momentów składowych - ekstrema na charakterystyce wypadkowej są rozłożone 

w odmienny sposób.

i /= p ,7 p ,1 3 p , . . .

Rys. 2.13. Możliwe przypadki położeń miejsc zerowych dla obwiedni
pasożytniczych momentów przemiennych - składowych Tj(vp)m
i T"x ■* c ( v , p ) m

Fig. 2.13. Possible cases of distribution of zero points for envelopes of 
parasitic pulsating torques- components Tj(vp)m and Tj'(vp)m
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

2.3. WPŁYW PRĄDÓW REAKCJI WTÓRNEJ ZWIĄZANYCH 

ZE WSPÓŁRZĘDNĄ ZEROWĄ STOJANA 

NA PASOŻYTNICZE MOMENTY PRZEMIENNE I RZĘDU

Kolejnym istotnym problemem przy formułowaniu modelu matematycznego 

maszyny jest odpowiedź na pytanie, kiedy należy uwzględnić w analizie równanie 

dla współrzędnej zerowej stojana, a kiedy można je pominąć. Ze względu na to, że 

w 3-fazowej maszynie zasilanej 3-fazowym symetrycznym sinusoidalnym układem 

napięć, ciąg 1-fazowych uzwojeń elementarnych w schemacie rozkładu stojana jest 

zwarty (wzór 1.34), prądy mogą się w nich pojawić tylko na drodze indukcyjnej - 

w wyniku sprzężeń elektromagnetycznych z wirnikiem, realizujących się za 

pośrednictwem określonych wyższych harmonicznych przestrzennych. Tak więc to, 

czy w modelu należy uwzględnić składową zerową stojana, zależy od tego, czy 

w maszynie indukują się prądy związane ze składową zerową stojana, czy też nie. 

Wśród składowych indukujących się w 1-fazowych uzwojeniach stojana 

najistotniejszą rolę odgrywają prądy reakcji wtórnej stojana indukowane przez 

prądy reakcji pierwotnej wirnika o torach przedstawionych przykładowo na 

rys. 2.14 i na nich przede wszystkim skupimy uwagę. Z postaci torów wynika, że 

w powstawaniu poszczególnych składowych prądu reakcji wtórnej stojana 

uczestniczą zawsze 2 maszyny elementarne (2 harmoniczne przestrzenne): maszyna 

o 2-fazowym stojanie i maszyna o 1-fazowym stojanie, których wirniki przynależą 

do tego samego wiersza schematu rozkładu wirnika (na rys. 2.14 maszyny 

elementarne o numerach 2,18 oraz maszyny elementarne o numerach 10,42). Można 

to wyrazić matematycznie w następujący sposób:

* para harmonicznych przestrzennych (vĄ) uczestniczy w powstawaniu prądu 

reakcji wtórnej stojana związanego ze składową zerową wtedy i tylko wtedy, 

gdy:

ve{J?/}n{5r} o  Ae{/?y}n{5o} (2.20)
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

Powstawanie prądów reakcji wtórnej stojana, odpowiadających współrzędnej 

zerowej jest więc związane z harmonicznymi należącymi do następujących dwóch, 

wyróżnionych czarną linią, podzbiorów wypełnienia macierzy wimik-stojan: 

cc p 0

i  {R J A { S } {R,} A{S>
Pi

W  M S ,} (Ra) A(S0}

(2.2 la)

Prądy reakcji wtórnej stojana związane ze współrzędną zerową są wynikiem 

współdziałania wszystkich par harmonicznych przestrzennych zawartych w obrębie 

a  p 0

Pi
{Ri> A {s,}

{Ra> A ( S J

{ R , }  A (S )

(Ra) A(S0}

(2.21b)
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przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

tego samego wiersza, przy czym pierwszy element każdej pary przynależy do pierwszej 

kolumny odpowiadającej współrzędnym aP, zaś drugi element pary - do drugiej 

kolumny odpowiadającej współrzędnej 0. Można to zilustrować w sposób 

przedstawiony w (2 2  lb).

Jeśli więc zbiór Ri} r \{ S I}  jest zbiorem pustym, to w 1-fazowych 

uzwojeniach elementarnych o numerach przynależnych do zbioru R j} n { S 0} 

prądy reakcji wtórnej nie będą się indukowały.

Reasumując, współrzędna zerowa stojana nie wystąpi w modelu matematycznym, 

jeśli kolumna wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan odpowiadająca 

współrzędnej 0 jest pusta: 

a P 0

ai 

0.

0

lub też wtedy, gdy pełnym podzbiorom kolumny związanej ze współrzędną 0 odpo

wiadają puste podzbiory w lewej kolumnie związanej ze współrzędnymi ap (2.23).

Przypadki (2.22) i (2.23) zachodzą wówczas, gdy liczba par biegunów p  i liczba 

żłobków wirnika Qr pozostają w pewnej charakterystycznej relacji.

Jeśli uzwojenia stojana są połączone w gwiazdę bez przewodu zerowego, to 

niezależnie od p  i  Qr , wypełnienie macierzy wimik-stojan ma postać (2.22) 

i równanie dla współrzędnej zerowej stojana może być z  modelu usunięte.
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a  P _ 0

ai

P,
a 2 

P2
a.i

0 L  J

Rozważmy obecnie wpływ prądów reakcji wtórnej, związanych ze współrzędną 

zerową, na własności eksploatacyjne maszyny o uzwojeniach połączonych w trójkąt. 

Prądy reakcji wtórnej stojana, indukowane w 1-fazowych uzwojeniach elementarnych, 

są prądami obcych pulsacji, które cyrkulują w obrębie połączonych w trójkąt uzwojeń 

fazowych stojana i nie ujawniają się w prądach przewodowych. Stąd też w przypadku 

silnika o uzwojeniach połączonych w trójkąt, w prądach fazowych występują - oprócz 

składowych o obcych pulsacjach, takich samych jak w prądach przewodowych - 

dodatkowe składowe (prądy reakcji wtórnej współrzędnej zerowej) o odmiennych 

pulsacjach.

Pomimo tego, że współrzędna zerowa prądu stojana nie uczestniczy w powstawaniu 

pasożytniczych momentów I rzędu (a tylko momentów Et i wyższych rzędów 

opomijalnie małym znaczeniu), to może w znaczący sposób wpływać na wartości 

powstających w maszynie momentów pasożytniczych I rzędu związanych ze 

współrzędnymi aP stojana. Wpływ ten tłumaczą zestawione na wspólnym rys. 2.15 -
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2. Pasożytnicze momenty przemienne (synchroniczne) i  asynchroniczne

tory generowania dwóch pasożytniczych momentów przemiennych I rzędu z torem 

generowania prądu reakcji wtórnej składowej zerowej stojana dla przykładowej 

3-fazowej maszyny o p  = 2 i Qr=16. W maszynie tej powstają dwa znaczące

pasożytnicze momenty przemienne związane z harmonicznymi przestrzennymi (10,22) 

i (10,26) (powstaje też, oczywiście, moment związany z harmonicznymi 

przestrzennymi (22(16) o mniejszym znaczeniu). Uzwojenie elementarne 6 wirnika 

spełnia rolę dodatkowego dławika o znacznej wartości, włączonego w szereg z 

uzwojeniem wirnika maszyny wzbudzającej o numerze v=10. W przypadku gdy 

uzwojenie stojana jest skojarzone w gwiazdę bez przewodu zerowego (ze schematu 

rozkładu należy usunąć 1-fazowe uzwojenia elementarne stojanów) indukcyjność 6 

wirnika elementarnego jest równa indukcyjności głównej wimik-wimik Lt6

i w istotny sposób ogranicza prąd wzbudzenia 22 i 26 elementarnej maszyny 

synchronicznej, indukowany w 10 elementarnej maszynie wzbudzającej, ponieważ: 

Lr4 » Lr¡o. Jeśli jednak uzwojenia stojana są skojarzone w trójkąt, wówczas w

1-fazowym uzwojeniu elementarnym, leżącym naprzeciwko 6 wirnika elementarnego, 

indukują się prądy reakcji wtórnej składowej zerowej o znacznej wartości (prądy 

reakcji wtórnej składowej zerowej zamykają się w obrębie zwartego trójkąta i nie są 

ograniczane przez impedancję źródła zasilania), co oznacza, że zastępcza indukcyjność 

6 wirnika elementarnego (indukcyjność "widziana" z zacisków 6 wirnika 

elementarnego) jest znacznie mniejsza. Zmniejszenie zastępczej indukcyjności 4 

wirnika elementarnego prowadzi do powiększenia "prądu wzbudzenia" powstającego 

w 10 maszynie elementarnej i powiększenia - w konsekwencji - pasożytniczych 

momentów przemiennych związanych z harmonicznymi (10,22) i (10,26).

Z powyższego przykładu wynika, że prądy reakcji wtórnej, powstające 

w 1-fazowych uzwojeniach elementarnych leżących naprzeciwko 2-fazowych 

wirników zawartych w tych wierszach, co wirniki maszyn elementarnych 

uczestniczących w powstawaniu pasożytniczych momentów przemiennych, są 

przyczyną powiększenia wartości tych momentów przy zmianie układu połączeń
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uzwojeń stojana z gwiazdy bez przewodu zerowego na trójkąt. Wpływ ten jest jednak 

wyraźnie widoczny tylko w takich przypadkach, gdy jedno (lub więcej) z 1-fazowych 

uzwojeń elementarnych leży na lewo od toru generowania pasożytniczego momentu 

synchronicznego.

Reasumując, A-ta harmoniczna przestrzenna w znaczący sposób wpływa na 

wartości pasożytniczego momentu przemiennego związanego z  parą harmonicznych 
przestrzennych (vp) i  jest przyczyną jego zależności od układu połączeń uzwojeń 
fazowych stojana, jeśli spełnione są następujące warunki.

ve{Ri}n{Si}, /?e{Ri}n{Si} (2.24)

A e iR J n iS o } ,  k< v  

Zjawisko to jest szczególnie widoczne wtenczas, gdy k=3p.

Warunki te można zilustrować graficznie opierając się na wypełnieniu macierzy 

indukcyjności wimik-stojan w następujący sposób:

a
«1

p,
<R,} A {S,} {R,} At s ;

p2
o y  a {s,> W  A {S„>

... ...

a.
Pi‘ o y  a {s,} {R,> A{ s ; A. c —|

... ...

0

\< k

(2.25)
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3. KOMPUTEROWA ANALIZA 

DYNAMIKI MASZYN INDUKCYJNYCH

3.1. KLASYFIKACJA MODELI POLIHARMONICZNYCH

Postać wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan może być podstawą do 

przeprowadzenia klasyfikacji poliharmonicznych modeli indukcyjnych maszyn 

klatkowych oraz do wyodrębnienia i scharakteryzowania własności różnych klas 

tych modeli. Jest to możliwe dzięki temu, że wypełnienie macierzy wimik-stojan 

wraz ze schematem rozkładu maszyny na maszyny elementarne pozwala na 

jednoznaczne odtworzenie układu równań różniczkowych opisujących maszynę 

(podrozdz. 1.8), a więc może być traktowane jako syntetyczny uproszczony zapis 

modelu matematycznego maszyny. Równocześnie, opierając się na wypełnieniach 

macierzy indukcyjności wimik-stojan oraz na schematach rozkładu, można 

dokonać jakościowej analizy rozwiązania równań maszyny i określić, jakie 

zjawiska związane z wyższymi harmonicznymi przestrzennymi dany model opisuje.

Wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan zawierają różną liczbę 

harmonicznych przestrzennych. Jeśli liczba harmonicznych przestrzennych 

w obrębie wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan jest równa N, to 

odpowiadający temu wypełnieniu model poliharmoniczny maszyny będziemy 

nazywać modelem W-harmonicznym.

Najprostszym z możliwych modeli maszyny jest model uwzględniający wyłącznie 

harmoniczną p-tą, czyli główną. Nosi on nazwę modelu monohanaonicznego (A t/), 

a odpowiadające mu wypełnienie macierzy indukcyjności wimik-stojan ma postać 

(3.1) {LWR=2, LWS=2). Model ten opisuje wyłącznie główną przemianę 

elektromechaniczną dokonującą się za pośrednictwem p-tej harmonicznej pola 

magnetycznego w szczelinie powietrznej maszyny.
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przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Kolejną klasę stanowią modele uwzględniające (prócz momentu głównego) 

pasożytnicze momenty asynchroniczne, a więc takie momenty pasożytnicze, które 

przyjmują wartość stalą w ustalonym stanie symetrycznym. Odpowiadające tym 

modelom wypełnienia macierzy indukcyjności głównych mogą zawierać co 

najwyżej po jednej harmonicznej przestrzennej w każdym wierszu kolumny ap, 

stąd też będziemy je nazywać modelami poliharmonicznymi z  harmonicznymi 

przestrzennymi autonomicznymi. Najprostszy model tej klasy, to model

2-harmoniczny uwzględniający moment główny oraz jeden pasożytniczy moment 

asynchroniczny(ZWR=4, LWS=2) - o wypełnieniu macierzy indukcyjności wimik- 

stojan (3.2).

Najczęściej bierze się pod uwagę harmoniczną v=5p lub też - jeśli współczynnik 

uzwojenia stojana k ws5p = 0 - harmoniczną v=7p.

a p o a  p 0
“ l
p.

P
Pp

i:® ' 

*
ttP
Pp

..
W B m m

(3.1) Pi
v

Sta!#!!! (3.2)

0

Modele 3-harmoniczne (LWR=6), 4-harmoniczne (LWR=8)..., uwzględniające 

odpowiednio 2,3,... pasożytnicze momenty asynchroniczne, charakteryzują się 

wypełnieniami macierzy wimik-stojan o budowie (3.3).
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a p P O

P *
V

O

i
i

S-S: 8

'

:

(3.3)

Rozszerzeniem tej klasy są modele uwzględniające pasożytnicze momenty 
asynchroniczne o wartościach zależnych od układu połączeń uzwojeń stojana.

g p O

Pi
» ■ » i i

V
w
k

.i

X<v
(3.4)
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przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

Najprostszy model tej klasy, to model 3-harmoniczny uwzględniający moment 

główny oraz jeden pasożytniczy moment asynchroniczny, zależny od układu 

połączeń uzwojeń stojana {L WR=4, L WS=3). Macierz wypełnień ma budowę (3.4). 

Aby wpływ układu połączeń uzwojeń stojana na wartość pasożytniczego momentu 

asynchronicznego był wyraźnie widoczny i miał znaczenie praktyczne, musi 

zachodzić: k<v. Najsilniej wpływ ten ujawnia się wówczas gdy: k=3p.

Inne możliwe przypadki, będące wynikiem sumowania wypełnień (3.2) (3.3) 

z (3.4) charakteryzują się wypełnieniami macierzy wimik-stojan o postaciach:

“ l
Pl

(3.5) (3.7)

0  |_______________________

Model o wypełnieniu (3.5) (LWR=6, LWS=3) uwzględnia dwa pasożytnicze 

momenty asynchroniczne zależne od układu połączeń uzwojeń stojana, model 

o wypełnieniu (3.6) (LWR=6, LWS=3) - dwa pasożytnicze momenty

asynchroniczne, z których tylko jeden jest zależny od układu połączeń uzwojeń

138
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stojana, zaś model o wypełnieniu (3.7) (LWR=8, LWS=3) - trzy pasożytnicze 

momenty asynchroniczne, z których jeden jest zależny od układu połączeń uzwojeń 

stojana, a dwa - nie.

Kolejną klasę stanowią modele polihaimoniczne, uwzględniające pasożytnicze 
momenty synchroniczne, a więc momenty pasożytnicze, które w stanie ustalonym 

symetrycznym stają się momentami przemiennymi. Model maszyny należący do 

takiej klasy musi zawierać więcej niż jedną harmoniczną w co najmniej jednym 

z wierszy kolumny a(3 wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan. Stąd też 

modele takie będziemy określać mianem modeli poliharmonicznych 

z  harmonicznymi przestrzennymi nieautonomicznymi (wzajemnie sprzężonymi). 

Najprostszy model tej klasy, to model 2-harmoniczny uwzględniający moment 

główny harmonicznej p-tej oraz pasożytniczy moment synchroniczny (przemienny) 

związany z parą harmonicznych przestrzennych (p,v) (LWR=2, LWS=2):
a  p 0

0 _______________________

Harmoniczna v odpowiada najczęściej harmonicznej żłobkowej wirnika oraz 

harmonicznej żłobkowej stojana.

Model ten uwzględnia również pasożytniczy moment asynchroniczny dla v-tej 

harmonicznej przestrzennej, ale jego wpływ - ze względu na stosunkowo wysoką 

wartość rzędu v - jest najczęściej pomijalnie mały.

Model 3-harmoniczny, uwzględniający moment główny harmonicznej p-tej oraz 

pasożytniczy moment synchroniczny związany z parą harmonicznych 

przestrzennych ( vlt v2), gdzie: vI * p , ma następującą postać (L WR=4, LWS=2):
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p
Pp

O

(3.9)

Rząd harmonicznej v1 jest najczęściej równy 5p lub 7p.

Model ten uwzględnia również pasożytnicze momenty asynchroniczne dla Vj -tej 

i v^-tej harmonicznej przestrzennej, z których najczęściej znaczenie praktyczne ma 

tylko moment asynchroniczny dla harmonicznej v7-tej ( v, < v2).

Inne - bardziej złożone - modele tej klasy mogą mieć przykładowo następujące 

postacie:

“ p
Pp

J).Y (3.10)
p

Pp

Pi

(3.11)
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3. Komputerowa analiza dynamiki maszyn indukcyjnych

Model o wypełnieniu macierzy (3.10) (LWR=4, LWS=2) uwzględnia moment 

główny i dwa pasożytnicze momenty synchroniczne, zaś model o wypełnieniu 

macierzy (3.11) (LWR=6, LWS=2) - moment główny i trzy pasożytnicze momenty 

synchroniczne. Pasożytnicze momenty synchroniczne mogą mieć w ogólnym 

przypadku różne prędkości synchroniczne.

Rozszerzeniem tej klasy są modele uwzględniające pasożytnicze momenty 

synchroniczne o wartościach zależnych od układu połączeń uzwojeń stojana. 

W 3-harmonicznym modelu o wypełnieniu macierzy wimik-stojan:
a B 0

a l
Pl

p
Pp

p ,v
I - X< v (3.12a)

0

uwzględniającym moment główny oraz jeden pasożytniczy moment sychroniczny, 

zależność momentu synchronicznego od układu połączeń uzwojeń stojana jest 

słabo zauważalna (a w przypadku gdy X>v, praktycznie niewidoczna).
a B O

Pi

:

X
I »

X <  V, (3.12b)
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Najprostszym modelem, w którym zależność ta ujawnia się w wyraźny sposób, 

jest model 4-harmoniczny (L WR=4, L WS=i) uwzględniający moment główny oraz 

jeden pasożytniczy moment synchroniczny - o harmonicznych spełniających 

warunek: X < v7 i budowie macierzy (3.12b).

Zależność momentu synchronicznego (związanego z parą harmonicznych 

( Vj,v2j) od układu połączeń uzwojeń stojana jest najsilniej widoczna wtedy, gdy: 

X=3p. W przypadku gdy w maszynie występują 2 momenty synchroniczne, 

z których jeden jest zależny od układu połączeń, a drugi - nie, wypełnienie 

macierzy indukcyjności wimik-stojan przyjmuje postać:
a p o

0

W poszczególnych wierszach kolumny ap wypełnienia macierzy ((3.14) lub 

(3.15)) może się znajdować więcej harmonicznych niż tylko dwie, przykładowo 

trzy.

W przypadku (3.14) w maszynie powstaje moment główny oraz pasożytnicze 

momenty synchroniczne związane z parami harmonicznych przestrzennych:
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(P ,v1) ,(p ,v 2) i ( v „ v 2), przy czym moment synchroniczny dla pary ( v2, v2 ) jest 

najczęściej pomijalnie mały.

p -'.' -

(3.14)

lub

Pi

0

p

vi >xz ,v3

(3.15)

W przypadku (3.15) w maszynie powstaje moment główny oraz trzy 

pasożytnicze momenty synchroniczne związane z parami harmonicznych 

przestrzennych: ( vu v2), (v ,,v 3) i ( v2,v3). Ze względu na nierówności 

v3 <v2 <v3, trzeci z tych momentów jest zwykle pomijalnie mały.

W analogiczny sposób można rozważać wypełnienia macierzy, zawierające 

cztery lub więcej harmonicznych przestrzennych w jednym wierszu kolumny ap.

Wyodrębnione w tym rozdziale charakterystyczne klasy modeli 

poliharmonicznych są modelami o znacznym stopniu uproszczenia, tym niemniej 

częstokroć z wystarczającą dokładnością opisują zachowanie się maszyny 

i zasadnicze własności maszyny, związane z wyższymi harmonicznymi 

przestrzennymi.

Bardziej dokładne i bardziej uniwersalne modele powstają poprzez połączenie 

cech modeli przynależnych do różnych omówionych powyżej klas. Modele te 

charakteryzują się wypełnieniami macierzy indukcyjności wimik-stojan, 

powstałymi przez formalne sumowanie charakterystycznych wypełnień, 

wyróżnionych i sklasyfikowanych w niniejszym rozdziale.

143



3.2. FORMUŁOWANIE UPROSZCZONYCH MODELI

POLIHARMONICZNYCH O ZMINIMALIZOWANEJ LICZBIE 

WSPÓŁRZĘDNYCH I WSPÓŁCZYNNIKÓW

W rozdz.l sformułowano zasady i opisano procedurę formułowania równań 

różniczkowych 3-fazowej maszyny indukcyjnej o dowolnej liczbie par biegunów p 
i dowolnej liczbie żłobków wirnika Qr przy uwzględnieniu wyższych 

harmonicznych przestrzennych przepływu stojana i wirnika, na podstawie schematu 

rozkładu maszyny oraz wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan. 

W podrozdz. 2.1 i 2.2, opierając się na torach generowania prądów i momentów, 

przeanalizowano rolę i znaczenie różnych grup wyższych harmonicznych 

przestrzennych w generowaniu pasożytniczych momentów przemiennych 

(synchronicznych), jak też rozmieszczenie tych harmonicznych w obrębie 

wypełnienia macierzy wimik-stojan.

Liczba równań różniczkowych, opisujących stan dynamiczny maszyny oraz 

liczba współczynników równań, jest ściśle powiązana z liczbą oraz rzędami 

uwzględnianych w analizie harmonicznych przestrzennych przepływu. Im mniejsza 

jest liczba równań różniczkowych i mniejsza liczba współczynników w modelu 

matematycznym, tym oczywiście, krótszy jest czas obliczeń oraz prostsza strategia 

badania wpływu różnych parametrów konstrukcyjnych maszyny na własności 

eksploatacyjne maszyny. Nie bez znaczenia jest też mniejsze prawdopodobieństwo 

popełnienia błędu przy opracowywaniu programu.

W rozdz. 1.5 pokazano, w jaki sposób można określić liczbę równań 

różniczkowych w modelu matematycznym 3-fazowego silnika indukcyjnego 

o liczbie par biegunów p  i liczbie żłobków wirnika Qr przy założeniu, że 

w analizie uwzględnia się nieskończenie wiele kolejnych harmonicznych 

przestrzennych. Aby rozwiązać układ równań różniczkowych, liczba

Modelowanie 3-1azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu
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3. Komputerowa analiza dynamiki maszyn indukcyjnych

harmonicznych przestrzennych musi być jednak ograniczona do skończonej 

wartości vm - poprzez określenie rzędu najwyższej uwzględnianej harmonicznej 

przestrzennej. Można też zrezygnować z uwzględniania kolejnych harmonicznych 

aż do rzędu vm i dokonać dalszego ograniczenia ich liczby poprzez pozostawienie 

w modelu tylko najistotniejszych harmonicznych przestrzennych. Prowadzi to, 

oczywiście, do zmniejszenia liczby współczynników, a częstokroć - i liczby 

równań, może jednak spowodować znaczący błąd w otrzymanych wynikach 

w porównaniu z rozwiązaniem uzyskanym przy uwzględnieniu dostatecznie 

wysokiej liczby kolejnych harmonicznych przestrzennych. Stąd też oba wyżej 

wymienione problemy: właściwego określenia rzędu najwyższej harmonicznej 

przestrzennej vm oraz poprawności kryterium wyboru uwzględnianych 

w równaniach harmonicznych przestrzennych, należą do zagadnień o zasadniczym 

znaczeniu w analizie modeli poliharmonicznych i w istotny sposób rzutują na 

poprawność rozwiązań otrzymywanych przy numerycznej symulacji przebiegów 

dynamicznych maszyn. Klucz do rozwiązania problemu tkwi w możliwości 

prawidłowego przewidzenia charakteru oddziaływania i znaczenia poszczególnych 

składowych zawartych w momencie elektromagnetycznym i poprawnego 

wyodrębnienia spośród nieskończonej ich liczby - składowych dominujących, 

a następnie określenia z jakimi współrzędnymi i współczynnikami modelu są one 

powiązane. To, jaką rolę odgrywają poszczególne harmoniczne przestrzenne 

w generowaniu momentów pasożytniczych i w jaki sposób wpływają na wartości 

tych momentów, jak też to - które z momentów mają istotne znaczenie, a które - 

pomijalnie małe, jest możliwe do przewidzenia na podstawie schematów rozkładu 

maszyny i torów generowania momentów pasożytniczych oraz wypełnień macierzy 

indukcyjności - i zostało szczegółowo omówione wpodrozdz. 1.4, 1.6, 2.1 i 2.2. 

Jeszcze dobitniej możliwości te można scharakteryzować w kategoriach 

matematycznych: schematy rozkładu maszyny na maszyny elementarne, tory 

generowania momentów elektromagnetycznych oraz wypełnienia macierzy
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indukcyjności wimik-stojan pozwalają na jakościową analizę równań 

różniczkowych maszyny, a więc - na orzekanie o istotnych cechach rozwiązania 

równań bez samego ich rozwiązywania. Uzyskane w ten właśnie sposób - poprzez 

analizę jakościową - informacje można:

* spożytkować do zoptymalizowania struktury układu równań, a więc 

sformułowania modelu matematycznego maszyny składającego się z 

minimalnej liczby równań różniczkowych i minimalnej liczby 

współczynników, a zachowującego najistotniejsze cechy rozwiązania i 

charakteryzującego się dostateczną dokładnością z technicznego punktu 

widzenia,

* wykorzystać do sprawdzenia poprawności modelu i opartego na nim programu 

komputerowego.

Tok postępowania, prowadzący do sformułowania modelu poliharmonicznego 
maszyny indukcyjnej, zawierającego minimalną liczbę równań i  współczynników, 
a uwzględniającego dominujące momenty pasożytnicze - obejmuje następujące 
etapy:

• sporządzenie schematu rozkładu maszyny i  określenie wypełnienia macierzy 

wimik-stojan. Obliczenia i pomiary wskazują na to, że liczbę harmonicznych 

przestrzennych można ograniczyć do vm = ( 4+ 5)Q r , czemu odpowiada (4h-5) 

liter V na schemacie rozkładu wirnika. Model taki uwzględnia harmoniczne 

żłobkowe wirnika I, II i III rzędu (harmoniczne o rzędach v = cQT ± p , gdzie

c=U 3),
• przeprowadzenie redukcji schematu rozkładu maszyny i  wypełnienia macierzy 

wimik-stojan. Nie zaleca się usuwania uzwojeń elementarnych odpowiadających 

zerowej wartości współczynnika skosu, zwłaszcza w maszynach o klatce 

zalewanej, albowiem prądy poprzeczne płynące przez pakiet blach pomiędzy 

prętami klatki w znacznym stopniu niwelują działanie skosu i powodują, że 

prądy wirnika dla harmonicznych przestrzennych, dla których współczynnik
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skosu jest teoretycznie równy zero przyjmują w rzeczywistości niewiele 

mniejsze wartości, niż w klatce z prętami prostymi.

Wypełnienie macierzy wimik-stojan odpowiadające zredukowanemu 

schematowi rozkładu wskazuje na współrzędne wirnika o wartościach zerowych 

(równania wirnika o rozwiązaniach zerowych), a więc na współrzędne, które 

można z modelu matematycznego maszyny usunąć. Mówi również o tym, czy 

należy uwzględniać w modelu współrzędną zerową stojana i równanie dla 

współrzędnej zerowej stojana w przypadku, gdy uzwojenie jest połączone 

w trójkąt lub w gwiazdę z przewodem zerowym (w przypadku gdy uzwojenie 

jest połączone w gwiazdę bez przewodu zerowego, współrzędna zerowa stojana 

jest równa zero - podrozdz.2.3),

• wyszukanie na schemacie rozkładu maszyny torów dominujących 

pasożytniczych momentów przemiennych. Metoda wyszukiwania torów 

generowania pasożytniczych momentów przemiennych (synchronicznych) 

i określania rzędów harmonicznych przestrzennych uczestniczących w ich 

powstawaniu została omówiona w podrozdz. 2.1 i 2.2. Procedura prowadząca do 

wyselekcjonowania dominujących pasożytniczych momentów przemiennych 

I rzędu, oparta na znajomości rzędów oraz współczynników uzwojeń 

harmonicznych przestrzennych uczestniczących w powstawaniu pasożytniczych 

momentów przemiennych, została przedstawiona w rozdz. 2.1. Pewną pomocną 

wskazówką może być również wyznaczenie współczynnika (2.8). 

Dokładniejszym i wiarygodniejszym sposobem - wymagającym jednak 

przeprowadzenia dość czasochłonnych obliczeń - jest wyznaczenie amplitud 

pasożytniczych momentów synchronicznych oraz obwiedni pasożytniczych 

momentów przemiennych w stanie ustalonym na podstawie wzorów zawartych 

w pracy [19]. Można też wykorzystać gotowe programy komputerowe 

automatycznie wyszukujące harmoniczne przestrzenne uczestniczące 

w powstawaniu pasożytniczych momentów przemiennych i obliczające związane
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z nimi obwiednie pasożytniczych momentów przemiennych oraz amplitudy 

momentów synchronicznych. Program komputerowy MOMPAS, wspomagający 

projektowanie 3-fazowych silników indukcyjnych i umożliwiający wyznaczenie 

wypadkowej charakterystyki mechanicznej przy uwzględnieniu momentów 

pasożytniczych, został opisany w pracy [18],

• wybór rzędów harmonicznych przestrzennych związanych z  dominującymi 

momentami pasożytniczymi i usunięcie ze schematu rozkładu maszyny uzwojeń 

elementarnych, a z wypełnienia macierzy wimik-stojan - rzędów tych 

wszystkich harmonicznych przestrzennych, które są związane z pomijalnie 

małymi pasożytniczymi momentami przemiennymi,

• określenie na podstawie tabl. 12  struktury macierzy indukcyjności wimik- 
stojan, zapewniającej uwzględnienie wszystkich dominujących momentów 
pasożytniczych,

• sformułowanie na podstawie równań (1.17) oraz relacji (1.18)^(129) modelu 
matematycznego maszyny.

Dla przykładu rozważmy, zgodnie z powyższą procedurą, 3-fazowy silnik 

klatkowy o danych:

P„=3kW ; UN =380W; I N = 7 2 k \  p  = 3 , Qs = 3 6 , Qr = 33 ,

Schemat rozkładu maszyny na maszyny elementarne (przy vm =132) 

przedstawia rys. 3.1, zaś odpowiadające mu wypełnienie macierzy wimik-stojan ma 

postać (3.16).

Dominujące pasożytnicze momenty asynchroniczne są związane 

z harmonicznymi: 5p (v=15), 7p (v=21) oraz 13p (v=39). Harmoniczna 13p (v=39) 

jest równocześnie harmoniczną żłobkową stojana I rzędu (Qs + p ) .  Harmoniczna

l ip  (v=33) nie wytwarza momentu, ponieważ współczynnik skrótu wirnika 

klatkowego dla tej harmonicznej jest równy 0 { k ^ 33 = 0).
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Rys. 3.1. Schemat rozkładu 3-fazowej maszyny klatkowej o danych: p=3; Qs = 3 6 ;
Qr = 33 na maszyny elementarne wraz z torami generowania pasożytniczych

momentów synchroniczych 
Fig. 3.1. Diagram of decomposition for 3-phase squirrel-cage machine with: p=3;

Qs = 3 6 ; Qt = 33 and paths of generating parasitic synchronous torques
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a

a 3
P3

P«6

a 9
p9

~ ~  12 
Pl2

a 15
P l5

t t 3
P3

a ,
P6

t*12
Pl2

a 15
Pl5

f

(3.16)

Charakterystykę mechaniczną silnika, uwzględniającą pasożytnicze momenty 

asynchroniczne na tle głównej charakterystyki mechanicznej odpowiadającej 

harmonicznej v=3, przedstawia rys. 3.2.

Tory pasożytniczych momentów synchronicznych (przemiennych) uwidocznione 

na rys. 3.1 wskazują bezpośrednio na rzędy harmonicznych przestrzennych 

biorących udział w ich wytwarzaniu.

Znając tory generowania momentów oraz rys. 2.18 i rys. 2.20 można określić 

prędkości synchroniczne oraz okresy charakterystyk kątowych momentów
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synchronicznych, związanych z poszczególnymi parami harmonicznych 

przestrzennych. Tok postępowania oraz wzory umożliwiające wyznaczenie 

amplitud pasożytniczych momentów synchronicznych dla różnych par 

harmonicznych przestrzennych zostały podane i omówione w pracy [19].

Te wszystkie informacje oraz wyniki obliczeń, uzyskane przy założeniu, że 

wirnik ma żłobki proste (nie ukosowane), zebrano razem w tab. 3.i ,  a na rys. 3.3 

przedstawiono wypadkową charakterystykę mechaniczną silnika uwzględniającą 

pasożytnicze momenty asynchroniczne i synchroniczne.

Rys. 3.2. Charakterystyka mechaniczna Rys. 3.3. Wypadkowa charakterystyka 
silnika uwzględniająca pasożytnicze mechaniczna uwzględniająca pasożytni- 
momenty asynchroniczne na tle głównej cze momenty asynchroniczne i synchro- 

charakterystyki mechanicznej dla v=p niczne dla silnika o danych: p=3, 
(P=3, Qs = 36, Qr = 33) Qs = 36, Qr = 33
Fig. 3.2. Torque-speed curve with Fig. 3.3. Resultant torque-speed curve 
parasitic asynchronous torques against with parasitic asynchronous and 
a background of main torque-speed synchronous torques for motor with the 
curve for v=p (p=3, Qs = 36, Qr =33) following data: p=3, Qs = 36, Qr = 33
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Tablica 3.1

Pasożytnicze momenty synchroniczne związane z różnymi parami harmonicznych 

przestrzennych (v,p) w maszynie o danych: p=3, Qs = 36, Qr = 33, bsq = 0

Okres Amplituda

Prędkość charakterystyki Rzędy momentu

synchroniczna kątowej harmonicznych synchronicznego

H m s T. (v,p) T
x  e (  v , p ) s

(3,69) 23.06

(15^1) 2.73

2 2n a r (21,87) 0.288
-T e “ 0 ~66~ T (39,105) 0.207

(57,129) 0.0173

(3,129) 1.14

2 2n a r (21,111) 0.67
132a  0 132 4 (39,93) 0.176

(57,75) 0.044

(69,129) 0.0118

0

i 1 
3 p» (75,123) 0.0086

198 6 (87,111) 0.0043

(93,105) 0.00086

Z tabl. 3.1 i rys. 3.3 wynika, że największe znaczenie mają harmoniczne 

o rzędach: 3,15,21,51,69,87,111 i 129. Wybierając więc przykładowo do dalszych 

rozważań tylko dominujące harmoniczne przestrzenne, można ograniczyć liczbę 

współrzędnych wirnika do sześciu: a 3p 3, a 12p 12, (z15P15 (LWR=6). Odnośnie do 

zależności momentów pasożytniczych od układu połączeń uzwojeń stojana, która 

jest z technicznego punktu widzenia warunkowana spełnieniem nierówności:
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X < v , to najwyraźniej byiaby ona widoczna dla pasożytniczych momentów 

synchronicznych związanych z parami harmonicznych: (57,75), (57,123) i (75,123) 

oraz (39,93), (39,105), (93,105), które to harmoniczne - ze względu na niewielkie 

znaczenie - zostały w dalszej analizie pominięte. Stąd też nie zachodzi potrzeba 

uwzględnienia w modelu współrzędnej 0 stojana, a liczba współrzędnych stojana 

może być ograniczona do dwóch: ocp (L WS=2). Ostatecznie więc - po 

uwzględnieniu tylko harmonicznych dominujących - otrzymujemy macierz 

indukcyjności stojan-wimik o następującym wypełnieniu: 

a p 0
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Takiemu wypełnieniu odpowiada model poliharmoniczny uwzględniający 

7 pasożytniczych momentów synchronicznych związanych z harmonicznymi: 

(3,69), (3,129), (69,129), (21,87), (21,111), (87,111), (15,51) oraz 8 pasożytniczych 

momentów asynchronicznych, z których znaczące są 2, związane z harmonicznymi 

15 i 21. Model ten przyjmuje następującą postać:

__

1•

a

+

1 1 L  R A

d 'i s a
+

Ü L ^SV
v=3J5,21,33 J9JU -

'Tj L sv

d 'i s a

d t
. V d t Js/3__ v=3 35,21^33339 J l,__

dt

"cos39 -sin 1 0 0\ 1 0 0'

sin 3.9 cos 39  ¡ 0 0\ 0 0
(3.18)

+L,'sr!5

+L.fs r 2 1

0 0\ 0  0\ cos 159 -s in  159
I I

0 0\ 0 0 \-sm l5 9  -cos 153

0 0\cos2l9 sin 213
0 0\ńn219 -co s219

0 0 

0 0

+ L .’S T  51

0 0\ 0 0\ cos 519 -  sin 519i
0 0\ 0 0\-ún5l9  cos519

+L,'sr69
cos693 -  sin699 \ 0 0\ 0 0

I I

- s in 699 -c o s69S\ 0 0\ 0 0
+

+ L .'s r  87

' s r l l l

0 0\ cos87& sin 879i
0 0\-sm 879 cos879 

0 0\coslll9 -sin 1119

0 0\sin 1119 cos 1119

0 0 

0 0 

0 0 

0 0
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cos1293 sin 129$ \ 0 o\ 0 0' \

~̂ ŷsrl29 1
sin 129S -cos 129S\ 0 Ji 0 0

ra 3

1 r  p3

l r a l2

i r/)12
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111 1rfi3

0 Ra -  2Rprcos 12a
|
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+L.'ST 21

+L.' s r 6 9

cos 219 sin 219 
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iso = 0

i r a l  ~  i r f i l  ~  ^ r a 2  ~  * r f i 2  ~  * r a 4  ~  ^ r f i 4  ~  ^ r a S  ~  * r p 5  ~  * r a 6  ~  ^ r p 6  ~  * r a 7  ~  * r p 7  ~

~  i r <x8  =  1 r p 8  ~  1 r a 9  =  1 r p 9  ~  1 r a l O  =  1 r p i O  ~  1 r a l l  =  1 r p l l  ~  1 r a l 3  =  1 r p i 3  ~  1 r a l 4  =  1 r p i 4  =

=  ¡ra ić  =  h p ló  =1r O ~ 0

Wpływ pominiętych harmonicznych przestrzennych na zjawiska związane 

z harmonicznymi przestrzennymi uwzględnianymi w równaniach ujęty jest 

w indukcyjnościach rozproszenia różnicowego stojana i wirnika, mających postać 

sum YjLsv i XArv- (rzędy harmonicznych zawarte w tych sumach są różne dla
V  V

różnych par współrzędnych i mogą być wyznaczone na podstawie schematów 

rozkładu maszyny na maszyny elementarne [10,19]).

3.3. OGÓLNA STRUKTURA UKŁADU RÓWNAŃ

RÓŻNICZKOWYCH DO OBLICZEŃ NUMERYCZNYCH

Układ równań różniczkowych maszyny o ogólnej postaci (1.17), (1.3) 

(w szczególnym - rozpatrywanym w poprzednim podrozdziale - przypadku ma on 

postać układu (3.18)^(3.21)) można zapisać w zwartej postaci hipermacierzowej 

w następujący sposób:

M

W \

0

Tm

L /  J

[0] [0] 0 1

"
M

[ i f \

3
(3.22)
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d 
+ dt

M W

[ i f] [o]
■ +

0

Te

\M 2 ] Ą L „ ]  [M?f] O O

[ M f s ] [ M f Ą Ą L t ]  O  O

[0] [0] -1  O

[0] [0] O -1

gdzie:

Te - moment elektromagnetyczny opisany relacją (1.29) (w szczególnym - 

rozpatrywanym w poprzednim podrozdziale przypadku - jest to relacja (3.21)). 

Wymiary poszczególnych macierzy kolumnowych, macierzy prostokątnych oraz 

macierzy kwadratowych są uzależnione od liczby współrzędnych wirnika oraz od 

tego, czy w modelu uwzględniamy współrzędną zerową stojana.

Przyjmując oznaczenia:

[M) =

[ R ]  =

2 T ]+ [4 s] 0 0

K f ] [M«\+[L%] 0 0

[0] [0\ -1 0

- 0 -1

W [0\ 0 0

[0] [R f] 0 0

[0] [0] 0 1

M [0] 0 0

(3.23)

(3.24)

otrzymujemy:
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M W M W

10] ( d  ^ W ) r , d m

d

[°]

0 - ( [ * ] ♦ £ * ] )
3

+
0

TeUl
. J . ß n , . ß m . _ J .

(3.25)

Jest to równanie macierzowe należące do klasy równań o ogólnej postaci:

W  ~[C \x]ĄM ]!L[x}ĄF ] (3.26)

gdzie:

[w] - wektor wymuszeń,

[x] - wektor zmiennych,

[C], [M] - macierze funkcyjne parametrów,

[F] - wektor zawierający element nieliniowy, 

które można sprowadzić do następującej postaci kanonicznej (normalnej):

d t
dt

(3.27)

gdzie:

Równanie macierzowe (3.27) można rozwiązać numerycznie, korzystając ze 

standardowych metod numerycznego całkowania równań (np. metody Runge- 

Kutty, Fehlberga itd.).
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Wektor kolumnowy [x] zawiera maksymalnie (Qr +5) współrzędnych, 

a mianowicie: Qr współrzędnych wirnika, 3 współrzędne stojana i 2 współrzędne 

stanu mechanicznego (kąt obrotu wirnika S i prędkość kątową £2m, zaś minimalnie

- 6 współrzędnych: 2 współrzędne wirnika, 2 współrzędne stojana i 2 współrzędne 

stanu mechanicznego.

Macierze parametrów [A], [B] są macierzami kwadratowymi o wymiarach 

zawartych odpowiednio w przedziale: (Qr + 5)x (Q r +5) -5-6x6. Liczba

współczynników Lrsv (zachodzi: Lrsv = LSTt)  jest równa liczbie uwzględnianych 

harmonicznych przestrzennych.

W przypadku modeli matematycznych 2- lub nawet 3-harmonicznych jest 

praktycznie możliwe "ręczne" odwrócenie macierzy [M] i uzyskanie analitycznej 

postaci macierzy [M ]'1. Obliczenia związane z wyznaczeniem analitycznej postaci 

[M]-1 są jednak żmudne i pracochłonne, chociaż realizacja obliczeń numerycznych

- znacznie szybsza. W przypadku modeli z większą liczbą harmonicznych lub też 

wtenczas, gdy chcemy uniknąć ręcznych obliczeń związanych z odwracaniem 

macierzy [M], macierz [M] odwraca się numerycznie w każdym kroku całkowania. 

Operacja ta wydłuża czas obliczeń, jednak sam program komputerowy jest krótszy 

i prostszy.

Stosowane metody numerycznego całkowania mogą być metodami ze stałym lub 

zmiennym krokiem całkowania. Długość kroków całkowania w istotny sposób rzutuje 

na czas obliczeń. Krok całkowania musi być znacznie krótszy, niż w przypadku analizy 

numerycznej modeli monoharmonicznych. Wynika to z obecności w rozwiązaniach 

składowych przemiennych momentu i prądu o pulsacjach zależnych od prędkości 

wirowania maszyny. Przy prędkościach zbliżonych do prędkości znamionowej silnika, 

pulsacje składowych przemiennych momentu osiągają wartości:

o p = cQr(n mN - n ms) * cQr n mN *cQT^ ,  gdzie: c = l (3.28) 
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a więc są to wartości przeciętnie kilkadziesiąt, a nawet kilkaset razy większe od 

pulsacji sieci zasilającej. Stąd też - aby zapewnić poprawność rozwiązania - długość 

kroku całkowania musi być w otoczeniu takiej prędkości kilkaset (a nawet kilka 

tysięcy) razy mniejsza od okresu napięcia zasilającego. W otoczeniu prędkości 

synchronicznej momentów pasożytniczych krok ten może być odpowiednio 

zmniejszony.

Podsumowując, przy analizie modeli monohaimonicznych długość kroku 

całkowania wynika przede wszystkim z  pulsacji napięcia zasilającego silnik, natomiast 
przy analizie modeli poliharmonicznych - jest określona przez pulsację pasożytniczych 

momentówprzemiennych.

3.4. BADANIE FORMALNEJ POPRAWNOŚCI MODELU 

MATEMATYCZNEGO MASZYNY INDUKCYJNEJ 

ORAZ PROGRAMU KOMPUTEROWEGO

Poprawność opracowanego modelu poliharmonicznego oraz programu 

komputerowego można sprawdzić przeprowadzając obliczenia dla takich wybranych 

stanów dynamicznych, dla których jest możliwe przewidzenie i określenie - na 

podstawie schematów rozkładu maszyny i torów generowania momentów paso

żytniczych - charakteru oraz podstawowych własności poszczególnych przebiegów 

składowych zawartych w rozwiązaniu, jak też - i samych przebiegów wypadkowych.

Rozważmy na wstępie maszynę o wypełnieniu macierzy indukcyjności wimik- 

stojan (3.29).

Zgodnie ze wzorem (1.29), moment elektromagnetyczny maszyny indukcyjnej 

można przedstawić w postaci sumy £ 7 . Dla maszyny o wypełnieniu ograniczonym

do postaci (329) zachodzi:

Te =Tcp + TcSp +Te7p +Tevl + Tev2 +Tev3, (3 30)
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a p o
a

Pi

a 5p

P 5 p

a 7p

P 7 p

(3.29)

o t  1

a więc wypadkowy moment elektromagnetyczny jest równy sumie 6 momentów 

elektromagnetycznych wytworzonych przez 6 maszyn elementarnych o numerach 

porządkowych: p,5p,7p,v¡,v2,v3 . Przy ograniczeniu analizy do momentów

pasożytniczych I rzędu, każdy z wymienionych wyżej momentów

elektromagnetycznych można z kolei rozłożyć na 2 momenty składowe: pasożytniczy 

moment przemienny (synchroniczny) oraz pasożytniczy moment asynchroniczny, co 

wynika wprost z rys. 3.4, na którym zestawiono schematycznie wszystkie możliwe tory 

generowania pasożytniczych momentów asynchronicznych i synchronicznych I rzędu. 

Zgodnie z rys. 3.4, mamy:

Tep=Te(p)+T;(P'Vl) (331)

TesP = Te{Sp) +Te"sP.v2) (332)

Te7p = TC(7P) + Te(7pvj) (333)

(335)

(334)
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rzędy harmonicznych przestrzenych (numery maszyn elementarnych) 

P 5p 7p v, v 2 v 3

1 \1 V , . \1 ' f

u
1 U U

Te(p) Te(5p) Te(7p) ê(vj) T c(v2) t(v 3

Te(p.v l) Te(5p,v2 ) Te(7p,v3 )

le(p ,v ,) e(5p,v2 ) e(7p,v3 )

Rys. 3.4. Schematyczne zestawienie torów generowania pasożytniczych 
momentów I rzędu

Fig. 3.4. Schematic arragement of paths for generating parasitic torques of I order

Tev3 Te(\'3)+ Te(7p,v3) (3.36)

gdzie:

Te(p) - asynchroniczny moment główny,

^e(5p)> Te(7P), Te(V]), Te(V2), Te(vj) - pasożytnicze momenty asynchroniczne,
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Te(pyt)' TksP.v2)’ T ć(7 P,v3) - pasożytnicze momenty przemienne (rolę maszyny

wzbudzającej pełnią odpowiednio maszyny pd>p, i 7p), 
Tj’(p,v,), Tjlsp>V2), Tj’{7p v3) - pasożytnicze momenty synchroniczne (rolę maszyny

wzbudzającej pełnią odpowiednio maszyny v,, v2 i v3), 

To, który z dwóch momentów składowych przeważa w rozwiązaniu i jest 

składnikiem dominującym, zależy od wysokości rzędów harmonicznych 

przestrzennych i od różnicy pomiędzy nimi. Opierając się na relacji nierówności: 

p, 5 p, 7p « v 1,v 2,v 3 (3.37)

oraz rozważaniach z podrozdziału 32, można wywnioskować, że w maszynach 

elementarnych o niskich numerach dominującą rolę odgrywać będą składowe 

odpowiadające pasożytniczym momentom asynchronicznym, zaś w przypadku maszyn 

elementarnych o wysokich rzędach - składowe odpowiadające pasożytniczym 

momentom przemiennym (synchronicznym), co oznacza, że równościom.(3.31)-r(3.36) 

można nadać następującą przybliżoną postać:

Tep ~ Te(p) (3.38)

Te5p ~ Te(5p) (3.39)

Te7p ~ T'(7p) (3.40)

T  ~ T *
A e v j  ~  x c ( j j t v j ) (3.41)

T  ~ T f 
A e v 2  ~ A  e ( p , v 2 ) (3.42)

T  ~ T '
C V 3  ~ * e { p %v 3 ) (3.43)

Relacje (3.48), (339) i (3.40) są tym dokładniej spełnione, im mniejszy jest numer 

maszyny elementarnej, a większy numer współdziałającej z nią maszyny wzbudzającej.

Relacje (3.41), (3.42) i (3.43) są tym prawdziwsze - im większy jest numer maszyny 

elementarnej.

W przypadku bardzo wysokiej wartości rzędu otrzymujemy praktycznie "czysty" 

moment przemienny (synchroniczny).
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W kontekście powyższych rozważań, składowe momentów pominięte w relacjach 

przybliżonych (3.38)h-(3.43), a więc składowe:

mogą być traktowane jako "przebiegi zakłócające”.

Przedstawione powyżej rozumowanie można uogólnić na maszyny o bardziej 

skomplikowanych wypełnieniach macierzy indukcyjności wimik-stojan, zawierających 

na przykład - nie dwie - ale trzy harmoniczne przestrzenne w jednym z wierszy (np. 

w 5p-tym wierszu):

■ a p 0 ■

W takim przypadku moment elektromagnetyczny każdej maszyny elementarnej 

o numerze zawartym w tym wierszu jest sumą - nie dwóch - ale trzech składników:

Nie zmienia to jednak istoty przedstawionego wcześniej rozumowania, które znów 

pozwala - znając wartości rzędów harmonicznych przestrzennych i wzajemne relacje 

między nimi - wyodrębnić po jednym dominującym składniku momentu w każdej

Jeśli liczba harmonicznych przestrzennych w którymś z wierszy wypełnienia 

wynosi k, momenty elektromagnetyczne maszyn elementarnych związanych z tym

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

z trzech sum (3.45), (3.46) i (3.47):

(3.48)

T  ~ T f^ e v j  * c ( S p tv j) (3.49)

(3.50)

165



Modelowanie 3-1’azowych maszyn indukcyjnych
przy uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu

wierszem dadzą się przedstawić w postaci sumy k  elementów, ale również i w tym 

przypadku analiza jakościowa schematu rozkładu maszyny na maszyny elementarne 

umożliwia wyróżnienie składnika dominującego.

Ta możliwość traktowania momentów elektromagnetycznych poszczególnych 

maszyn elementarnych jako różnych składowych momentów asynchronicznych lub 

synchronicznych związanych ze ściśle określonymi harmonicznymi przestrzennymi, 

ma istotne znaczenie dla analizy modeli poliharmonicznych, ponieważ podstawowe 

własności tych składowych mogą być łatwo określone w graficzny sposób na 

podstawie schematu rozkładu maszyny na maszyny elementarne, a następnie - w celu 

stwierdzenia poprawności modelu poliharmonicznego i programu - zestawione 

i porównane z własnościami wynikającymi z obliczeń symulacyjnych na komputerze.

W ustalonym sinusoidalnym stanie symetrycznym, charakteiystyki mechaniczne 

momentów asynchronicznych związanych z harmonicznymi przestrzennymi 

v=pd>p,7p,llp,... mają postać, jak na rys. 3.5 i przyjmują wartości zero dla prędkości:

(O n ~~0)n CO n “~CO n
——, .  , ——, ■ ,... Wzory pozwalające obliczyć przebiegi charakterystyk
p  5 p  7p  l ip

mechanicznych poszczególnych pasożytniczych momentów asynchronicznych podane 

są między innymi w pracy [19, str. 132, tab. 33].

Pasożytnicze momenty przemienne są w ustalonym stanie sinusoidalnym 

scharakteryzowane za pomocą obwiedni amplitud [19, rozdz. 23 i 3.6]. Miejsce 

zerowe obwiedni pasożytniczego momentu przemiennego Tj(vp) odpowiada prędkości,

przy której prąd w v-tej maszynie elementarnej (spełniającej rolę maszyny

wzbudzającej) jest równy zero, a więc prędkości:

, (3.51)v
zaś miejsce zerowe obwiedni momentu TenM  - prędkości, przy której prąd w p-tej

maszynie elementarnej (spełniającej rolę maszyny wzbudzającej) jest równy zero, czyli 

prędkości:
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(3.52)

Ponadto w obu przypadkach wartości momentów przemiennych są zbliżone do zera

przy prędkości synchronicznej — , przy której prąd stojana (równy prądowi
P

"twomika" odpowiednio p-tej i v-tej elementarnej maszyny synchronicznej) osiąga 

wartość minimalną.

Rys. 3.5. Charakterystyki mechaniczne momentów asynchronicznych 
Fig. 3.5. Torque-speed curves for asynchronous torques

Pulsacje pasożytniczych momentów przemiennych są opisane wzorem (2.17), przy 

czym wartości prędkości synchronicznej jOws wynikają ze schematu rozkładu na

maszyny elementarne (rys. 3.1) oraz z tabeli z rys. 2.18. Wzory pozwalające na 

dokładne obliczenie kształtu charakterystyk obwiedni poszczególnych pasożytniczych 

momentów przemiennych są zamieszczone w pracy [19, 83+84, tab. 3.1].

Wróćmy teraz do modelu dynamicznego indukcyjnej maszyny klatkowej. Jednym 

z możliwych sposobów stwierdzenia formalnej poprawności układu równań
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różniczkowych, opisujących stan dynamiczny maszyny oraz opartego na nim programu 

komputerowego jest porównanie wyników otrzymanych na drodze komputerowej 

symulacji rozruchu silnika z charakterystykami statycznymi i stwierdzenie 

występowania na uzyskanych przebiegach czasowych momentów 

elektromagnetycznych oraz na trajektoriach momentów elektromagnetycznych 

w funkcji prędkości obrotowej - tych wszystkich charakterystycznych cech, które 

dadzą się wywieść ze schematu rozkładu maszyny na maszyny elementarne. Te 

wszystkie charakterystyczne własności, jak też odpowiedniość pomiędzy przebiegami 

dynamicznymi a charakterystykami statycznymi są szczególnie widoczne 

w odniesieniu do trajektorii momentów elektromagnetycznych wyznaczonych przy 

powiększonym momencie bezwładności na wale silnika oraz przy odpowiednio 

dobranym ujemnym warunku początkowym dla prędkości obrotowej. Wyznaczone 

w takich warunkach przebiegi dynamiczne mają bowiem charakter krzywych quasi- 

statycznych i mogą - dzięki temu - być porównywane z charakterystykami statycznymi.

Rozważmy to szczegółowo na przykładzie silnika, którego model matematyczny 

został sformułowany w podrozdz.3.2. Na podstawie wypełnienia macierzy 

indukcyjności wimik-stojan (3.1), można momenty elektromagnetyczne maszyn 

elementarnych o numerach 3,21,69,87,111 i 129 przedstawić w postaci sum złożonych 

z trzech składników, a momenty maszyn o numerach 15 i 51 w postaci sum złożonych 

z dwóch składników, a następnie - bazując na wcześniejszych rozważaniach oraz 

schemacie rozkładu maszyny z rys. 3.1 i tab. 3.1, wyodrębnić wśród nich składniki

dominujące:

T e 3  -  T e ( 3 )  + T ' e ( 3 j 6 9 )  +  ^e(3J29) ~ ^e {3 ) (3.53)

T e i s  = T e ( i s )  + ' T e " / s j j )  ~ Te(JS) (3.54)

Te2l = Te m  + Tc(21,8T) +  T jy iju ) ~ Te(2I) (3.55)

T  _ T  . T «  ^  T'
1 e 5 1  -  e ( 5 I )  ^ 1  ~  1  e ( l S J l ) (336)

T C 6 9  =  T e ( 6 9 )  +  ^ t { 3 f i 9 )  +  T j ( 3 j 2 9 )  ~ T j ( 3 j 6 9 ) (3.57)
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Teg7 = Te(87) + T'.(2i,87) + Te(g7jn) ~ Tj(2IJ87) (3 -58)

Teiu  = Te(lll) + T1(21 J11) + ̂ e(87,111) ~ <̂¡(21,111) (3.59)

Tel29 -  T .(129) + Tj(3j29) + Tj(69j 29) ~ Tj(3J29) (3.60)

Wyniki symulacji komputerowej rozruchu silnika przy powiększonym momencie 

bezwładności oraz przy warunku początkowym dla prędkości Om (0) = -40 rad/s 

zostały przedstawione na rys. 3.6. Otrzymano przebieg czasowy momentu 

elektromagnetycznego i prędkości (rys.3.6a) oraz trajektorię wypadkowego momentu 

elektromagnetycznego (rys. 3.6b) oraz przebiegi czasowe (rys. 3.7an-3.14a) i trajektorie 

(rys.3.7b+3.14b) poszczególnych maszyn elementarnych o numerach 

v=3,15,21,51.69,87,111 i 129. Dla porównania - na rys. 3.15 zamieszczono przebieg 

czasowy momentu Te(mono) i prędkości (3.15a) oraz trajektorię wypadkowego

momentu elektromagnetycznego (rys.3.15b) przy uwzględnieniu tylko harmonicznej 

głównej v=p=3, a więc - dla modelu monoharmonicznego silnika indukcyjnego.

Rys. 3.6. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego i prędkości obrotowej (a) 
oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego w funkcji prędkości 
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego:
v=3,15,21,51,69,87,111,129

Fig. 3.6. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model: v=3,15,21,51,69,87,111, 129
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Rys. 3.7. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego T.s i prędkości obrotowej (a)
oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego Te3 w funkcji prędkości

obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 
3 maszyny elementarnej (v=3)

Fig. 3.7. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 3-rd elementaiy machine (v=3)

Rys. 3.8. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego T.is i prędkości obrotowej
(a) oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego Teis w funkcji prędkości
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 15 
maszyny elementarnej (v=15)

Fig. 3.8. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 15 4  elementary machine (v=15)
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Rys. 3.9. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego Te2l  i prędkości obrotowej
(a) trajektoria momentu elektromagnetycznego Te21 w funkcji prędkości
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 21 
maszyny elementarnej (v=21)

Fig. 3.9. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 21-th elementary machine (v=21).

T.f m[M

Rys. 3.10. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego TeS1 i prędkości obrotowej
(a) oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego Tesi w funkcji prędkości
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 51 
maszyny elementarnej (v=51)

Fig. 3.10. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 51-th elementary machine (v=51)
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Rys. 3.11. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego Te69 i prędkości obrotowej
(a) oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego Te69 w funkcji prędkości
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 69 
maszyny elementarnej (v=69).

Fig. 3.11. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 69-th elementary machine (v=69).

Rys. 3.12. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego TeS7 i prędkości obrotowej
(a) oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego Te87 w funkcji prędkości
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 87 
maszyny elementarnej (v=87)

Fig. 3.12. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 87-th elementary machine (v=87)
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Rys. 3.13. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego Tem  i prędkości obrotowej
(a) oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego Telll w funkcji prędkości
obrotowej (b) podczas rozruchu silnika wg modelu poliharmonicznego dla 111 
maszyny elementarnej (v=l 11)

Fig. 3.13. Torque and speed v. time curves (a) and torque v. speed curve (b) at starting 
according to poliharmonic model for 111-th elementary machine (v=lll).

Rys. 3.14. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego i prędkości obrotowej (a)
oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego w funkcji prędkości obrotowej
(b) podczas rozruchu silnika (v=129)

Fig. 3.14. Torque and velocity v. time curves (a) and torque v. velocity curve (b) at starting
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Rys. 3.15. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego i prędkości obrotowej (a)
oraz trajektoria momentu elektromagnetycznego w funkcji prędkości obrotowej
(b) podczas rozruchu silnika wg modelu monoharmonicznego 

Fig. 3.15. Torque and velocity v. time curves (a) and torque v. velocity curve (b) at starting 
according to monohaimonic model

Scharakteryzujmy otrzymane krzywe w kontekście przybliżonych relacji

(3.53)h-(3.60). Momenty maszyn elementarnych o numerach v=3,15,21 (rys. 3.7, 3.8, 

3.9) mają charakter momentów asynchronicznych o prędkościach synchronicznych

odpowiednio — , — . Postacie trajektorii przedstawione na rys. 3.7an-3.9a 
P JP  '  P

odpowiadają kształtom charakterystyk mechanicznych uwidocznionych na rys. 3.5. Na 

poszczególnych trajektoriach wyraźnie zaznacza się udział składowych zakłócających 

w postaci pasożytniczych momentów przemiennych o pulsacjach zależnych od 

prędkości obrotowej maszyny.

W przypadku 3 maszyny elementarnej składową zakłócającą jest przede wszystkim 

pasożytniczy moment przemienny Tj[3j69), w przypadku 15 maszyny elementarnej -

moment przemienny Tj'(l5<51), zaś w przypadku 21 maszyny elementarnej - momenty
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przemienne TĄ2j,n i) i 2i,s7) • Stopień tego "zakłócenia" przy różnych wartościach

prędkości zależy, oczywiście, od wzajemnej relacji pomiędzy wartością momentu 

asynchronicznego a amplitudą pasożytniczego momentu przemiennego. Nasuwa się 

pytanie, czy jest możliwe wyodrębnienie - choćby w przybliżony sposób - składowych 

zakłócających z momentów elektromagnetycznych maszyn elementarnych. Okazuje 

się, że tak, a sposób takiego postępowania zostanie przedstawiony na przykładzie p-tej 

maszyny elementarnej.

Moment elektromagnetyczny p-tej maszyny elementarnej, określony sumą (3.53) 

można z dobrym przybliżeniem, przy zachowaniu istoty analizowanego zjawiska, 

wyrazić jako sumę dwóch tylko składników:

Tep =TeU>)+Tj'{3m (3.61)

gdzie:

Te{jj) - składowa dominująca, decydująca o charakterze przebiegu (zgodnie
z (3.53)),

TJ'(3jiS9) - składowa zakłócająca.

Z (3.61) wynika więc, że:

Tj'(3m =Tep-T e{p) (3.62)

Można przyjąć, że przebieg momentu elektromagnetycznego p-tej maszyny 

elementarnej Tep w modelu poliharmonicznym jest zbliżony do przebiegu momentu

elektromagnetycznego dla modelu monoharmonicznego, uwzględniającego wyłącznie 

harmonicznąp-tą Te(mooo):

Tep*Te(moao) (3.63)

Przez podstawienie (3.63) do (3.62) otrzymujemy wzór:

T " (3 ,6 9 )  = T c p ~  T e (mono) (3.64)

charakteryzujący sposób wyodrębniania z momentu elektromagnetycznego p-tej 

maszyny elementarnej - pasożytniczego momentu przemiennego Tj[36g). Moment ten
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jest równy różnicy przebiegu momentu elektromagnetycznego p-tej maszyny 

elementarnej z rys. 3.7 oraz przebiegu momentu elektromagnetycznego dla modelu 

monoharmonicznego z rys. 3.15 i jest przedstawiony na rys. 3.16. O poprawności 

otrzymanego wyniku świadczy właściwa wartość prędkości synchronicznej:

^ , = - ^ -  = -9.515 rad/s, (3.65)
oo

którą można określić poprzez zestawienie przebiegu momentu przemiennego 

z rys. 3.16 z przebiegiem prędkości obrotowej z rys. 3.6a.

Momenty maszyn elementarnych o numerach v=51,69,87,111 i 129 (rys. 3.10-5-3.14) 

mają charakter pasożytniczych momentów przemiennych. Obwiednie maksymalnych 

i minimalnych wartości momentów przemiennych widoczne na trajektoriach 

(rys. 3.10b-s-3.14b) odpowiadają obwiedniom pasożytniczych momentów przemiennych 

wyznaczonych dla stanu ustalonego wg wzorów w pracy [19, s. 89, wzory (3.47),

(3.48)].

1.00
te
[Nb]

0.80

0.60
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-0.10

Rys. 3.16. Przebieg czasowy pasożytniczego momentu przemiennego T ”,3fi9) 
Fig. 3.16. Pulsating torque Tj[3j69) v. time
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3. Komputerowa analiza dynamiki maszyn indukcyjnych

Rys. 3.17. Obwiednia pasożytniczego momentu przemiennego Tjil5tS1) (a) i trajektoria 
momentu elektromagnetycznego 51 maszyny elementarnej TeSI (b)

Fig. 3.17. Envelope of pulsating parasitic torque Tj(1SrSI) (a) and trajectory of 
electromagnetic torque for the 51-st elementary machine TcS1 (b)

Rys. 3.18. Obwiednia pasożytniczego momentu przemiennego Tj(3j69) (a) i trajektoria 

momentu elektromagnetycznego 69 maszyny elementarnej Te69 O5)
Fig. 3.18. Envelope of pulsating parasitic torque Tj(3j69) (a) and trajectory of 

electromagnetic torque for the 69-th elementary machine '̂ 'e69 03)
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Rys. 3.19. Obwiednia pasożytniczego momentu przemiennego T^21jS7) (a) i trajektoria 

momentu elektromagnetycznego 87 maszyny elementarnej Te87 (b)
Fig. 3.19. Envelope of pulsating parasitic torque T^21ST) (a) and trajectory of 

electromagnetic torque for the 87-th elementary machine TeS7 (b)

Przykładowo trzy obwiednie pasożytniczych momentów przemiennych Tj{issr),

ê(3jS9) i Tj(21,87) (rys. 3.17a+3.19a) zestawiono na wspólnych rysunkach

z trajektoriami momentów elektromagnetycznych elementarnych maszyn o numerach 

51,69 i 87 (rys. 3.17b^-3.19b). Obwiednia momentu przemiennego Tkisjr) zrys.3.17a

odpowiada trajektorii Te51 z rys. 3.10b (powtórzonej na rys. 3.17b), obwiednia Tj{369)

zrys.3.18a - trajektorii Te69 z rys. 3.11b (powtórzonej na rys.3.18b), obwiednia

Tj(2i,87) z rys- 3.19a - trajektorii Tcg7 z rys. 3.12b (powtórzonej na rys. 3.19b).

Istotne znaczenie ma stwierdzenie zgodności położeń miejsc zerowych obwiedni na 

trajektoriach z rys.3.10b+3.14b oraz wartości prędkości synchronicznych 

wskazywanych na przebiegach dynamicznych przez punkty maksymalnego 

"rozrzedzenia" składowej przemiennej. Takie sprawdzenie nie wymaga 

przeprowadzania żadnych obliczeń dodatkowych, albowiem wartości miejsc zerowych
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3. Komputerowa analiza dynamiki maszyn indukcyjnych

obwiedni oraz wartości prędkości synchronicznych wynikają wprost ze schematu 

rozkładu maszyny (rys. 3.1), wzorów (3.51), (3.52) oraz zestawienia z rys. 2.18. 

Informacje uzyskane na drodze takiej analizy jakościowej zestawiono w tabl. 3.3.

Tablica 3.3

Wybrane własności momentów pasożytniczych.

Nr maszyny 

elementarnej

Składowa

dominująca

Prędkość

synchroniczna

Miejsce zerowe 

obwiedni

Okres

charakterystyki

kątowej

3
asynchroniczna

T e(3)

G)0

3 - -

15

asynchroniczna

Te(lS)

(D0
15 - -

21

asynchroniczna

T e(2I)

(D0
21 - -

synchroniczna 2
------ (On

CD0 2n

51 T'1 e p s p j)
66 0 15 66

synchroniczna 2
------ (On

ó)0 2 n

69 T'
1 e(3j69)

66  0 3 66

synchroniczna 2
------(On

CD0 2n

87 T'1 e(21,87)
66 0 21 66

synchroniczna 2 (D0 2k

111 T' 132C°° 21 132

synchroniczna 2
---------(On
132 0

(0  o 2n

129 T>
2 e(3J29)

3 132
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Zgodność danych odczytanych z dynamicznych trajektorii momentów 

elektromagnetycznych z danymi zawartymi w tabl.3.3 może być traktowana jako 

istotny dowód na poprawność modelu dynamicznego oraz - bazującego na nim - 

programu komputerowego.

Interesującym eksperymentem numerycznym jest również sprawdzenie wartości 

okresów charakteiystyk kątowych pasożytniczych momentów synchronicznych. 

Przebiegi czasowe oraz kształt trajektorii pasożytniczych momentów przemiennych 

zależą - w przeciwieństwie do przebiegów czasowych oraz kształtów trajektorii 

pasożytniczych momentów asynchronicznych - od wartości początkowego kąta położe

nia wirnika. Oznacza to, że w maszynach elementarnych o numerach 3,15 i 21 zmiana 

kąta początkowego położenia praktycznie nie pociąga za sobą istotniejszych zmian 

w przebiegach dynamicznych, natomiast w maszynach o numerach 51,69,87,111,129 - 

przebiegi stanów nieustalonych dla różnych kątów położenia wirnika są różne 

i powtarzają się tylko dla wartości początkowych różniących się o okres lub 

wielokrotność okresu charakterystyki kątowej pasożytniczego momentu synchro-
2n

nicznego, czyli dla kątów {S0 + C - )  - w przypadku maszyn o numerach 51,69, 87
66

2 ,x
oraz dla kątów (3 0+c ) w przypadku maszyn o numerach 111,129.

Dla wszystkich innych wartości kątów początkowych położenia wirnika przebiegi 

dynamiczne różnią się między sobą, a różnice te są najwyraźniej widoczne 

w przedziale początkowym (różne wartości i rozkłady maksimów przebiegów) oraz 

w otoczeniu prędkości synchronicznej dla pasożytniczego momentu przemiennego 

(różne sposoby przechodzenia przez prędkość synchroniczną).

W opisany powyżej sposób, dokonując symulacji rozruchu dla różnych kątów 

początkowych położenia wirnika i wyszukując najbliżej siebie położone wartości kąta, 

dla których przebiegi momentów elektromagnetycznych odpowiednich maszyn 

elementarnych są takie same, można - opierając się na modelu dynamicznym -
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wyznaczyć okresy charakterystyk kątowych poszczególnych składowych 

pasożytniczych momentów synchronicznych, a przez porównanie ich z wartościami 

okresów otrzymanymi na podstawie schematu rozkładu maszyny i tablicy z rys. 2.20 - 

uzyskać kolejny dowód potwierdzający poprawność modelu.

Przedstawiony problem zależności charakteru stanów dynamicznych od kąta 

położenia wirnika, ujawnia się również w innej postaci, a mianowicie - jako zależność 

przebiegów stanów nieustalonych od początkowego kąta fazowego napięcia a 0 (kąta 

fazowego w chwili włączenia silnika do sieci) przy takich samych początkowych 

kątach położenia wirnika.

3.5. CHARAKTERYSTYCZNE WŁASNOŚCI DYNAMICZNE 

MODELI POLIHARMONICZNYCH

W badaniach dynamiki układów napędowych, jak też i własności dynamicznych 

samych maszyn indukcyjnych, wykorzystuje się powszechnie najprostszy z modeli 

- model monoharmoniczny. Okazuje się, że w wielu zagadnieniach technicznych 

modele monoharmoniczne są zbyt ubogie, a założenie o uwzględnieniu tylko 

harmonicznej głównej jest zbyt daleko idącym uproszczeniem, nie pozwalającym 

na opisanie w dostatecznie wyczerpujący sposób możliwych zachowań 

dynamicznych maszyny bądź układu elektromechanicznego.

Przyjęcie założenia o monoharmoniczności pola magnetycznego jest 

dopuszczalne tylko w silnikach, w których pasożytnicze momenty synchroniczne - 

oznaczane na statycznych charakterystykach mechanicznych za pomocą odcinków 

równych podwójnym amplitudom momentu - są pomijalnie małe. Okazuje się, że 

w wielu silnikach produkowanych seryjnie amplitudy pasożytniczych momentów 

synchronicznych przyjmują - zwłaszcza w zakresie pracy hamulcowej - znaczące 

wartości. Pomimo tego, że znane są różne metody ograniczania pasożytniczych
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momentów synchronicznych, często względy natury ekonomicznej bądź 

technologicznej nie pozwalają ich zastosować. Najczęściej zredukowanie wartości 

pasożytniczych momentów synchronicznych wymagałoby nowych wykrojników 

blach magnetycznych dla zmienionych liczb żłobków bądź wprowadzenia 

dodatkowego pierścienia zwierającego w środku pakietu blach wirnika. Te, a nie 

inne liczby żłobków stojana i wirnika są więc najczęściej wynikiem kompromisu 

między różnymi kryteriami związanymi z minimalizacją kosztów produkcji 

a dążeniami do optymalnych własności eksploatacyjnych (między innymi - do 

ograniczenia pasożytniczych momentów synchronicznych, drgań i hałasu, 

zmniejszenia strat dodatkowych itp.). Pasożytnicze momenty synchroniczne, 

niezależnie od tego, w jakim zakresie pracy maszyny się znajdują, jeśli tylko 

osiągną odpowiednio duże wartości, prowadzą do odmiennych własności 

dynamicznych maszyny i tyczy się to także - wbrew utartym przekonaniom - 

przypadków, gdy maszyna jest wykorzystywana w układzie napędowym jako 

silnik, a pasożytnicze momenty synchroniczne występują wyłącznie w zakresie 

pracy hamulcowej. Istotne konsekwencje występowania pasożytniczych momentów 

synchronicznych w odniesieniu do dynamiki maszyny oraz zasadnicze różnice 

w zakresie i możliwościach modelowania różnych zjawisk i własności przebiegów 

wykorzystując modele monoharmoniczne oraz modele poliharmoniczne - są 

zestawione poniżej.

Tablica 3.4

MODEL MONOHARMONICZNY MODEL POLIHARMONICZNY

1 2

Moment rozruchowy nie zależy od kąta 

początkowego położenia wirnika

Moment rozruchowy zależy od kąta 

początkowego położenia wirnika (jeżeli 

w maszynie powstają pasożytnicze momenty 

synchroniczne przy prędkości i2ms = 0 )

182



3. Komputerowa analiza dynamiki maszyn indukcyjnych

cd. tablicy 3.4
1 2

Przebieg stanu nieustalonego rozruchu 

nie zależy od kąta początkowego 

położenia wirnika oraz od kąta 

fazowego napięcia zasilającego

Przebieg stanu nieustalonego rozruchu 

zależy od kąta początkowego położenia 

wirnika oraz od kąta fazowego napięcia 

zasilającego

Maksymalny udar momentu elektro

magnetycznego po włączeniu silnika do 

sieci jest zawsze taki sam i występuje po 

około 0.01 s

Maksymalny udar momentu elektromagnety

cznego po włączeniu silnika do sieci zależy od 

początkowego kąta położenia wirnika oraz kąta 

fazowego napięcia zasilającego i może 

wystąpić w różnych początkowych chwilach 

czasowych

W momencie elektromagnetycznym nie 

występuje składowa przemienna 

o pulsacji zależnej od prędkości 

wirnika

W momencie elektromagnetycznym 

występuje składowa przemienna o pulsacji 

zależnej od prędkości wirnika, wywołująca 

drgania skrętne wału oraz stwarzająca 

niebezpieczeństwo powstawania rezonansu 

mechanicznego w układzie obciążenia

Czas i charakter rozruchu silnika zależą 

tylko od momentu bezwładności 

i momentu obciążenia

Czas i charakter rozruchu silnika zależą nie 

tylko od momentu bezwładności i momentu 

obciążenia silnika, ale również od 

początkowego kąta położenia wirnika 

i początkowego kąta fazowego napięcia 

zasilającego. Możliwe są przypadki, że 

nieznaczne zwiększenie momentu 

bezwładności lub momentu obciążenia 

ułatwia przeprowadzenie rozruchu
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cd. tablicy 3.4
1 2

W trakcie rozruchu nie występują 

kołysania wirnika

W trakcie rozruchu przy przechodzeniu 

silnika przez prędkość synchroniczną 

pasożytniczego momentu synchronicznego 

mogą wystąpić oscylacje prędkości 

i kołysania wirnika

Przebieg stanu nieustalonego nie zależy 

od układu połączeń uzwojeń stojana 

(przy założeniu liniowości obwodu 

magnetycznego)

Przebieg stanu nieustalonego może być 

różny dla różnych układów połączeń 

uzwojeń stojana (trójkąt, gwiazda bez 

przewodu zerowego lub gwiazda 

z przewodem zerowym)

Należy wyraźnie zaznaczyć, że wszystkie wymienione tu własności modeli 

poliharmonicznych (poza ostatnią) ujawniają się już w modelu 2-harmonicznym, 

a ostatnia z cech - w modelu 3-harmonicznym (3.12a) lub 4-harmonicznym (3.12b).

W celu zilustrowania opisanych własności modelu poliharmonicznego dokonano 

symulacji komputerowej rozruchu przykładowego silnika z podrozdz. 3.2, przy 

założeniu takiego skosu żłobków wirnika (b^ =0 2 ), aby amplituda dominującego

pasożytniczego momentu synchronicznego, powstającego w zakresie pracy

2(0hamulcowej przy prędkości Qms = — —r-, wyniosła około 55% momentu66
rozruchowego silnika (amplituda momentu synchronicznego - około 11 Nm, moment 

rozruchowy - około 20 Nm).

Przebieg momentu elektromagnetycznego w początkowym przedziale rozruchu dla 

modelu poliharmonicznego dla różnych początkowych kątów położeń wirnika 

(zawartych w przedziale kąta odpowiadającego okresowi charakterystyki kątowej 

27c/66 dominujących momentów synchronicznych) przedstawiono na rys. 320a-nl, zaś
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dla porównania na rys. 321 przytoczono przebieg tego momentu dla modelu 

monoharmonicznego.

W modelu monoharmonicznym udar momentu wynosi 80 Nm (4-krotna wartość 

momentu rozruchowego) i występuje po około 0.01 s, a kolejne maksima maleją 

monotonicznie. W modelu poliharmonicznym wartość szczytowa momentu 

elektromagnetycznego ulega powiększeniu i jest różna dla różnych położeń 

początkowych wirnika (lub początkowych kątów fazowych napięcia zasilającego). 

Najniekorzystniejszy przypadek, odpowiadający kątowi 9(0)=0.85x2tc/66 przedstawia 

rys. 3.20d. Udar momentu uległ w tym przypadku zwiększeniu do wartości 100.97 Nm, 

a więc - w stosunku do modelu monoharmonicznego - o około 25%.

Inne charakterystyczne przypadki przedstawiają rys.3.20b,c. Dla tych przypadków 

maksymalne możliwe udary momentu nie są związane z pierwszym, ale z trzecim 

m a k s im u m .  Przykładowo przy kącie początkowym wirnika S(0)=0.5x27i/66 udar 

momentu wynosi 93.8 Nm i występuje po około 0.037 s.

Rys. 3.20a. Początkowy przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego oraz 
prędkości podczas rozruchu silnika dla różnych początkowych kątów 
położenia wirnika S(0)=0 

Fig. 320a. Initial period of electromagnetic torque and speed v. time curves at starting 
for different initial rotor angle S(0)=0
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Rys. 320b. Początkowy przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego oraz 
prędkości podczas rozruchu silnika dla różnych początkowych kątów 
położenia wirnika 0(0)=03x2ti/66 

Fig. 3.20b. Initial period of electromagnetic torque and speed v. time curves at starting 
for different initial rotor angle S(0)=03x27t/66

Rys. 320c. Początkowy przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego oraz 
prędkości podczas rozruchu silnika dla różnych początkowych kątów 
położenia wirnika 3(0)=03x2n/66 

Fig. 320c. Initial period of electromagnetic torque and speed v. time curves at starting 
for different initial rotor angle 3(0)=03x27t/66
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Rys. 3.20d. Początkowy przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego oraz 
prędkości podczas rozruchu silnika dla różnych początkowych kątów 
położenia wirnika S(0)=0.85x2;t/66 

Fig. 3.20d. Initial period of electromagnetic torque and speed v. time curves at starting 
for different initial rotor angle S(0)=0.85x27^66

Rys. 3.21. Początkowy przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego oraz 
prędkości podczas rozruchu silnika wg modelu monoharmonicznego 

Fig. 3 21 . Initial period of electromagnetic torque and speed v. time curves at starting 
according to monoharmonic model
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Charakter przebiegu w otoczeniu prędkości synchronicznej zależy od kąta 

początkowego położenia wirnika, albowiem ten właśnie kąt - wraz z momentem 

obciążenia Tm i momentem bezwładności / -  decyduje o tym, przy jakim kącie 

położenia wirnika maszyna osiągnie prędkość synchroniczną, w jaki sposób będzie 

"wchodzić" w stan synchronizmu, a następnie, w jaki sposób - "wypadać" z niego. 

Ilustrują to rys. 3.22 i rys. 3.23, na których przedstawiono charakterystyki rozruchowe 

silnika dla dwóch różnych początkowych położeń wirnika S(0)=0 (rys. 3.22) oraz 

S(0)=0.008 rad (rys. 3.23).

Taki sam wpływ - przy zachowaniu tej samej wartości kąta początkowego położenia 

wirnika - wywiera kąt fazowy napięcia zasilającego, co widać na rys. 3.24 i 3.25, 

przedstawiających charakterystyki rozruchowe obliczone przy tym samym położeniu 

wirnika, a różnych kątach fazowych napięcia a 0 (rys. 3.24 - kąt a 0 =0.001 rad, 

rys. 3.25 - kąt a 0=1 rad).

Rys. 3.22. Charakterystyka rozruchowa silnika (3(0)=0, a 0=0, Tw=0, ¿=0.15 kg-m2)
Fig. 3.22. Starting characteristic (3(0)=0, a 0=0, Tm =0, .¿=0.15 kg -m2)
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Rys. 3.23. Charakterystyka rozruchowa silnika (5^=0.008 rad, a 0=0, Tm=0, 
^0.15 kg-m 2)

Fig. 3.23. Starting characteristic (5(i2)=0.008 rad, cc0=0, Tm =0,-£41.15 kg-m 2)

o .io o  0.500 0.600 o .?oo o.eoo 0.300 1.000 
t [s]

Rys. 3.24. Charakterystyka rozruchowa silnika (3(0)=Q, cc0=0.001 rad, Tm =0,
£=0.2 kg-m2)

Fig. 3.24. Starting characteristic (3(0)=0, a 0=Q,Tw =0.001 rad, £=0.2 kg -m2)
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Rys. 3.25. Charakterystyka rozruchowa silnika (3(0)=0, a0=1 rad, Tm =0,
.£=0.2 kg-m 2)

Fig. 325. Starting characteristic ($(0)=Q, a 0=1 rad, Tm =Q,J=Q2 kg-m 2)

W szczególnym przypadku przedstawionym na rys. 3.24, wartości chwilowe 

momentu elektromagnetycznego zarysowują kształt zbliżony do charakterystyki 

kątowej pasożytniczego momentu synchronicznego. Dwa skrajne możliwe przypadki 

oddziaływania momentu synchronicznego na przebieg rozruchu: pierwszy, gdy 

moment synchroniczny opóźnia ruch wirnika przy przechodzeniu przez prędkość 

synchroniczną, oraz drugi, gdy przyśpiesza jego ruch - prezentują rys. 3.26 i 3.27.

Porównując warunki, dla których dokonano obu symulacji (rys. 3.26 - moment 

obciążenia Tm =1 Nm), należy zwrócić uwagę na to, że korzystną zmianę ułatwiającą 

przejście silnika przez prędkość synchroniczną uzyskano - co w pierwszej chwili 

wydaje się paradoksalne - przez powiększenie momentu obciążenia. Można to jednak 

łatwo wytłumaczyć, bowiem po nieznacznym powiększeniu momentu obciążenia silnik 

będzie się zbliżał do prędkości synchronicznej już przy innej wartości kąta położenia
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0.320 0.100 0.180 0.540 0.610 0.720 0.800 

t Cs]

Rys. 3.26. Charakterystyka rozruchowa silnika (3(0)=0.01 rad, a 0=Q, Tm =0, 
.£=0.15 kg-m2)

Fig. 3.26. Starting characteristic (9(O)=Q.0\, a 0=O, Tm =0,.£=0.15 kg-m2)

Rys. 3.27. Charakterystyka rozruchowa silnika (,3(0)=0, a 0-O, Tm =1 Nm,
.£4).15 kg-m2)

Fig. 321. Starting characteristic (S(0)=Q, a 0=O, Tm =1 Nm,.£=0.15 kg-m2)
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wirnika, a ta może odpowiadać zupełnie odmiennej - korzystniejszej wartości momentu 

synchronicznego. Faktycznie - z charakterystyki kątowej pasożytniczego momentu 

synchronicznego wynika, że nieznaczna zmiana kąta położenia wirnika, np. o 1/2 

podziałki żłobkowej wirnika (okres charakterystyki wynosi 2jc/66), może w zasadniczy 

sposób zmienić wartość momentu pasożytniczego zwartości (+Tes) na (~Tes). Taki

sam efekt może wywołać również nieznaczne powiększenie momentu bezwładności, co 

pokazuje rys. 3.28. Podczas symulacji pokazanej na rys. 3.28 silnik pozostał 

nieobciążony (7^=0), ale jego moment bezwładności powiększono z wartości

.70.15 kg -m2 (rys. 3.26) do wartości 7=0.16 kg-m2. Również i w tym przypadku 

przyczyniło się to do łatwiejszego pokonania przez wirnik oddziaływania momentu 

synchronicznego.

Rys. 3.28. Charakterystyka rozruchowa silnika (,9(0)=0, a 0=0, Tm =0, 70.16 kg-m2) 
Fig. 3.28. Starting characteristic {&(0)=0, a 0=0, Tm =0,70.16 kg-m2)

Reasumując, model poliharmoniczny charakteryzuje się specyficznymi 
własnościami dynamicznymi, odmiennymi od własności modelu monoharmonicznego.
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Stosowanie takiego właśnie polihaimonicznego modelu jest więc konieczne zawsze 

wtedy, gdy w maszynie występują pasożytnicze momenty synchroniczne o znaczących 
am plitu d a ch  Stwierdzić to można przez pomiarowe wyznaczenie charakterystyki 

mechanicznej silnika (metodą statyczną lub dynamiczną) bądź też - przeprowadzając 

obliczenia amplitud momentów wg przedstawionych wzorów [19].

Konieczne jest tu jednak zwrócenie uwagi na to, że przy obliczeniowym 

wyznaczaniu amplitud momentów synchronicznych - ze względu na nieuwzględnienie 

prądów poprzecznych pomiędzy prętami klatki wirnika - nie powinno przeprowadzać 

się obliczeń dla rzeczywistych wartości skosu żłobków wirnika. Zaleca się, aby 

wstępne szacunkowe obliczenia przeprowadzić przy założeniu, że współczynnik skosu 

jest równy jedności, co daje wyniki bardziej zbliżone do wyników pomiarów, niż 

obliczenia przeprowadzone dla skosu rzeczywistego. Można to uzasadnić fizykalnie 

w ten sposób, że nieuwzględnienie prądów poprzecznych pomiędzy prętami 

w znacznym stopniu niweluje działanie skosu, w wyniku czego wartości amplitud 

momentów synchronicznych nie zostają zredukowane do zera, ale do wartości 

odpowiadającej pewnej "zastępczej wartości skosu", będącej częścią skosu 

rzeczywistego. Przyjęcie w obliczeniach szacunkowych wartości skosu równej jeden 

(wirnik nieukosowany) prowadzi, co prawda, do zawyżenia wyników, jest to jednak 

korzystne z tego względu, że rozważany model nie uwzględnia również efektów 

użlobkowania szczeliny powietrznej i związanych z tym tzw. pasożytniczych 

momentów reluktancyjnych. W wartości współczynnika skosu równej 1, przyjmowanej 

w odniesieniu do modelu uwzględniającego wyłącznie harmoniczne przestrzenne 

przepływu uzwojeń, mieści się więc poprawka - uwzględniająca chociaż 

w przybliżeniu - wpływ użłobkowania (poprzez powiększenie wartości amplitud 

pasożytniczych mometów synchronicznych). Jak wykazują badania, obliczenia 

dokonane przy wykorzystaniu modelu uwzględniającego wyższe harmoniczne 

przestrzenne przepływu, a pomijającego prądy poprzeczne pomiędzy prętami - dają
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w wielu przypadkach przy założeniu wartości współczynnika skosu równej 1 wyniki 

wyższe, ale zbliżone do wyników pomiarów.

3.6.0 MOŻLIWOŚCI STOSOWANIA 

MODELI MIN1MALNOHARMONICZNY CH

Analizując wypadkowe charakterystyki mechaniczne uwzględniające pasożytnicze 

momenty synchroniczne łatwo zauważyć, że w indukcyjnych silnikach klatkowych 

występuje zazwyczaj tylko jeden dominujący pasożytniczy moment synchroniczny, 

a pozostałe powstające w nim pasożytnicze momenty synchroniczne są z reguły 

mniejsze o co najmniej jeden rząd wielkości. Jeśli pasożytniczy moment synchroniczny 

pojawia się w zakresie pracy silnikowej bądź hamulcowej, to dominujący udział 

w powstawaniu tego momentu ma zazwyczaj tylko jedna para harmonicznych 

przestrzennych, a składowe związane z innymi parami harmonicznych przestrzennych 

są zdecydowanie mniejsze. Wyjątek stanowi przypadek, gdy pasożytniczy moment 

synchroniczny powstaje w maszynie przy zatrzymanym wirniku, albowiem wówczas 

uczestniczące w jego generowaniu pary harmonicznych przestrzennych 

(najczęściej 23, lub 4 pary) charakteryzują się zbliżonym udziałem. Te właśnie, 

wymienione wyżej, spostrzeżenia są przyczyną, dla której - przy formułowaniu 

dynamicznych modeli maszyn indukcyjnych - jest możliwe znaczne ograniczenie 

liczby uwzględnianych harmonicznych przestrzennych, a w wyniku tego - daleko idące 

uproszczenie struktury matematycznej modelu, bez znaczącego uszczerbku dla 

dokładności obliczeń i przy zachowaniu wszystkich wymienionych w poprzednim 

podrozdziale charakterystycznych cech modelu poliharmonicznego.

Model taki - zredukowany do kilku, a nawet do 2 harmonicznych - dostarcza 

dostatecznie dokładnych informacji o możliwych maksymalnych udarach momentu 

elektromagnetycznego, o amplitudach i pulsacjach pasożytniczych momentów 

przemiennych i o własnościach pasożytniczego momentu synchronicznego - i może 
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być z powodzeniem zastosowany w badaniach układów zawierających indukcyjne 

silniki klatkowe. Jest on przy tym - z matematycznego punktu widzenia - niewiele 

bardziej skomlikowany, niż powszechnie stosowany w teorii napędu - model 

monoharmoniczny.

Przeanalizujmy powyższy wniosek na przykładzie wcześniej badanego silnika, 

którego równania zostały podane w podrozdz. 3.2, zaś dane dotyczące pasożytniczych 

momentów synchronicznych - zestawione w tabl.3.1. Rozważmy wpływ ograniczania 

liczby uwzględnianych harmonicznych przestrzennych, związany z ograniczaniem 

liczby współrzędnych wirnika - na przykładzie krzywych rozruchu (charakterystyk 

czasowych momentu elektromagnetycznego). Rozwiązanie dla modelu 

monoharmonicznego (LWR=2) zostało uwidocznione na rys. 3.15, zaś dla modelu 

poliharmonicznego przy uwzględnieniu najistotniejszych harmonicznych 

przestrzennych (v=3,15,21,51,69,87,111,129, LWR=6) - na rys. 3.6a. Rozwiązania dla 

kolejnych pośrednich przypadków są przedstawione na rys. 3.29a*h.

Prezentowane wyniki obliczeń symulacyjnych odnoszą się do ciągu modeli 

poliharmonicznych zestawionych w tabl. 3.5.
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g) v=3,15,51,69,129 - model 8 h) v=3,21,69,87,111,129 - model 9

Rys. 3.29. Charakterystyki rozruchowe dla modeli poliharmonicznych 
uwzględniających harmoniczne przestrzenne 

Fig. 3.29. Starting characteristic for poliharmonic models taking into account 
different higher space harmonics

W ostatniej kolumnie tabl.35 zamieszczono wartość szczytową momentu 

elektromagnetycznego, wyznaczoną na podstawie poszczególnych modeli (przy 

założeniu tego samego kąta początkowego położenia wirnika). Model oznaczany 

numerem 1, jest modelem monoharmonicznym. Na ciąg modeli poliharmonicznych, 

uwzględniających w coraz to dokładniejszy sposób powstawanie pasożytniczego 

momentu synchronicznego w zakresie pracy hamulcowej przy prędkości 

2(0f 2ms = — —r-, składają się modele o numerach porządkowych: 23 i 4.66
Zasadnicze znaczenie dla przebiegu rozruchu ma uwzględnienie - oprócz 

harmonicznej głównej 3 - harmonicznej przestrzennej o rzędzie 69 (model 2). 

Uwzględnienie kolejnych harmonicznych przestrzennych: 15,51,21 i 87,

uczestniczących w powstawaniu momentu synchronicznego w zakresie pracy
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hamulcowej (modele 3 i 4) wpływa już tylko nieznacznie na charakter stanów 

dynamicznych i wartość szczytową momentu rozruchowego.

Tablica 3.5

Zestawienie różnych modeli poliharmonicznych maszyny

Lp. LWR
Współrzędne

wirnika
Uwzględnione
harmoniczne

Wartość szczytowa 
momenu rozruchowego 

rNml
1. 2 ct3p 3 3 78.1

2. 2 cc3 p 3 3,69 123.5

3. 4 cc3p 3

°  15 P15

3,69

15,51

126.8

4. 6

a 3P3 

°  12 P12

a 15 PlS

3,69

21,87

15,51

127.4

5. 2 a 3 P3 3,129 78.8

6. 4 a 3P3 

CC 12 P12

3,129

21,111

79.6

7. 2 a 3p 3 3,69,129 122.8

8. 4 a 3p 3

a 15 P15

3,69,129

15,51

126.1

9. 4

a 3 P3 

a 12 P¡2 

a 15 Pis

3,69,129

21,87,111

15,51

122.9

Modele o numerach 5 i 6, to modele poliharmoniczne uwzględniające harmoniczne 

przestrzenne: 129,21 i 111 odpowiedzialne za powstawanie pasożytniczego momentu
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2co
synchronicznego w zakresie pracy silnikowej przy Qms = ~jj2  • Harmoniczne te

w nieznaczny sposób wpływają na zachowanie się maszyny, ale przy uważnej analizie 

krzywych z rys. 3.29d,e można zauważyć ich oddziaływanie na przebieg rozruchu.

Modele poliharmoniczne o numerach 7,8 i 9, to "modele mieszane", uwzględniające 

wyższe harmoniczne przestrzenne odpowiedzialne za powstawanie momentów 

synchronicznych zarówno w zakresie pracy hamulcowej, jak i w zakresie pracy 

silnikowej, o liczbie współrzędnych wirnika odpowiednio równej dwa (model 7), 

cztery (model 8) i sześć (model 9).

Porównując przebiegi otrzymywane przy wykorzystaniu różnych modeli 

poliharmonicznych (rys.3.6a i rys. 3.29an-h) oraz wyników z tabl. 3.5, można 

wyciągnąć wniosek, że wszystkie specyficzne cechy zachowania się silnika związane 

z dominującym pasożytniczym momentem synchronicznym występującym w zakresie 

pracy hamulcowej wystarczająco dokładnie odwzorowuje 2-harmoniczny model 

o numerze 2, uwzględniający harmoniczną przestrzenną główną 3 i harmoniczną 

żłobkową o rzędzie 69. Proponuje się, aby taki uproszczony model określać mianem 

m o d e l u  m i n i m a i n n h a r m o n i c z n e g n .  W odniesieniu na przykład do wartości szczytowej 

momentu elektromagnetycznego błąd modelu minimalnoharmonicznego w stosunku do 

"pełnego" 8-harmonicznego modelu o numerze porządkowym 9 wynosi zaledwie 0.4%.

Samo "przechodzenie" przez prędkość synchroniczną wygląda, oczywiście, 

odmiennie dla każdego modelu z tabl. 3.5, co nie ma jednak w ogólnym przypadku 

większego znaczenia, bo przy odpowiedniej zmianie kąta początkowego położenia 

wirnika można uzyskać dla każdego z modeli praktycznie ten sam charakter przebiegu.

Jeśli ze względu na charakter rozpatrywanego zjawiska konieczne staje się 

uwzględnienie (pomimo nieznacznej amplitudy) pasożytniczego momentu 

synchronicznego powstającego w zakresie pracy silnikowej, to do modelu 

2-harmonicznego należy dołączyć harmoniczną o rzędzie 129, przekształcając go w 

model 3-harmoniczny (v=3,69,129), przy nie zmienionej liczbie współrzędnych
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wirnika2 (LWR=2). Należy podkreślić, że wówczas powstają już w nim składowe 

przemienne momentu elektromagnetycznego o takich samych pulsacjach, co 

w "pełnym 8-harmonicznym modelu" o numerze porządkowym 9 (L WR=6).
Wypełnienia macierzy indukcyjności wimik-stojan mają dla modelu 

2-harmonicznego i 3-harmonicznego odpowiednio budowę:

a więc - znacznie prostszą od postaci (3.17). Powyższym postaciom wypełnień 

odpowiadają równania różniczkowe znacznie prostsze od układu równań (3.18-5-3.21) 

i niewiele bardziej złożone od układu równań dla modelu monoharmonicznego.

Przykładowo 2-harmoniczny model maszyny indukcyjnej można zastosować do 

symulacji komputerowej zjawiska rezonansu mechanicznego, często obserwowanego 

przy zdejmowaniu charakterystyki mechanicznej silnika metodą dynamiczną 

z wykorzystaniem tensometrów umieszczonych na wale skrętnym (charakteryzującym 

się dużą sprężystością i niewielkim tłumieniem). Jeśli w badanym silniku występuje 

pasożytniczy moment synchroniczny przy prędkości £ims, to w trakcie rozruchu z

nawrotu (przy zmianie prędkości od ujemnej wartości £2(0)  do prędkości ustalonej), 

powstają w silniku momenty przemienne o pulsacji zmieniającej się wraz z prędkością 

wirnika (wzór (2.17)). Jeśli pasożytniczy moment synchroniczny powstaje w zakresie 

pracy hamulcowej (przypadek najczęściej spotykany w praktyce), to wykres pulsacji 

ma postać, jak na rys. 330.
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(Dp

'na

p

Rys. 3.30.Wykres pulsacji momentu pasożytniczego przemiennego w funkcji prędkości 
obrotowej

Fig. 330. Angular frequency v. speed curve for pulsating parasitic torque

Dla układu mechanicznego składającego się z silnika o momencie bezwładności J  1, 

walka skrętnego o sztywności k w i współczynniku tłumienia cw oraz urządzenia 

obciążającego o momencie bezwładności J2 , równania układu mechanicznego mają 

postać:

natomiast pulsacja rezonansowa cof  pomiarowego układu mechaniczego wynosi:

i97, 3 2 - kąty położenia wirnika oraz urządzenia napędzanego.

Podczas rozruchu z nawrotu może wówczas dwukrotnie dojść do zjawiska 

rezonansu mechanicznego przy prędkościach:

/ /  = Te -  $ 2) -  ° A n ml- n m2) (3.68)

(3.69)

gdzie:
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^ m f l  ^ m s  f
oraz & m f 2  ~ & m s  + 0 } f

Zjawisko to rozważono przyjmując do symulacji komputerowej 2-harmoniczny 

model silnika indukcyjnego o macierzy wypełnienia wimik-stojan (3.66).

Pulsacja powstającego momentu przemiennego jest opisana relacją:

2k \co„=— \i2m~i2a
p

=  66 2  co o 
66

(3.70)

i jest przedstawiona na rys. 3.31.

-40 -20 0 20 40 60 80 100
Q M4 1  ni l s J

Rys. 331. Wykres pulsacji momentu przemiennego T e ( 3 , 6 9 )  (model 1
w funkcji prędkości obrotowej 

Fig. 331. Angular frequency v. Speed curve for pulsating torque Te(3,6i
(model 2)

W wyniku symulacji komputerowej uzyskano przebiegi czasowe momentu 

elektromagnetycznego i prędkości kątowej przedstawione na rys. 3.32 oraz wykres kąta 

skręcenia walu skrętnego (rys. 333), na którym widoczne jest zjawisko rezonansu 

mechanicznego przy dwóch prędkościach obrotowych.
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0.200 0.100 0.000/ 0.800 1.000 1.200 1.100 1.600 1.800 2.000

i Cs)

Rys. 3.32. Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego i prędkości obrotowej 
Fig. 3.32. Electromagnetic torque v. Speed time and angular speed v. Time curves
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Rozważony przykład oraz tabl.3.5 potwierdzają sformułowane na początku 

rozdziału stwierdzenie, że do przeprowadzenia komputerowej analizy dynamiki 

maszyny z uwzględnieniem wyższych harmonicznych przestrzennych wystarcza 

w wielu praktycznych przypadkach model minimalnoharmoniczny (nawet 

2-harmoniczny. W rozważanym w tym rozdziale przykładzie jest to model 

minimalnoharmoniczny posiadający w tabl. 3.5 numer 2.
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MODELOWANIE 3-FAZOWYCH MASZYN INDUKCYJNYCH 
PRZY UWZGLĘDNIENIU WYŻSZYCH HARMONICZNYCH 
PRZESTRZENNYCH PRZEPŁYWU

STRESZCZENIE

W rozdz.l przedstawiono model matematyczny indukcyjnej maszyny klatkowej przy 
uwzględnieniu wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu uzwojeń stojana 
i wirnika (model poliharmoniczny) we współrzędnych fazowych, a następnie - we 
współrzędnych ap. Omówiono graficzną reprezentację poliharmonicznego modelu ap 
w postaci tzw. schematów rozkładu maszyny indukcyjnej na maszyny elementarne oraz 
przedstawiono tok postępowania umożliwiający sformułowanie układu równań 
różniczkowych we współrzędnych ap na podstawie mnemotechnicznie narysowanego 
schematu rozkładu. Wprowadzono pojęcie wypełnienia macierzy indukcyjności wimik- 
stojan charakteryzującego w zwięzły sposób ogólną budowę układu równań różniczkowych 
i stanowiącego formę uproszczonego i symbolicznego zapisu równań, a następnie 
przedstawiono, bazując na schematach rozkładu i wypełnieniach macierzy, problem redukcji 
liczby współrzędnych i współczynników matematycznego modelu poliharmonicznego.

W rozdz.2 omówiono zagadnienie powstawania w maszynie indukcyjnej pasożytniczych 
momentów elektromagnetycznych, przemiennych, synchronicznych i asynchronicznych oraz 
scharakteryzowano podstawowe własności tych momentów. Opisano tzw. tory generowania 
momentów pasożytniczych umożliwiające wyodrębnianie i określanie własności różnych 
składowych momentów elektromagnetycznych oraz wyszukiwanie dominujących 
składowych momentów pasożytniczych bez rozwiązywania równań różniczkowych. 
Wskazano na istotne znaczenie takiej jakościowej analizy równań różniczkowych, 
pozwalającej z jednej strony na formułowanie modeli poliharmonicznych o z góry zadanych 
własnościach, z drugiej zaś strony - na daleko idące uproszczenie budowy modeli 
poliharmonicznych, poprzez uwzględnienie w nich tylko tych równań i współrzędnych, 
które są związane z dominującymi składowymi momentów.

Rozdz.3 poświęcono komputerowej symulacji dynamiki maszyn indukcyjnych. Opierając 
się na wypełnieniach macierzy wimik-stojan, dokonano ogólnej klasyfikacji modeli 
poliharmonicznych. Omówiono procedury formułowania modeli poliharmonicznych 
o minimalnej liczbie równań i współczynników oraz opisano eksperymenty numeryczne 
sprawdzające poprawność opracowanych programów komputerowych. Przeanalizowano 
charakterystyczne własności dynamiczne maszyn, wynikające z uwzględnienia 
poliharmoniczności przepływu magnetycznego uzwojeń i wskazano na istotne różnice 
w dynamicznym zachowaniu się maszyn opisywanych modelami monoharmonicznymi oraz 
modelami poliharmonicznymi. Uzasadniono możliwość stosowania w analizie układów 
poliharmonicznych modeli minimalnoharmonicznych, uwzględniających wyłącznie 2 lub 3 
poprawnie wybrane harmoniczne przestrzenne.
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MODELLING OF 3-PHASE INDUCTION MACHINE 
INCLUDING HIGHER MFF SPACE HARMONICS.

ABSTRACT

In chapter 1 a mathematical model of a squirrel-cage machine including higher MFF 
stator and rotor space harmonics (poliharmonic model) is presented in phase 
coordinates, and - in ap coordinates. Graphical representation of aP poliharmonic model 
in the form of the so-called diagram of decomposition of induction motor into 
elementary machines is described as well as procedure enabling to formulate system of 
differential equations on the basis of mnemotechnically-drawn diagram of 
decomposition is presented.

Furthermore, the idea of fitting of rotor-stator inductance matrix is defined which is 
well helpfull in the description of the general form of differential equation system. The 
fittings can be counted as simplified and symbolic notation of the differential equations. 
With the help of diagram of decomposition and fittings of rotor-stator inductance matrix, 
the problem of reducing number of coordinates and coefficients of poliharmonic model 
is discussed.

In chapter 2 problem of generating parasitic electromagnetic torques in induction 
motor: pulsating, synchronous and asynchronous is considered and basic properties of 
these torques are described. Then, the so-called paths of generating parasitic torques 
allowing to select and to determine properties of different electromagnetic torque 
components without solving differential equations - are presented. It has been stressed 
that such a qualitative analysis of differential equations is very useful because enables us 
to formulate poliharmonic model having properties given in advance and on the other 
hand allows to simplify the form of poliharmonic model by taking into account only 
equations and coefficients related to predominant torque compoments.

Chapter 3 is devoted to computer simulation of induction motor dynamics. Basing on 
fittings of rotor-stator inductance matrix, a general classification of poliharmonic model 
is proposed. The procedure of formulating poliharmonic model including minimal 
number of equations and coefficients is presented as well as numerical experiments for 
testing created computer programms are described. Individual dynamic properties of a 
machine resulting from poliharmonic character magnetomotive forces of windings are 
analysed and the fundamental differences by monoharmonic model and by poliharmonic 
model are listed. Possibilities of applying minimal harmonic model taking into account 
only 2 or 3 correctly chosen space harmonics are considered.
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M oAeAupoBaHue Tpexoa3H bix acuHxpoHHbix mblumh 
C yM0TOM BblCLUMX npOCTpaHCTB6HHblX rapMOHMK 
MarHWTOABM^Kymefi c h a u

n e 3 K 5 M e

B ta .  1 npeA C TaB A eH a MaTGMaTHHGCKan MOAGAb K0p0TK03aM KH yT0H  
acuhxpoHHOM  MaujMHu yMWTMBaiomafl b u c w h g  npocrpaH C TB G H H ue rapMOHMKn 
MarHWTOABkUKymeM c h a u  o B m o to k  c ia T o p a  h  p o T o p a  (noAnrapM O H UM ecKaa 

MOAGAb) B CHCT6M0 <t>a30BUX KOOpAHHaT, 33T6M -  B CHCTGMG KOOpAMHaT a ß .
06cy> K A aeTC H  rp a o im e c K o e  npeAC TaBAeHne noAnrapMOHUMGCKOki a ß  m o a g a h  b 
BHA6 T. H. CXeM p33A0>KeHHfl aCMHXpOHHOH MaLUUHbJ, a  T3K2K6 npeAC TaBAeH
XOA AGMCTBHH BGAyUiHpl K OOpMyAMpOBKe CMCTeMbl AHOOepeHUHaAbHblX ypaBHeHMM 

B CHCTGMG KOOpAMHaT a ß  Ha OCHOBG MHeMOTGXHHMeCKH HapHCOBaHHOM CXeMbl 
pa3A02KeHHfi. B ß e A e H o  noHHTne 3anoAH eH na M a ip n u t j h h a v k th b h o c tg h  p o T o p -
C TaTop, KO Topoe x a p a K T e p n 3 y e T  o ö m y io  c rrp yK T yp y  c h c tg m u  Ana>o>epeHunaAbHbix 
ypaB H eH ufi h  h b a h g tc h  ctopMOH ynpomeHHOM u  ch m öo a h hh o h  3 a n n c n  ypaBHG HHii. 
3 a ie M  Ha o c h o b g  cxeM  pa3A02KGHHM m 3anoAHeHHH M a T p n u u , npeA C TaB A ena  
npoöA eM a p eA yun p oB aH H H  HHCAa cocTaB A R tom nx u  k o s o x c h u h g h to b  MaTeMaTHHecKoH 
nOAMrapMOHHMeCKOH m o a g a h .

B ta .  2 o 6cy> K A eH  s o n p o c  b o 3 h h k h o b g h h h  b acHHxpoHHOH MauiHHe 
napa3HTHblX 3AeKTpOMarHHTHblX MOMeHTOB -  nepeMeHHbIX, CHHXpOHHbIX H  

acHH xpoHH bix, a  T a iu K e  cxa pa K T ep n 3 0B a H b i o c x o b h u g  CBOficTBa s t h x  m o m gh to b . 
O nHcaHbi t .  H. LieriH reH epnpoB aH H H  napa3H TH U x m o m gh to b , K O T op u e  a g a g io t  
B03M02KHUM BUA6A6HHG H OnpeAGAGHHG CBOMCTB paSHblX COCT3BARIOIUHX 
SAGKTpOMaTHHTHUX MOMGHTOB, a  T3K2KG OTblCKHBaHHG AOMHHHpytOLUHX
cocTaBAR to iuH x napa3H TH b ix m o m g h to b  6 g 3  pg ujg hhr  A n ® o e pe H u na A b H b tx  ypaBHG HHii. 
yKa3blBaGTCB Ha CymGCTBGHHOG 3H3HGHHG TaKOTO KaMGCTBGHHOTO 8HaAH3a
AHOcCepeHUHaAbHbIX ypaBHGHHH, KOTOpbIM n03B0AH6T C OAHOH CTOpOHU Ha 
aopM yAH pO BKy nOAHrâpMOHHHGCKOM MOAGAH O 3apaH 6G  OnpGAGAGHHbIX CBOHCTB3X,
c A p y r o i i  cTopoH b i -  Ha a b a g k o  H A ym ne ynpom eH H H  C T p yK T yp tj 
nOAHrapMOHHHGCKHX MOAGAGH, MGP63 yHÖT B HHX TOAbKO 3THX ypaBHGHHH H
COCTaBAHIOmHX, KOTOpbIG CBfl33Hbi C AOMHHHpyiOWHMH COCTÜBAHH3LUHMH MOMGHTOB.

r  AaBa 3 nOCBHIAGHa HHCAeHHOMy MOAGAHpOB3HHK3 AHH3MHKH aCHHXpOHHUX 
M3UJMH. H a  o cho bg  3anoAH6HMB M3Tpnubi poTop-CTaTop, coBGpujeHa o 6 m a n  
KAaCCHO>HKaUHR nOAHrapMOHHHGCKHX m oagagh. O f ic y n  AGHU npOUGAypbl
O O pM yAH pO B KH  nOAHrapMOHHHGCKHX MOAGAGH C MHHHMaAbHbIM HHCAOM ypaBHGHHH H

KO30>a>HUHGHTOB, a  T3K>K6 OnHCaHbl HHCA6HHU6 SKCTiepHMGHTU npOBGpaiOlMHG 
KOppGKTHOCTb pa3pa50TaH H b(X  KOMnblOTepHbJX npOrpaMM. rip0aHaAH3Hp0BaHbJ  
XapaKTGpHbie AHHaMHHGCKHG CBOHCTB3 M3UJHH, BUTGKaiOUtHG H3 yHGTâ
nOAHrapMOHHHHOCTH MaTHHTOABH2KyiUeH CHAU OGMOTOK H yK a3aH U  CyWGCTBGHHUG 
P33AHHHR B AMH3MHH6CK0M nOBGAGHHH MaUlHH OnHCaHHUX MOHOrapMOHHHGCKHMH H 
nOAHrapMOHHMeCKHMH MOAGAaMH. A 0 K a 3 a n a  B03M0>KH0CTb npHMGHGHHH B 3H3AH3G  
MHHHMaAbHOrapMOHHHeCKHX CHCTGM ynpOlHGHHUX MOAGAGH, yHHTUBaiOlHHX
HCKAlOHHTGAbHO 2  HAH 3  npaBHAbHO H30paHHUG npOCTp3HCTB6HHU6 TapMOHHKH.
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B I B L I O T E K A  G Ł O W N A
P o l i t a c h n l l c i
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Zamierzeniem monografii je s t przybliżenie zagadnień 
modelowania maszyn indukcyjnych (z uwzględnieniem  
wyższych harmonicznych przestrzennych przepływu 
uzwojeń) badaczom, projektantom oraz użytkownikom  
maszyn elektrycznych oraz układów napędowych.
Praca zapoznaje w sposób usystematyzowany z zagad
nieniami dotyczącymi struktury matematycznej modeli 
poliharmonicznych, analizą jakościową równań 
różniczkowych oraz upraszczaniem ich postaci przez 
redukcję liczby współrzędnych i współczynników, kon
cepcją wypełnień macierzy i wynikającymi z niej 
mnemotechnicznymi procedurami formułowania ukła
dów równań, techniką opracowywania programów kom
puterowych, sprawdzania ich poprawności oraz strategią 
użytkowania. Analizuje i systematyzuje własności dyna
miczne maszyn, wynikające z  poliharmoniczności prze
pływu uzwojeń i podaje przykłady praktycznych 
zastosowań modeli.


