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PRZEDMOWA

Zagadnienie definiowania rozmaitych mocy siega poczatkéw teorii elektrotechniki.
Najbardziej podstawowymi sg moc chwilowa oraz moc czynna. Potrzeba ich wprowadzenia
jest niewatpliwa i od nich tez rozpoczniemy nasz wyktad. Nastepnie pojawity sie zagadnienia
strat wystepujagcych podczas przesylu energii do odbiornikdw oraz jakosci tej energii.
W najprostszej wersji problem polega na zminimalizowaniu tych strat przy zadanej mocy
czynnej, jaka pobiera odbiornik. Oczywiscie, sformutowanie to wymaga uscislenia ze wzgledu
na rodzaj przebiegéw napiec i pradéw na zaciskach odbiornika oraz liczbe tych zaciskéw. Jest
rzecza zastanawiajaca, jak wiele czasu potrzeba byto, by sformutowanie to przetozy¢ z jezyka
naturalnego najezyk matematyki! Sukcesy zwigzane z zastosowaniem poje¢ mocy chwilowej
i czynnej skierowatly uwage wiekszosci elektrykéw na trop poszukiwania jakiej$ w miare
uniwersalnej mocy odpowiedzialnej za minimalizacje strat i by¢ moze jeszcze pare innych
rzeczy. Po trosze wokdt tego tematu potoczy sie dalszy cigg wyktadu. Bedzie on kierowat
uwage Czytelnika na matematyczng formalizacje pojawiajacych sie probleméw
elektrotechniki. Wychodzimy z zatozenia, ze matematyka jest jezykiem, ktorym postugujg sie
elektrycy i szerzej - fizycy. Historia zwigzana z definiowaniem rozmaitych mocy
i zagadnieniami optymalizacyjnymi jest w pewnym sensie dowodem na to, ze tak nalezy
czyni¢. Natomiast rozwigzania postawionych probleméw optymalizacyjnych pojawiag sie
sporadycznie i tylko woéwczas, gdy bedg one proste. Wigza sie one z rozwigzywaniem réwnan
(na ogdl nieliniowych), ktérych argumenty przebiegajg pewne przestrzenie Hilberta. Jest to
zagadnienie trudne i powiktane rachunki czesto zaciemniaja prostote postawionego zadania.
W tym momencie ode$lemy Czytelnika do prac habilitacyjnych J. Walczaka [25] i M. Paski
[21], gdzie rozwigzywane sg takie przyktady i podana jest dalsza bogata literatura przedmiotu.
Podstawowym problemem, jaki si¢ w takim momencie pojawia, bytoby podanie "'rozsgdnych™
warunkow wystarczajgcych na to, by poszukiwane minimum (minima) istniato. Trudnosci jest
tu wiele, a gtéwne biorg sie stad, ze nie dysponujemy porzadng klasyfikacjg operatoréw
nieliniowych dziatajacych w réznych przestrzeniach Banacha i Hilberta (a opisujgcych
elementy rozpatrywanych sieci), ani tez jakosciowg teorig wspomnianych réwnan.

Wyklad mozna prowadzi¢ zaréwno w jezyku obwodowym, jak i polowym (probka tego
drugiego jest przedstawiona w pracy [3]). Tu ograniczymy sie tylko do spraw obwodowych

i sygnatow deterministycznych (o ile mi wiadomo, zagadnienia przedstawione w pracy nie



byty formutowane dla sygnatéw stochastycznych). Zakres matematyki potrzebnej do
zrozumienia pracy w zasadzie ogranicza sie do elementoéw teorii przestrzeni Banacha
i Hilberta - jednakze wraz z rachunkiem rézniczkowym uprawianym w tych przestrzeniach.
Jest ciekawe, ze pojawiajg sie tu problemy teorii obiektow geometrycznych wystepujacych na
nieskonczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta. O tych sprawach, nalezacych do
geometrii rézniczkowej, jedynie wspomnimy. Nie mniej ciekawe jest, ze optymalizacja
rozumiana jako minimalizacja strat lub minimalizacja odstepstwa napiecia na odbiorniku od
pozadanego wzorca stanowi fragment znacznie szerszej rodziny zagadnien optymalizacyjnych
zwigzanych z syntezg uktadéw zaréwno liniowych, jak i nieliniowych. Wystarczy wyobrazi¢
sobie, ze okre$lamy odstepstwo w sensie normy lub og6lniej metryki pomiedzy funkcjami
przejscia (elementéw liniowych), czy tez operatorami (elementdw nieliniowych) dziatajgcymi
w pewnych przestrzeniach Banacha lub Hilberta sygnatéw wejsciowych i wyjsciowych. Jeden
operator zadany jest poprzez postawienie samego zadania syntezy - tzn. chcemy go
przynajmniej w przyblizeniu osiagna¢; drugi przyblizajacy go, realizowany jest poprzez dobor
pewnych parametréw przebiegajacych np. przestrzen R lub 12. Zagadnienie optymalizacji
polega na zminimalizowaniu tego odstepstwa w funkcji ww. parametrow, by¢é moze
krepowanych pewnymi dodatkowymi warunkami. Aby rozumowanie to funkcjonowato
poprawnie, trzeba, by przestrzeh operatoréw (rozumianajako pewna przestrzen topologiczna)
byla przynajmniej metryzowalna. Jeszcze bardziej frapujace jest, jak poradzi¢ sobie z tak
rozumiang optymalizacyjng synteza gdy przestrzen ta nie jest metryzowalna. Lecz
w niniejszej pracy synteza zajmowac si¢ nie bedziemy, jakkolwiek pewne zagadnienia syntezy
pojawig sie w niej.

Zrodia omawianych zagadnieri mieszcza sie, przynajmniej czesciowo, w elektroenerge-
tyce. Jednakze spoglagdamy na nie z punktu widzenia teorii elektrotechniki i zastosowan
analizy funkcjonalnej.

Praca przedstawiona Czytelnikowi powstata na podstawie mojego rekopisu ukonczonego
w 1991 r. i stuzacego (w kopiach kserograficznych) studentom za pomoc dydaktyczng
w zgtebianiu wybranych dziatow teorii elektrotechniki. Z kolei rekopis ten poprzedzita
wspotpraca z dr hab. J. Walczakiem, dr hab. M. Pasko i dr M. Bortliczkowa w ramach pracy
zleconej poswieconej czeSciowo opisywanym zagadnieniom optymalizacji. Wykaz literatury

zawiera wylgcznie pozycje cytowane w tekscie.

Gliwice, 1995 r.



1. MOC CHWILOWA. ZASADA ZACHOWANIA

Jedng z podstawowych wielkoSci natury energetycznej wprowadzanych w teorii
obwodoéw jest moc chwilowa. Jesli mamy element dwuzaciskowy (rys. 1) o napieciu

opisanym funkcjg u:R—-Ri pradzie i:R—R

Rys.l. Element dwuzaciskowy
Fig.l. A two-terminal element
to przypisujemy mu moc chwilowg
p=ui. (€
Kojarzy sie ona z energig W(t,to) pobrang przez ten element w pewnym przedziale czasu np.

<to;t>
W(t,t0)=  Ju(T)*3.(T)dT= Ip(x)dt,(i(x) =~ (T] > )

jesli tylko funkcja p jest lokalnie catkowalna na kazdym przedziale domknietym [23, s. 399,
404]. Roézniczkujagc wzor (2) (funkcja W(-,to) jest bezwzglednie ciggta i rdézniczkowalna

prawie wszedzie), mamy w punktach ciggtosci funkcji p:
p(t) = » é{ (t). (W(.0)(t) = W(t,0)), (©)

czyli mozemy interpretowa¢ moc chwilowgjako szybkos¢ pobierania energii przez odbiornik.
Moc chwilowa jest wielko$cig zachowawcza. Dedukujemy to prosto z obu praw
Kirchhoffa (por.[10, s. 42]). Zapiszmy mianowicie Il prawo Kirchhoffa z uzyciem macierzy
oczkowej tIJ: [tl)KI
bekUg = 0, 4)
gdzie wskaznik geG numeruje gatezie sieci i jest we wzorze (4) wskaznikiem sumacyjnym
(przyjmujemy tu umowe sumacyjng dla wskaznikéw powtarzajacych sie w iloczynie),

a wskaznik keK - oczka niezalezne. Znak t przy macierzy b oznacza jej transpozycje.



. 10.

Przemn6zmy réwnanie (4) przez funkcje I* (prad k-go oczka) sumujac podtug wskaznika k.
Mamy woéwczas:
b*Ifu ,=a (5)

Lecz prady gateziowe powigzane sg z Oczkowymi wzorem (I prawo Kirchhoffa w postaci

parametrycznej)

>=V k. N
wiec

ug8="0, U]
czyli

| p 8=0. (8)

g€6

Wzér (8) stanowi, oczywiscie, poszukiwang zasade zachowania mocy chwilowej. Mowimy
0 zasadzie zachowania, poniewaz moc tajest wielkoscig addytywna i suma mocy chwilowych
przypisywanych poszczegdlnym gateziom jest dla kazdego momentu czasu wielkos$cig statg
(tu réwna zeru). Takg posta¢ maja zasady zachowania mechaniki. Addytywno$¢ jest bardzo
wygodna, poniewaz pozwala bilansowa¢ moce chwilowe poszczeg6lnych elementéw.
Na przyktad gdyby podzieli¢ elementy na wydajniki (napiecie orientuje gatgz zgodnie z

pradem) i odbiorniki (przeciwnie, tzn. jak na rys. 1), to ze wzoru (8) otrzymujemy:

I P«=SPi> (9>

9eGw 9eG,,
gdzie zbiory Gw , GO sg zbiorami wskaZnikéw oznaczajgcych odpowiednio wydajniki
lodbiorniki.

Moc chwilowa posiada swdéj pierwowzor potowy (pole wektoréw Poyntinga), ktdry
informuje nie tylko o szybkosci pobierania energii przez odbiornik, ale réwniez o tym, ile
energii w jednostce czasu przeptywa przez element powierzchni ograniczajgcej odbiornik.
Tym ujeciem polowym, jak i zasadami zachowania, ktore mu towarzysza, nie bedziemy sie

jednak w niniejszej pracy zajmowaé, odsytajgc Czytelnika do prac polowych np.[l 1].



2. MOC CZYNNA. POTRZEBA JEJ WPROWADZENIA

Po lekturze punktu 1 spostrzegamy, ze moc chwilowa daje nam petne informacje
(przynajmniej na gruncie statych skupionych) o wymianie energii pomiedzy elementami sieci.
Powstaje wobec tego pytanie: czym zajmuje sie teoria mocy i po co jg uprawia¢? W sporej
mierze odpowiedz na to pytanie polega na tym, ze nie tylko brak informacji o rozpatrywanym
obiekcie uniemozliwia stworzenie rozsadnej jego teorii - czasem jej nadmiar potrafi tez byc
szkodliwy.

Zilustrujemy to prostym przyktadem. Przypus¢my, ze mamy pewien element, przez ktory
przeptywa prad elektryczny i wydziela sie w nim ciepto. Element ten pod wzgledem
termicznym traktujemy jako stalg skupiong (nie interesujemy sie przestrzennym rozktadem
jego temperatury). Sporzadzamy bilans ciepta umozliwiajagcy nam wyznaczenie temperatury
elementu (w funkcji czasu). W bilansie tym bierze udziat ciepto wydzielane podczas
przeptywu pradu w czasie At, ciepto zakumulowane w tym czasie oraz odprowadzone na
zewnatrz na drodze przewodzenia. W znany sposéb otrzymujemy wiec réwnanie rézniczkowe
dla funkcji czasowej temperatury elementu i: R—R:

mc d(At) N + kMAT(t) = p(t) ;
dt (10)
Ax(t) =T (t)-ta,
gdzie
m - masa elementu,
¢ - jego ciepto wiasciwe,
kp- wspétczynnik przewodzenia ciepta do otoczenia,
T - temperatura otoczenia (stata).

Mozna by w tym momencie pomysle¢ np. o zaréwece, tylko wtedy nalezatoby uwzglednic¢
ciepto oddawane na drodze promieniowania, czego nie chcemy czynic¢, aby uzyska¢ réwnanie
rozniczkowe liniowe. Przypusémy w dalszym ciagu, ze prad ptynacy przez wiékno zardwki

jest odksztatcony (okresowy) i podany szeregiem trygonometrycznym

i(t)y=J0+V2_Rel|; Jhe™, co=". (11)
hi

*

(Ze wzgledu na tradycje, dla wskaznikow numerujacych harmoniczne nie przyjmujemy

umowy sumacyjnej.) Zatozymy, ze:



.12

|jh|<-r’]‘“- , JeR, aeR, a>I| dlaheN. (12)

Zatozenie to umozliwia stosowanie zasady superpozycji odnosnie do harmonicznych (bez
uzywania pojecia dystrybucji) podczas rozwigzywania réwnania rézniczkowego (10)
(por. [10, s. 92-98]). Wowczas jesli mamy do czynienia z liniowym opornikiem
0 rezystancji R, to:

P(t)=R( ¢ |J hi2+ f] |JIh|Ik|cos((h-k)coH-tph-cpk) +
h-0

Hrk (13)

+Y  h|Klcos((h+k)cot +ph+(pk)+ AV 2 j0fjhlcos(h(ot + <) ).
hyk-| b

Woprowadzajac wsp6lng numeracje w drugiej i trzeciej sumie wzoru (13) zapisujemy go:
p(t) = R(i*2+V 2Ref A ej*). (14)
-

Stosujac zasade superpozycji do réwnania (10) (tacznie z metoda symboliczng odnosnie do

funkcji temperatury i mocy chwilowej) mamy:

i?
AX0=T0-T ot= R
P
(15)
AtrMtMR A , 1>1
i
T~J
gdzie
t« = 7 £ - (16)
K p
Jesli teraz zajdzie przypadek:
No»o 1o, (17)
to mamy
|AX/|« AtO , ¢il (18)

i w pomiarze temperatury mozna uwzglednia¢ jedynie skladowg statg Ax(. Ta z kolei
okreslona jest w petni poprzez podanie wartosci skutecznej pradu i. Wowczas niepotrzebna

jest tez znajomos¢ mocy chwilowej p: R->R, a wystarczy zna¢ tylko czynng PeR



.13

, T
P=-Jp(t)dt=Rii . 19)

1o
Czyli znajomos¢ funkcji p zastapilismy o wiele ubozszg informacja, polegajaca na znajomosci
statej P. (Latwo zorientowac sieg, ze istnieje nieskonczenie wiele przebiegéw mocy chwilowej,
dla ktérych moc czynna jest taka sama.) Oczywiscie, gdyby warunek (17) nie byt spetniony,
nasze rozumowanie traci waznos¢. Istotgjego jest to, ze bezwladno$¢ termiczna, wyrazajgca
sie termiczng statg Tia, spetnia pierwszg czesé tego warunku. Czytelnik moze przenies¢ istote
tego przykfadu na rozmaite uktady elektromechaniczne (o dostatecznie duzej bezwiadnosci
mechanicznej), w ktérych obserwujemy np. predkos¢ katowajakiego$ elementu.
Mamy wiec pewng klase przyktadéw uzasadniajgcych potrzebe wprowadzenia mocy
czynnej.
Zaktadajac, ze mamy do czynienia z przebiegami okresowymi (o okresie T)

o catkowalnych kwadratach funkcji pradéw i napie¢ rozpatrywanych elementow i dziatajagc na

jt
obie strony réwnania (8) operacjg -J mamy jako natychmiastowy wniosek stwierdzenie
To

zachowawczo$ci mocy czynnej. Czyli:

Z p8=0 -« (2°)

geG
Motywacja pojecia mocy czynnej tkwi, jak wida¢, w samym sposobie dziatania

odbiornikéw energii elektrycznej.



3. ZAGADNIENIE STRAT NA REZYSTORZE AR WLACZONYM
SZEREGOWO Z ODBIORNIKIEM W PRZYPADKU
PRZEBIEGOW SINUSOIDALNYCH JEGO PRADOW | NAPIEC.
MOC BIERNA

Powstaje teraz inny problem. Urzadzenia doprowadzajace energie¢ do odbiornika
powodujg jej straty, ktore oczywiscie, chcielibysmy jak najbardziej ograniczy¢. Aby to
osiggnat, trzeba znalez¢ jaka$s wygodng ich miare i zdecydowaé, kiedy dostarczenie pewnej
mocy czynnej do odbiornika powoduje najmniejsze straty.

Zacznijmy od analizy najprostszego przypadku. Mamy pojedynczy dwuzaciskowy
odbiornik o przebiegach sinusoidalnych pradéw i napieé na jego zaciskach pobierajacy moc
czynng P. Wspomniane straty reprezentuje opornik o rezystancji AR wiaczony w szereg

z odbiornikiem (rys. 2).

AR

nr u U JEC

Rys.2. Dwuzaciskowy odbiornik energii z waczonym szeregowo rezystorem

odpowiedzialnym za straty energii doprowadzanej do odbiornika
Fig.2. A two-terminal load with a resistor connected to it in series responsible for the

losses o fenergy supplied to the load

("'C" oznacza zbidér liczb zespolonych.)
Zaktadamy, ze napiecie AU spetnia nieréwnosé
|AUJ« |U], (21)

tzn. zasilanie odbiornika traktujemy w przyblizeniu jako "‘sztywne" i zgodnie z tym
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prowadzimy w dalszym ciggu rozwazania tak, jak gdyby odbiornik zasilany byt przez SEM.
Napiecie i prad wyrazamy ponizej :
u(t) =>/2 Ccoscot+ 1/2 Dsiniot, U=C - jD, (22)
i(t) = V2 Acoswt+V2 Bsincot, J=A —B. (23)
Woéweczas straty w oporniku o rezystancji AR wynosza:
AP = AR|j|2= AR(A2+ B2), AR>0. (24)
Nasz problem polega wiec na minimalizacji funkcji o wartoci
f(A,B)= A2+ B2 (25)
przy warunku ubocznym
g(A,B)=P-CA-DB=0, (26)
poniewaz korzystajgc z definicji (19) mocy czynnej otrzymujemy dla odbiornika
P=CA+DB. (27)
Zagadnienie to rozwigzemy metoda nieoznaczonego czynnika Lagrange'a [17, s. 151,152],
Warunkiem koniecznym wystepowania minimum zwigzanego funkcji f w punkcie

M = (A, B) jest spetnienie w tym punkcie réwnan

aAf(M)+X3Ag(M) =0, M=(A,B), (28)
dBf(M) +\d Bg(M) =0, keR (29)
oraz warunku
g(M)=0. (30)
Réwnania (28), (29) daja:
A «x|. (31)
B=ky. (32)

Warunek (30) pozwala na wyznaczenie "X"

2P
» C2+D

Oczywiscie zaktadamy, ze: C2+D2>0 (czyli, ze odbiornik jest zasilany).

Po nieco dituzszych rachunkach, bazujacych na obliczeniu w punkcie M = (A, B) drugich
0 0 0

pochodnych czastkowych funkcji f oraz g [17, s. 151] (ktére pomijamy), mozna przekonac¢ sie,
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ze mamy w tym punkcie istotnie do czynienia z minimum strat AP. Minimum to wystepuje dla

argumentu pradowego

X
J=-U =GU , (34)
0 2 «
gdzie
0 =777 (35)
"M
oraz straty wéwczas wynosza
APr@n= ARJj|2 . (36)

Jezeli odbiornik nie jest czysto rezystancyjny, wspétczynnik proporcjonalnosci pomiedzy

wartosciami zespolonymi skutecznymi jego napiecia i pradu nie musi by¢ rzeczywisty (jak wc
wzorze (34)) i prad co do modutu przekracza wdwczas pozadang warto$¢ |j|. Sprobujemy

znalez¢ pewng miare ""odstrojenia’ odbiornika od tego minimum pradu - miare, ktéra miataby
charakter mocy. W tym celu zdefiniujemy tzw. moc symboliczng S (dla przebiegdw

sinusoidalnych)

S=~fU (t)J(1)dt, (37)
gdzie
u@) =vauej*, (38)
J(t) =>2 Je** . (39)
Wzor (37) daje:
S = UJ =|U]ljlcos<p +j|Ulljlsin(p , (40)
Pp=argU-argJ .

Postugujac sie wzorem (19) widzimy, ze:

P =|UJ|j|costp . (41)

Drugi skfadnik wzoru (40) oznaczamy literg Q i nazywamy mocg bierna.

Q= |U[ljlsinip. (42)
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Mamy wiec:

S=P+jQ (43

[SI2=1U|22=P2+Q2 . (44)

Dysponujac wzorem (44) widzimy, ze wystepowaniu minimum "|j|2" (przy statym "|U|")
towarzyszy zerowanie sie mocy biernej Q. Moc ta stanowi wiasnie dw "'miernik', o ktéry nam
chodzi. Definiujac najpierw moc bierna i uzyskujac wyrazenie (44) spostrzegamy, ze wyniku
naszych rozwazan minimalizacyjnych mozna bylo sie domysle¢. Lecz nie zapominajmy, ze
rozpatrywany przyktad jest prosty. W ogo6lnosci mozemy mie¢ wiele odbiornikéw i ztozony
uktad przekazujacy do nich energie (w tym rédwniez nieliniowy). Przebiegi napie¢ i pradow
nie musza by¢ sinusoidalne. Woéwczas bytoby trudno domyslec¢ sie czegokolwiek, a procedura
miminalizacyjna daje sie do$¢ tatwo (jesli chodzi o postawienie problemu) uogdlni¢ na takie
przypadki.

Sprébujmy nada¢ naszemu rozwazaniu sens geometryczny. Utworzmy przestrzen liniowa
nad ciatem liczb rzeczywistych R* ztozong ze wszystkich funkcji sinusoidalnych napiec
i pradéw o ustalonej pulsacji o (patrz wyrazenia (22), (23)), [15, s.llI]. Oznaczymy ja
(SINo,, Rc, +, ), gdzie "+" oznacza dodawanie funkcji sinusoidalnych, a " &' mnozenie ich

przez liczby rzeczywiste. Wprowadzmy w tej przestrzeni iloczyn skalamy [15, s. 62, 63]

(1):SINmx SINm»R (45)
z pomocag wzoru podobnego do wzoru (19)
(46)
0
Uporzadkowana para ((SINmIU, +, ¢),(])) staje sie wowczas przestrzenig unitarng
(spetniajaca aksjomatyke iloczynu skalarnego) oraz przestrzenig Hilberta (jest ona zupetna).
Postawmy w tej przestrzeni nastepujace zadanie. Chcemy roztozy¢ prad odbiornika na

skfadowag réownolegta |i do napiecia u oraz prostopadtg don j_i. Czyli:
i = li+xi, (47)
jizkukeR,, (48)

« 0 =0. 49,
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Stad mnozac skalarnie obie strony réwnania (47) przez "u" otrzymujemy (opierajac sie na

wzorach (48), (49)):

-$ > m 1501
Lecz:
(uli)=P (51)
oraz
(ufu)={lulf=|U\ (U >0). (52)
Czyli:
k=-~ =G. (53)

Pi
(Odwzorowaie o wartosci |u|="~(ulu) nazywa si¢ normag wprowadzong przez iloczyn
skalamy i jest identyczne z wartoscig skuteczng napiecia.) Widzimy wiec, ze prad i

nazywany pradem aktywnym i oznaczany ai jest rzutem na kierunek funkcji napiecia u funkcji

pradu odbiornika i.

i=Gu . (54)
Jesli napiszemy:
i(t)=41 Re(Je™) (55)
J=(G+jB)U, (56)
to mamy
i(t)=,i(t)+ ,i(t) , (57)
gdzie
,i(t) =V2Re(GUeiw), G=G, (58)
ri(t) = V2Re(jBUei“)- (59)

Oczywiscie, poniewaz spetnione sa wzory (48), (49), to:
(.i,i)y =0, (60)

czyli prady te sg do siebie prostopadte.
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Przestrzen ((SINff, Rc, +, ¢), (|)) jest dwuwymiarowa [15, s.14) i przykiad zwigzany
z rozktadem pradu jest prosty. Przestrzen tajest liniowo izometryczna z przestrzenig Hilberta
((R2Re,+,),(|)R), w ktorej elementami sg uporzadkowane pary liczb rzeczywistych,
np.: (A,B), (C,D); dodawanie ich polega na dodawaniu kolejno pierwszych i drugich
elementéw par, a mnozenie przez liczby rzeczywiste - na pomnozeniu ich obu. lloczyn
skalamy jest standardowy:
((A,B)|(C,D))rl =AC +BD. (61)
Termin liniowa izometria oznacza, ze mamy liniowe odwzorowanie F pierwszej przestrzeni
nadruga [15, s.16] przyporzadkowujace funkcjom sinusoidalnym
SINDB3>/2A cosp(-) + </2Bsinco(-)— >(A,B) eRJ, (62)
uporzadkowane pary liczb rzeczywistych. Przyporzadkowanie to zachowuje warto$¢ iloczynu
skalarnego (i normy), tzn. jesli funkcje u,i okreslone sg wzorami (22), (23), to:
(uli) = ((C,D)I(A,B))R  dla (A, B)=F(i), (C,D)=F(u). (63)

To upowaznia nas do zilustrowania operacji rzutowania na ptaszczyznie.

F(ri

Rys.3. llustracja operacji rzutowania wektora pradu na kierunek wektora napiecia
w przestrzeni R2
Fig.3. lllustrating the operation of current vector projection on to voltage vector
direction in R2 space

Okaze sie, ze podobna interpretacje geometryczng zwigzang z wyznaczaniem pradéw ai, i
mozna bedzie zachowa¢ w innych nieskoriczenie wymiarowych przestrzeniach funkcyjnych
(np. dla przebiegéw okresowych lub prawie okresowych). Woéwczas, oczywiscie, rys. 3 trzeba
traktowa¢ mniej dostownie (tylko jako pewna sugestie dla uprawianej procedury

geometrycznej).
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Warto zaznaczy¢, ze moce symboliczna oraz bierna sg zachowawcze. Dowod tego faktu
jest prawie dostownym powtérzeniem wzordw od (4) do (8). Réznica polega na tym, ze wzoér
(4) zapisujemy dla zespolonych wartosci skutecznych napie¢, a odpowiednik wzoru (5)
otrzymujemy mnozac obustronnie wzor (4) przez sprzezone wartosci pradéw Oczkowych.

Czyli:

£5,=0. (64)

geG

X ps=°> ZQ«=0- (65)
gfiG oG

W $lad za wyznaczeniem pozadanego pradu odbiornika a minimalizujgcego straty idzie,
oczywiscie, zagadnieniekompensacji niepotrzebnej czesci jego pradu.Chcemy jg uzyskaé
dotaczajac na zaciskiodbiornika element kompensujacy  nie pobierajacy mocy czynnej
(rys. 4).

AR J
P
Y = Gtj B
P=0
kK = j,B

Rys.4. Dwuzaciskowy odbiornik energii wraz z rdéwnolegle dotgczonym
kompensatorem
Fig.4. A two-terminal load with a compensator connected to it in parallel

Zadamy minimalizacji wyrazenia

IKi-.if (66)
w funkcji parametru kB. Czytelnik tatwo przeprowadzi odpowiednie rachunki, przekonujac
sie, ze minimum zachodzi przy spetnieniu warunku
kB=-B. (67)
Jesli odbiornik jest oporowo-indukcyjny i wéwczas B <0, to kB> 0 i mamy wtedy pojemno$¢

kompensujacag kC

cokC = |B]. (68)
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Na skutek zachowawczo$ci mocy biernej widzimy, ze catkowita moc bierna pobierana przez
odbiornik i kompensator jest réwna zeru. Woéwczas tez wyrazenie (66) przyjmuje wartosé¢
réwna zeru.

Podsumowujac stwierdzamy, ze chodzi nam o osiggniecie dwoch rzeczy: wyznaczyé
pozadany prad aktywny odbiornika i zminimalizowac reszte (w sensie kwadratu normy)
poprzez dotgczenie kompensatora. To, co zostato przedstawione dla pojedynczego
dwuzaciskowego odbiornika z przebiegami sinusoidalnymi pradéw i napie¢ zasilanego
zrodiem "'niemal sztywnym", moze by¢ uogdlnione na przypadki bardziej ztozone. Jak juz
podkreslilismy w zagadnieniu wyznaczania pradu aktywnego, procedura minimalizacyjna
przenosi si¢ naturalnie na te przypadki. Czy przeniesie sie réwnie naturalnie pojecie mocy
biernej lub tez mocy "odpowiedzialnej" za osiagniecie optymalnego stanu na zaciskach

odbiornika? Zobaczymy, ze niestety, na ogot nie.



4. ZAGADNIENIE OPISANE W PUNKCIE 3 ROZPATRYWANE DLA
PRZEBIEGOW ODKSZTALCONYCH. TEORIA BUDEANU
WYKORZYSTUJACA PRZESTRZEN hf. TEORIA

CZARNECKIEGO ZWIAZANA  Z PRZESTRZENIA L7,

ROZKLADY ORTOGONALNE FUNKCJI PRADOW
ODBIORNIKA. ZAGADNIENIE KOMPENSACJI PRADU h

Aby moc krotko objasni¢ idee rozumowania Budeanu oraz kontynuowac gtowny nurt
naszego wykladu, dobrze bedzie (dla wygody Czytelnika) przypomnie¢ pojecia przestrzeni
unitarnych, unormowanych, metrycznych, Banacha oraz Hilberta. Oczywiscie, ograniczymy
sie do definicji i cytowania pewnych twierdzen z pominieciem dowodéw, zwracajac uwage na
potrzebne nam zastosowania.

Definicja 1 [15, s. 62], Uporzadkowang pare (H,( | )), gdzie "H" oznacza przestrzen
liniowg oraz

(]):HxH—C, (69)

nazywamy przestrzenigunitarngwtedy i tylko wtedy, gdy

A Xy ((xly) = 6W ), (70)
A L YeH((x+yIz2) = (x12) + (y[2)), (71)
A XC (X =xly) = A.(xly)), (72)
A xe.,((x * 0) => ((x|x) > 0)) a ((0]0) = 0). (73)

[

Podkreslenie litery H oznacza utworzenie samego zbioru H przestrzeni liniowej
H= (H,Cc+,), gdzie "Cc" - ciato liczb zespolonych. W szczeg6lnosci ciato to moze by¢
zastgpione ciatem liczb rzeczywistych Rc. Symbol 0 oznacza we wzorze (73) zaréwno
element zerowy przestrzeni liniowej H, jak i liczbe zero. Kreska pozioma we fragmencie
(y|x) wzoru (70) oznacza sprzezenie liczby zespolonej. Odwzorowanie (|) nazywamy
iloczynem skalarnym.

Definicja 2 [15, s.35]. Uporzadkowang pare (X,|| ||), gdzie "X" oznacza przestrzen

liniowg oraz



nazywamy przestrzenig unormowang wtedy i tylko wtedy, gdy

((X*0)=3.(IIXI>0)) = (IO = 0) , (75)
A Xyex(|x +y[[<[xI] +[ivll) (76)
A HC A XX ([N -XII= XD - (77
n
Odwzorowanie | | nazywamy norma. tatwo wykaza¢ [15, s.63], ze jeSli w przestrzeni
unitarnej zadefmiowa¢ odwzorowanie | ||
IxI= VW, (78)

to spetnia ono aksjomaty przestrzeni unormowane;j.
Definicja 3 [15, s.19]. Uporzadkowang pare (X,p), gdzie " X ' oznacza pewien zbi6r
(niekoniecznie zaopatrzony w strukture przestrzeni liniowej) oraz
p:X xX->R (79)

nazywamy przestrzenig metryczngwtedy i tylko wtedy, gdy

A xyeX ((x *y)=> (p(x,y) > 0)) a (p(x,x)=0)), (80)

A xyeX (p(x,y) = p(y,x), (81)

A xyeX (p(x, 2) < p(x,y) +y(y, 7)) . (82)
(]

Warunek (82) nazywamy nieréwnoscig trojkata. Odwzorowanie p nazywamy odlegtoscig lub
metryka.
Jesli w przestrzeni unormowanej zdefiniowa¢ odwzorowanie p
pP(x.y) =1Ix-yll , (83)
to spetnia ono aksjomaty przestrzeni metrycznej.
Definicja 4 [15, s.25]. Ciag (X,,) elementéw przestrzeni metrycznej (x,p) spetnia warunek
Cauchy'ego wtedy i tylko wtedy, gdy:
A OV, 0eNA, mP (p(x,,*J<e) . (84)

"N oznacza zbior liczb naturalnych.
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Definicja 5 [15, s.25]. Przestrzeri metryczng (X,p) nazywamy zupetng wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy ciag spetniajacy warunek Cauchy'ego jest zbiezny do pewnego punktu tej
przestrzeni.

O

Definicja 6 [15, s.43]. Przestrzen unormowang, ktdrajest zupetna (metryka tej przestrzeni
okreslonajest wzorem (83)), nazywamy przestrzeniag Banacha.

O

Definicja 7 [15, s.63]. Przestrzen unitarng (H,(|)), ktéra jest zupetna (metryka jej
okreslonajest wzorem (83), a norma wzorem (78)), nazywamy przestrzenig Hilberta.

O

Skonstruujmy teraz dwa przykiady przestrzeni Hilberta, ktére beda odgrywaly dla nas
podstawowa role.

Pierwszy z nich dotyczy¢ bedzie funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej
okresowych (o okresie T), ktore bedg miaty catkowalny kwadrat na przedziale domknietym

< 0;T >. Chodzi tu o catke w sensie Lebesgue'a [24, rozdz.VI, VII, VIII]. Czyli zaktadamy, ze:

;
if2(t)dt < co . (85)
0

Na podstawie nierownosci (f(t)+g(t))2< 2 (f2At)+g2(t)) wykazujemy, ze jesli funkcje f i g
spetniaja warunek (85), to i suma f+g spetnia go tez. Oczywiscie, iloczyn funkcji, spetniajacej
warunek (85), przez dowolng liczbe rzeczywistg tez go spetnia. Czyli mamy do czynienia

z przestrzenig liniowag (L",RG+,-). lloczyn skalamy definiujemy wzorem

uls)=~Imgm . (86)
*o0

Na podstawie nieréwnosci [f(t)g(t)|<”(f2(t) +g2(t)) catka ta, dla funkcji f i g

0 catkowalnych kwadratach, istnieje. Czyli przy interpretacji "f ""jako "u* oraz 'g" jako 1"
mamy wzor (46), okreslajagcy moc czynng pobierang przez element o napieciu u i pradzie
1 (rys. 1). Lecz teraz wazno$¢ wzoru (46) zostata rozszerzona na przebiegi okresowe
o catkowalnym kwadracie. Powyzszg interpretacje napieciowo-pradowa traktujemy
bezwymiarowo. O mozliwosci pomijania wymiaréw mozna dowiedzie¢ sie¢ z publikacji [2].
tatwo przekonac sie, ze aksjomaty (70), (71), (72), przy takiej interpretacji elementow

(H,Cc+,-), (|), sa spetnione. Aby byt spetniony aksjomat (73), nalezy zamiast funkcjami
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operowaé klasami funkcji [f] réznigcych sie na zbiorze miary (Lebesgue'a ) zero, czyli
rownymi prawie wszedzie. Wéwczas elementem zerowym naszej przestrzeni liniowej jest
klasa [0] i pierwszy element Koniunkcji wystepujacej w aksjomacie (73) jest prawdziwy. Dla
uproszczenia bedziemy klasy funkcji oznaczaé¢ tak samo, jak poszczeg6lne funkcje

reprezentujace dane klasy. Mozna wykazaé [15, s.66], ze przestrzen ta jest zupetna. Czyli
mamy do czynienia z przestrzenig Hilberta oznaczang L\ = ((L2,R G+,%)>(!))* Nietrudno

podac interpretacje normy tej przestrzeni. Korzystajac ze wzoru (78) mamy:
Il =J 1i [fIt)dt . (87)

Oczywiscie, dostrzegamy tu definicje dobrze znanej wartosci skutecznej przebiegu f. W tym
momencie dostrzegamy tez mozliwosci zastosowan przestrzeni Hilberta w innych
analogicznych przypadkach. W elektrotechnice operujemy nie tylko "‘sygnatami'* okresowymi
o catkowalnym kwadracie. Zmieniajgc zbiory sygnatéw i baczac, by iloczyn skalamy kojarzyt
sie z mocg czynng mamy wiele innych zastosowan przestrzeni Hilberta.

W tej chwili podamy jeszcze jedno, potrzebne do wyjasnienia idei Budeanu. Wigze sie
ono z zespolonymi funkcjami zmiennej rzeczywistej. Zatozymy o nich, ze sg okresowe o
okresie T i majg catkowalny kwadrat modutu na przedziale < 0;T >.

Czyli:

T

Jjf(Hj2dt < . (88)
(0]

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie budujemy przestrzen liniowa. (Wykorzystujemy teraz

nieréwnos¢  [f(t)|]2£ 2(|f(t)|2+ |g(t)|]?.) Hoczyn skalamy (zgodnie z  nieréwnoscig

[fF(O)g(t)] < [(|f(t)]2+ |g(1)|2)) definiujemy nastepujgco:

(flg)c="Jf(t)g(t)dt . (89)

0
Podtrzymujac uczyniong umowe o klasach funkcji réznigcych sie na zbiorach miary zero,
tatwo stwierdzamy spetnienie aksjomatow przestrzeni unitarnej, ktora jest przestrzenig
Hilberta. Przestrzen te oznaczamy L2.c.
Waznym momentem naszych rozumowan bedzie teraz budowa tzw. funkcji

symbolicznych przyporzadkowanych funkcjom, ktére sg elementami przestrzeni iA. Chodzi
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wiec o konstrukcje pewnego odwzorowania przestrzeni LI w przestrzeri L2 . Jak tworzy sie
funkcje symboliczng dla funkcji bedacej elementem przestrzeni SIN«, - wiemy. Postugujac sie
szeregiem Fouriera (wzgledem bazy trygonometrycznej) funkcji f e L2 mozemy uogdlnic to
postepowanie na przestrzen L. Trzeba najpierw przypomnie¢ [15, s. 76-80], ze je$li mamy
uktad ortonormalny {ek}keN™ w przestrzeni Hilberta H, to szereg Fouriera dowolnego
elementu xs H jest zbiezny (w sensie normy | | tej przestrzeni) i zachodzi wz6r
R«
Z)(xiek)eJII = kZzoi (*Mt- 9°)

Liczby (x|eK) nazywajg sie wspotczynnikami Fouriera elementu x wzgledem uktadu (e*) (dla
uproszczenia wypowiedzi cigg (ek) nazywamy, podobnie jak zbiér {ek}keN , ukiadem

ortonormalnym). Uktad trygonometryczny
(1,V2 cosco(-), V2sinco(-),...,V2coshco(-),V2sin hco(),...),© =~ ,h eN (91)

jest w przestrzeni LT zamkniety (jest baza), tzn. dla dowolnego elementu xe H zachodzi:
IMr=il(x|eK)2. (92)

W przestrzeni LZ role takg odgrywa uktad
(y/2,j2etm V2e4jho(),...), heN. (93)

Niech wiec dany bedzie szereg Fouriera funkcji f elL:J.

f=f0+]T(V2 ahcoshco(-) + s/2 bhsinhco(-)) =
h-t
(94)

= f0+jrVv2fh cos(hio(-) + /).
h=1

Przypominamy, ze szereg ten nie musi by¢ zbiezny do "f(t)"" w poszczegélnych punktach t.

Jego zbiezno$¢ do "'f " oznacza, ze zachodzi wzo6r

lim [|f-s,,i=0, (95)
n—Aw

gdzie 'S, jest n-tg sumag czastkowag szeregu (95). Utwlrzmy szereg stowarzyszony
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z szeregiem (93) definiujacy funkcje f

sin(hco(-) +V,,) . (96)

* h=I

Latwo zauwazy¢, ze jedli f e L2, to szereg ten (zbiezny w sensie normy | ||) definiuje tez

funkcje f e L2. Tworzymy z kolei funkcje symboliczng F
F=f+jf=f+£vi2Fhei”(), Fk=fkeiy‘. 97)
* 0 hi

Jej wspotczynnikami Fouriera wzgledem bazy (93) sg liczby Fi,e C. Gdyby wzigé¢ pod uwage
jedynie pierwsza harmoniczng, to przytoczona konstrukcja funkcji symbolicznej pokrywa sie

z dobrze znang dla przebiegow sinusoidalnych.
Zastosujmy teraz te samag procedure rozkladu pradu odbiornika Je LpC (rys.1) na
kierunek jego napiecia U e LyC oraz prostopadly don, ktéra byta juz pokazana we wzorach

(47),(48),(49), dotyczacych przestrzeni funkcji sinusoidalnych (por. [20, s. 10-13]). Czyli

mamy:
J=l++J (98)
,J=kU, keC, (99)
(UU)c=0. (100)

Nasdladujac postepowanie towarzyszace wzorom (47), (48), (49) otrzymujemy:

(on
gdzie funkcja U jest symboliczna w stosunku do funkcji u, norma || | zdefiniowana jest za

pomoca iloczynu skalarnego (86) oraz moc symboliczna S=P+jQ zdefiniowana jest

w sprzestrzeni L2 wzorami (37), (89). Czyli:

(102)
J=GU, (103)
rJ=-jBU, (104)

9 = M ¢ (105)
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106

"aJ" - oznacza prad aktywny Fryzego,
"Q'" - moc bierng w sensie Budeanu,
7iJ" - tzw. prad deformacji oznaczany inaczej symbolem dJ.

Z rozkiadu tego widac, ze prad aktywny jest no$nikiem mocy czynnej((UlaJ)c = P), prad
reaktancyjny Budeanu ,J - biernej ((U|rJjc =]Q), za$ prad deformacji nie przenosi mocy
symbolicznej (QJ|j J)c = 0).

Zastosowany rozktad jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia o rzucie ortogonalnym
[15, s.69], powiadajacego, ze jesli w przestrzeni Hilberta dana jest podprzestrzer liniowa
i domknieta, to kazdy element tej przestrzeni da si¢ jednoznacznie roztozy¢ na skiadnik
nalezacy do ww. podprzestrzeni i sktadnik prostopadty don.

W naszym przypadku role podprzestrzeni liniowej i domknietej odgrywa prosta
zespolona wyznaczona kierunkiem wektora U e Lj-C. Mnozac skalarnie wektor J przez siebie

oraz korzystajac z prostopadtosci sktadnikéw ,J i £J ((,JxJ)c = 0)

mamy
(107)

Definiujac moc pozorng Pm(w publikacji [20] nazywanajest ona modutowa)

p.-Mc¢ Wic (108)
oraz deformacji

JHMIc 14l (109)
otrzymujemy ze wzoru (107)

P*=p2+qg2+k\ (110)

poniewaz ||UIE |,j|* =19 =P2+ Q2.

Moc S (podobnie jak i pozostate) mozna wyrazi¢ z pomocg wspdtczynnikéw Fouriera

©

funkcji napiecia i pradu wzgledem bazy (93), tzn. np. S= UhJh. Wzér (110) nazywany

jest prostopadtoscianem mocy - jest on, jak wida¢, natychmiastowg konsekwencjg rozktadu

pradu na skiadniki prostopadte (tu w sensie iloczynu skalarnego (|)c). W przypadku
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przebiegéw sinusoidalnych catkowity prad odbiornika jest, oczywiscie, réwnolegty do
napiecia i sktadnik +J = t Jznika, pociggajac za soba zerowanie sie mocy deformacji K.
Nieréwno$é |S|2< P2 jest szczegélnym przypadkiem nieréwnosci Schwarza w dowolnej
przestrzeni unitarnej [15, s. 62], W naszej terminologii mozna jg zapisa¢
I(UJ)cp<(U|U)caiD c-fettfc o (11)
Przechodzi ona w réwnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy elementy U oraz J sg liniowo zalezne.
Kopiujac rozwazania doprowadzajgce do otrzymania wzoréw (8), (20) uzyskujemy
zachowawczo$¢ mocy symbolicznej, tzn. wzor:

£59=0 (112)

*60
obowigzujacy dla sieci o n dwuzaciskowych elementach (jesli liczba elementéw zbioru
G wynosi n) i przebiegach napie¢ i pradéw Ug,Jg eLyC. Moce Pm K nie sg zachowawcze,

poniewaz ze wzoru (76) (subaddytywno$¢ normy) wnioskujemy dla réwnolegtego potgczenia

dwu odbiornikéw, ze:

M L 4 L - (113)
czyli wéwczas

Pm<PmtPm K<K+K. 114

12 K12 (114)

(Mozna wykazaé, ze norma staje sie addytywna w przestrzeni unitarnej dla jej dwu
niezerowych elementéw wtedy i tylko wtedy, gdy sa one proporcjonalne z rzeczywistym
dodatnim wspotczynnikiem proporcjonalnosci [15, s. 64])

Motywacja matematyczng wprowadzenia pradu & oraz mocy biernej Budeanu byt
przedstawiony rozkiad pradu na sktadniki ortogonalne. Niestety, jak zobaczymy w dalszym
ciggu, moc biema Budeanu Q jest na 0g6t mniejsza od inaczej zdefiniowanej mocy biernej,

ktorg sag w stanie skompensowa¢ elementy L,C zmniejszajagc straty na oporniku
AR (AR][JIE) (rys. 2). Wigzac wiec zagadnienie kompensacji z mocg bierng Budeanu

narazamy sie na to, ze nie wskazuje ona na mozliwosci kompensacyjne najprostszych
elementéw L,C uzywanych do tego celu (nie pobierajg one mocy czynnej dla przebiegoéw
okresowych). Samo zadanie ortogonalnosci rozktadu pradéw (w pewnej przestrzeni Hilberta)
nie wystarcza wiec do rozwigzania zagadnienn minimalizacji strat i kompensacji (czesci lub

catosci) réznicy pradu odbiornika oraz pozadanego pradu minimalizujacego straty. Jest to
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oczywiste, bowiem w nieskoriczenie wymiarowej podprzestrzeni prostopadiej do wektora
napiecia mozemy mie¢ nieskonczenie wiele rozktadéw danego wektora pradu. Natomiast
wiasciwie obrany ortogonalny rozktad pradu jest cechg pozadang, ze wzgledu na
prostopadtoscian mocy, ktéry moze stanowi¢ podstawe do wprowadzenia pewnej taryfy
zwiagzanej np. tutaj z mocg Q oraz mocg K, lub tez ich odpowiednikami wystepujacymi dla
innego rozktadu ortogonalnego pradu niz rozktad Budeanu.

Dla poréwnania z rozumowaniami Budeanu rozpatrzmy nastepujacy przyktad dotyczacy
funkcji u,i eL” opisujacych element dwuzaciskowy (rys. 2). Przyjmijmy z goéry podany

rozktad pradu i na trzy sktadniki, zaproponowany przez Czarneckiego [12, s.95]

ai=GUO+y/2 R e(;Ge U hexp(jhco(-)) , (115)
h-1
i=(G, - G)UO+V2 RetE_(G h-G)U, exp(jho(.)) , (117)
|
gdzie
g= " (118)

Interpretacja ich jest nastepujaca. Jak pozniej okaze sie, sktadnik ,i (prad aktywny Fryzego)
minimalizuje straty na oporniku AR (rys.2) przy zalozeniu, ze zasilanie jest "niemal sztywne'
(tzn. ||JAull« jul]); sktadnik n (prad reaktancyjny - inny nizw rozumowaniach Budeanu - wzdr
(104)) ma tg whasnos¢, ze jesli obcigé jego widmo do skoriczonej liczby harmonicznych (jest

o)
to uzasadnione zbieznoscig szeregu moze by¢ on skompensowany

skonczonym ukfadem L,C (por. [22]); wreszcie jest widoczne, ze sktadnik & (prad
rozproszenia lub rozrzutu) nie jest kompensowalny ukladami L,C. (W przypadku zasilania
"niemal sztywnego' zakladamy, ze odbiornik jest liniowy i opisany parametrami
Yh=Gh+jBh,he No=N + {0}. Idealizujac, i przyjmujac zasilanie za pomocg SEM, nie
trzeba zaktada¢ liniowosci odbiornika, bo woéwczas interesuje nas jedynie jego podana wyzej

odpowiedz pradowa najedno zasilanie napieciowe realizowane tg SEM.)
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Korzystajac ze wzoru

(u)=ReXUhdh , (119)

h-0
bedacego konsekwencjg zamknietosci uktadu trygonometrycznego (91) w przestrzeni LI

(por.[l, 5.430]), za pomoca elementarnych rachunkéw wykazujemy, ze:

(j1,0=0, (120)
(.j1.0=0, (121)
(,i1,0 =0. (122)

Czyli sktadniki te sg parami prostopadte.

Stad mamy:
023)
i w Slad za tym
PM=PJ+Qj+Qi. (i24)
gdzie
Qr=1HM]|. (129)
Q.=M U - 026)

Uzyskujemy wiec inny rozktad, tego samego co w poprzednim przyktadzie, kwadratu mocy
pozornej na sume kwadratéw mocy czynnej, mocy reaktancyjnej oraz rozproszenia.

Aby przekonaé sie, ze rozktad ten jest rzeczywiscie inny, obliczmy "Qj" oraz "Q2"
i poréwnajmy. (Korzysta¢ bedziemy z bezwzglednej zbieznosci mnozonych szeregdw.)

A wigec:

Qi-Hfl.*|a=¢ 1uJ2ZIBKWKR= ¢ B 2JUh-H
h=0 k=0 h-0

+X (U J2BRUKR+|UKJIB2|UJ2).
k=0
b>k

Q=JmjrUk(Gk- jBK)U, =Jm(-j|;UhB1Uh) =
h-0 h-0

(128,

=-Z bnUJj,
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Q2= Z BilUll,+2E B hjUh2BKUK] . (129)
h=0 hJc-0
h>k

Wykorzystujac nieréownos¢ 2ab<a2+b2,

gdzie: a=|UJBKk|Uk|, b=|UKB h|Uh,otrzymujemy:

Q2§Q2, (IQI<Qn). (130)
Wida¢, ze w przypadku wystepowania jednej harmonicznej (np. podstawowej) zajdzie
rownos¢ Q = Qr. (Oczywiscie podstawiamy: B0=0.) W ten sposéb wykazalismy
zapowiedziany brak powigzania mocy biernej Budeanu Q z mozliwo$ciami kompensacyjnymi
elementéw L,C.

Mozna rozpatrywa¢ nie jeden odbiornik, a wszystkie o pradach ieL 2 przy jednym

zasilaniu napieciowym usL j (realizowanym jako SEM). Wéwczas kolejne prady odbiornika
a, n,si naleze¢ bedg do trzech podprzestrzeni Hilberta Ha, Hr, Hs (pradéw aktywnych,
reaktanacyjnych i rozproszenia) danej przestrzeni Hilberta H=LZ. tatwo wykazaé, ze prady te

sg parami prostopadle [4]. Czyli mamy (ortogonalng) sume prostg podprzestrzeni Hilberta

danej przestrzeni H
H=H,®HroH,. (131)
(Zaktadamy tu, ze Ub* 0 dla heNO)



5. SFORMULOWANIE I ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA

MINIMALIZACJI STRAT NA REZYSTORZE AR (P. PUNKT 3)
W PRZYPADKU ODBIORNIKA DWUZACISKOWEGO |
PRZESTRZENI PRADOWO-NAPIECIOWEJ LA. PRZYPADEK

ODBIORNIKA (n+1) - ZACISKOWEGO

We wzorach (103), (115) posta¢ pradu aktywnego podana byta z géry. ChcielibySmy
znalez¢ teraz uzasadnienie takiego wyboru pradu aktywnego w procesie optymalizacyjnym,
polegajacym na minimalizacji strat w oporniku AR (rys. 2) przy warunku ubocznym
stwierdzajacym dostarczenie do odbiornika okre$lonej mocy czynnej. Problem ten
prze$ledziliSmy juz dla przebiegdw sinusoidalnych pradéw i napie¢ odbiornika. Teraz
bedziemy starali sie uog6lni¢ go w pierwszym rzedzie na przebiegi okresowe, a potem inne.
Na dalszym planie {»zostawiamy uogdlnienie tego postepowania na sieci ztozone ze
skonczonej liczby wydajnikéw, odbiornikéw oraz ukiadu przekazujgcego energie do
odbiornikéw (przy czym wydajniki i odbiorniki bedg mogty by¢ wielozaciskowe). Wreszcie
stanie przed nami zagadnienie doboru kompensatoréw (przesledzone tez dla przebiegdéw
sinusoidalnych). Tak mozna nakre$lic plan dziatania. Dotychczasowe rozwazania mozna
potraktowac jako wstep wprowadzajacy do tej problematyki, w ktéorym eksponowane byly na
prostych przyktadach pewne jej elementy oraz prezentujacy powszechnie uznane pojecia teorii
mocy.

Z toku przeprowadzonych juz rozumowan wida¢, ze pod wzgledem matematycznym
bedziemy chcieli minimalizowa¢ pewne funkcjonaly (strat oraz ewentualnie inne
uwzgledniajagce zagadnienie ksztattu pradu), ktérych argumentami beda funkcje pradu
odbiornikéw nalezagcych do pewnych przestrzeni Hilberta. Jak minimalizowa¢ funkcje
dostatecznie wysokiej klasy przy pewnych warunkach ubocznych - wiemy z klasycznego
rachunku rozniczkowego (cytowana juz metoda nieoznaczonego czynnika Lagrange'a).
Okazuje sie, ze postepowanie to daje sie uog6lni¢ na zagadnienie poszukiwania miniméw
funkcjonatow. Kluczowym pojeciem pozwalajacym na to uogoélnienie jest pojecie pochodnej
Frecheta. Opierajac sie na nim mozna sformutowa¢ wzdr Taylora, podobnie jak dla funkcji,
i badac¢ ekstrema funkcjonatow. My podamy tylko definicje podstawowych poje¢ i potrzebne

twierdzenia (bez dowodow) odsytajgc Czytelnika do literatury (np.: [19, 15]).
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W pierwszym rzedzie trzeba poda¢ definicje ekstremum lokalnego zwigzanego
funkcjonatu [19, s. 199].

Definicja 8. Niech "X oznacza przestrzen metryczng (w szczegélnosci moze to byc
przestrzen Hilberta), "Y' - przestrzer liniowg (w szczeg6lnoSci moze to by¢ przestrzen
liniowa liczb rzeczywistych), a "g" odwzorowanie g:X—>Y, ktore definiuje niepusty zbiér
M =g ({0}). Funkcjonat f:X—=R ma w punkcie x e M minimum (maksimum) lokalne
zwigzane, jesli istnieje takie r> 0, ze

f(x)<f(x),(f(x)>f(x)) dlax eK(x,r)nM . (132)

]

Oczywiscie, "K()0<,r)" oznacza otwartg kule o $rodku X i promieniu r. Innymi stowy, chodzi

0 istnienie zbioru otwartego w topologii indukowanej przestrzeni M (z przestrzeni X) [13,
s. 92], w ktdrym to zbiorze zachodzi warunek (132). Jesli pomingé w definicji 8

odwzorowanie g, tzn. warunek (132) bedzie zachodzi¢ dla xeK(x,r), to otrzymamy

definicje minimum (maksimum) lokalnego. Nie zaktadajac nic o odwzorowaniach foraz g nie
moglibySmy angazowaé metod rézniczkowych do badania ekstreméw (tzn. minimoéw badz
maksimoéw). Stad zapowiadana definicja pochodnej Frecheta [19, s. 125; 15, s. 285].

Definicja 9. Niech beda dane dwie przestrzenie Banacha X,Y oraz operator (tzn.
odwzorowanie) f:U->Y, gdzie "U" jest otwartym podzbiorem przestrzeni X. Operator jest

rozniczkowalny w punkcie x eU wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki operator liniowy
lciggly L,: X —»Y, ze
0

f(x+h)-f(x)-Lx(h)
[ ——— ] — H- =0. (133)

O

Odwzorowanie Lx nazywamy pochodng mocng lub Frecheta odwzorowania f w punkcie

n
X i oznaczamy f'(x). Sens wzoru (133) jest taki, ze operator f (x) przybliza dobrze dla
matych "h'* przyrost operatora f uzyskany dla punktéw x+ hi .x. Nietrudno przekona¢ sieg, ze

gdy role przestrzeni X oraz Y odgrywa przestrzen arytmetyczna R, to warto$¢ operatora f'()(())
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. . .o df . .
w punkcie h bedzie podana za pomoca wyrazenia Y (x)h; dla odwzorowania f:Rn-»R bedzie
X »

to wyrazenie —-(x.,,...,x.Jh, (sumowanie podtug "i'"!), h=(hi,....hneRn
y 5>q()b % ( podtug *i™), h=( n

Jesli odwzorowanie x F->f'(x) jest rézniczkowalne w punkcie x, to jego pochodng
(mocng) nazywamy druga pochodng odwzorowania f w punkcie x i oznaczamy
f"(x): XxX->Y [19, s. 147; 15, s. 306], W podobny sposéb mozna okresli¢ pochodne

dowolnie wysokiego rzedu.

Dysponujac pojeciem pochodnej Frecheta podamy warunek konieczny i nastepnie
wystarczajacy dla wystepowania ekstremum lokalnego zwigzanego [19, s. 199, 200, 201], Oto
warunek konieczny.

Twierdzenie 1. Niech funkcjonat g:X—R, gdzie "X’ oznacza przestrzen Hilberta, bedzie

rozniczkowalny w sposéb ciggly w pewnym otoczeniu punktu %< punkt ten bedzie punktem
regularnym zbioru g-1({0}) (tzn. odwzorowanie g'(x) jest suriektywne), funkcjonat f:X->R
0

bedzie rézniczkowalny w punkcie )6 Jesdli funkcjonat f posiada w punkcie )E) ekstremum

lokalne zwigzane, to istnieje taka liczba peR, ze:
f(x)+pg'(x)=0 . (134)
Warunek dostateczny. a
Twierdzenie 2. Niech funkcjonaly f i g wystepujgce w twierdzeniu 1 beda w otoczeniu

punktu x dwukrotnie rozniczkowalne w sposéb ciagly i niech punkt x bedzie punktem

regularnym zbioru g ' ({0}) . Jesli istniejg: taka stata peR, ze spetnione jest rownanie (134)
oraz taka stata ceR, ¢ > 0, ze zachodzi:

(F"(x) +pg™(x)(h,h) >cllhfl2 , (<clIhf), dlaheg'-'(x)({0}) . (135)
to funkcjonat f ma w punkcie x minimum (maksimum) lokalne zwigzane.

O
JesteSmy juz niemal przygotowani do wylozenia sedna rzeczy. Dobrze bedzie jednak
przedtem wprowadzi¢ pojecie przestrzeni uniwersalnych dla przestrzeni Hilberta. Odgrywaja
one podobna role jak przestrzenie R* (dla réznych naturalnych liczb n) w definicji uktadow

wspotrzednych rozmaitosci skonczenie wymiarowych, czyli stuzg za przeciwdziedziny
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pewnych nieskonczenie wymiarowych uktadoéw wspotrzednych, ktorych dziedzinami sg
wiasnie przestrzenie Hilberta. Tak jak w przypadku skonczenie wymiarowym, korzysé
z wprowadzania takich ukladéw wspdtrzednych (map) polega na tym, ze rachunki
optymalizacyjne, ktére musielibysmy wykonywa¢ na funkcjach (lub innego rodzaju
elementach jakiej$ przestrzeni Hilberta) - mozemy wykonywaé na liczbach. Jest to chyba
korzy$¢ dobrze wyczuwalna - tym lepiej, ze szczegdlnie prosto jest wowczas wyrazi¢ iloczyny
skalarne i normy, ktérymi gtéwnie bedziemy operowac.
Zacznijmy od przestrzeni 12, Jej elementami sg ciagi f=(fh, heNO,fi,e R
o sumowalnych kwadratach, czyli ciagi, dla ktérych zachodzi:
¢f..2<co. (136)
he0
Dziatanie dodawania polega na dodawaniu wyrazéw o tych samych numerach, mnozenie
przez liczbe rzeczywistg - na mnozeniu wszystkich wyrazéw ciggu przez te liczbe (dziatania
te sg wewnetrzne).Otrzymujemy wowczas przestrzen liniowg (12, RN +,°).
lloczyn skalamy definiujemy:

(flg)=fX g k. (137)

h«0

Na mocy nieréwnosci |fhgh|<-i(f2+g2) szereg ten jest zbiezny (bezwzglednie). Mozna
wykazaé sie, ze otrzymana przestrzen unitarna jest zupetna - czyli jest przestrzenig Hilberta.
Oznaczamy jg I12. (Sumowanie we wzorach (136), (137) od zera zamiast od jedynki nie jest
istotne, poniewaz oba warianty tak uzyskanych przestrzeni Hilberta sg unitarnie izomorficzne,
tzn. istnieje izomorfizm zachowujacy iloczyn skalamy. Dlatego tez nie stosujemy odrebnych
oznaczen w obu przypadkach.)

Mozna rozpatrywac zespolony wariant tej przestrzeni, czyli 12,c. Elementami jej sg ciagi

f=(fh), hsNO, fhe C o sumowalnych kwadratach modutéw

2 Xi2<e°- (138
0

Dziatania przestrzeni liniowej sg standardowe. Iloczyn skalamy:
(flo)=£fi,, . (139)

Jest ona tez przestrzenig Hilberta.
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Uogdlnieniem jest pojecie przestrzeni 2(W) (12QW)) [1, s.416, 417]. Jej elementami sg
funkcje rzeczywiste lub zespolone zdefiniowane na zbiorze W o dowolnej mnogosciowej
mocy. Czyli f:W->R(C). Funkcje te sg takie, ze zbior argumentow danej funkcji, dla ktdrych
jej wartosci sg rozne od zera, jest co najwyzej przeliczalny, tzn. zbiér {a e W: fa* 0} jest co
najwyzej rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N oraz ponizszy szereg jest zbiezny:

I|fa|2<°°- (140)

aeW

Dziatania przestrzeni liniowej - zwyczajne. lloczyn skalamy:
(flg)=ae\§vf«l.- (141)

Jest to przestrzen Hilberta. Wzory (140), (141) wypisalismy dla jej zespolonego wariantu
2QW). W przypadku gdy zbiér W jest réwnoliczny ze zbiorem N - wracamy do przestrzeni
i2(12Q. (Scislej rzecz biorac, do przestrzeni liniowo izometrycznej z przestrzenial2 lub 12,c.)
Teraz podamy definicje bazy przestrzeni Hilberta.
Definicja 10. Bazg przestrzeni Hilberta H nazywamy dowolny maksymalny zbiér jej
ortonormalnych elementow.
O
PoznaliSmy juz pewne bazy przestrzeni LA, L3c . Zachodzi nastepujgce twierdzenie [1,
5.431].
Twierdzenie 3. Kazda przestrzen Hilberta o zbiorze elementéw roznym od "{0}"" ma
baze.
O
Dowod jest prosty, lecz opiera sie on na lemacie Kuratowskiego - Zoma [13, s.19; 1,
s.22] réwnowaznym pewnikowi wyboru. Stad jest on niekonstruktywny (nie podaje
konkretnej konstrukcji bazy, o ktérej istnieniu orzeka). Wida¢ wiec, ze wybér bazy w danej
przestrzeni jest pewng "'sztukg™. W dalszym ciggu mamy twierdzenia [1, s.431, 432],
Twierdzenie 4. Wszystkie bazy danej przestrzeni Hilberta H sg réwnej mocy
mnogosciowej (rownoliczne).
O
Twierdzenie 5. Kazda przestrzen Hilberta H jest liniowo izometryczna z pewng
przestrzenig I2AW) (2QW)), gdzie zbiér W jest réwnej mocy z bazg przestrzeni H. Jedli baza
jest zbior {ea}abw, to liniowa izometria F, o ktérej méwi twierdzenie, przyporzadkowuje

elementowi feH jego wspdétczynniki Fouriera wzgledem tej bazy. Czyli:
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F(f) = ((flea))@We I2(W)(12C(W)), feH . (142)

O
To, ze odwzorowanie F jest liniowe - jest widoczne na podstawie wzoru (142). Jest ono
izometrig oraz suriekcjg na podstawie twierdzenia [1], s.430), ktore powiada, ze dla kazdej

bazy przestrzeni H zachodzi:

(143)

oraz
Oly)H=Z W O hW O h=((xJ(ya)),.oW),
(144)
(xa) = F(x), (yJ =F(y).
Wozory (143), (144) $Swiadczg o zachowaniu normy i iloczynu skalarnego przy dokonaniu
odwzorowania F.

Poniewaz dla rozmaitosci skonczenie wymiarowych globalnym uktadem wspdtrzednych
nazywamy homeomorfizm przestrzeni topologicznej X na przestrzen Rn(Cr) (n e No), wiec
odwzorowanie F, ktore jako izometrig przestrzeni H i przestrzeni (W) (12C(W)) jest
homemorfizmem wiazacym je, zastuguje na miano nieskonczenie wymiarowego ukiadu
wspotrzednych (globalnego).Oczywiscie, obierajac rézne bazy, mamy rézne globalne uktady
wspotrzednych.

Teraz mozemy zajgé sie zapowiadanymi przykladami optymalizacyjnymi. Bedg one
dotyczy¢ uktadu zilustrowanego rys.2.

Przyktad 1. Operujemy przebiegami okresowymi nalezacymi do przestrzeni LI, tzn.

u,i eLZ. Minimalizujemy straty na oporniku AR, czyli funkcjonat o wartosci

ze wzgledu na funkcje pradu i eL”, przy zachowaniu mocy czynnej odbiornika, czyli przy

spetnieniu warunku

(146)

Zaktadamy (rys.2), ze: |JAyj|LL <<[|u]|l! . Sens tego zatozenia mozna zrozumieé¢ poprzez

nastepujace rozumowanie. Formutujemy nasz problem optymalizacyjny dla pewnej klasy
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uktadéw czterozaciskowych przekazujacych energie ze zrodta (SEM) do odbiornika.
(Dok}adniej uczynimy to nieco p6zniej.) Chodzi w nim o minimalizacje strat mocy czynnej
w tym uktadzie przekazujacym (na rys. 2 jego role spetnia opornik AR) przy warunku (146) na
zaciskach odbiornika. Réwnania stanowigce warunek konieczny poszukiwanego minimum
nalezy potraktowa¢ jako réwnania uwiktane pozwalajace znalez¢ prad aktywny (nasze
rozwigzanie) w funkcji pewnych parametréw ukfadu przekazujacego energie (np. takich jak w
naszej prostej sytuacji "AR", ogélniej, parametry te powinny by¢ elementami pewnej
przestrzeni Banacha, np. R", 12. O ciggtosci (a nawet rdzniczkowalnosci) tej funkcji decyduje
twierdzenie Gravesa [19, s.190] (je$li oczywiscie, jego zatozenia sg spetnione). Czyli
w rezultacie prad aktywny zalezatby w sposdb ciggly od parametrow ww. uktadu
przekazujacego "w poblizu™ takiego ich stanu, ktdry realizuje bezposrednie zatgczenie SEM

na odbiornik. Temu za$ towarzyszy warunek [|Aulll2 « jjuji”. Jest on wiec w istocie rzeczy
pewng konsekwencjg '‘zblizania si¢" uktadow przekazujacych pewnej klasy do zwarcia.

W przypadku gdy klasa ta ma takg budowe, jak na rys.2, odwracamy role i zamiast zgdania

"matosci' "AR" stawiamy ww. warunek dla napiec.

W przestrzeni LA wprowadzamy baze trygonometryczng (91) i ukfad wspétrzednych
oparty na niej. Dla tej bazy wspétrzedne pragdowe oznaczamy J = (a0,al,b,,...,a,,,b,,,...),
gdzie wspotczynniki a~a”b, anbr>.. wystepujg w tej samej kolejnosci, co elementy

bazy (91). Wéwczas:

oraz

ul)L= (U]J),,=£ UH,=P. (148)
h~0

PrzeniesliSmy wiec minimalizacje naszego funkcjonatu (145) z przestrzeni LI do przestrzeni
uniwersalnej 12 (tzn. funkcjonat (145) posiada w pewnym punkcie ,i lokalne minimum
zwigzane wtedy i tylko wtedy, gdy posiada go funkcjonat (147) w punkcie ,,J = F(ai)). Role

funkcjonatu g w warunku ubocznym g(x)=0 wystepujagcym w twierdzeniu 1 odgrywa

funkcjonat o wartosci P- (U|J)@ , role funkcjonatu f - funkcjonat o wartosci |j| . Zatozenia
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twierdzenia 1 sa spetnione (jesli tylko |[u]] * 0, czyli odbiornik jest zasilany) i doprowadza ono

do réwnan, ktére otrzymujemy ze wzoru (134):
2J,,-pUh=0. (149)
Stad:

(150)

Podstawiajgc prawa strone wzoru (150) do wzoru (148) otrzymujemy:

2P

(151)
oraz
(152)
gdzie
P
G= (153)

tatwo wykazac, ze jesli obrac statg ¢ ze wzoru (135) tak, by spetnita nieréwnos¢ O<c < 2, to
warunek wystarczajgcy minimum, o ktérym mowi twierdzenie 2, jest spetniony. Jest to jedyne

minimum - globalne. Wynik ten jest identyczny ze wzorami (115), (118), gdzie

U =(Co,c,dL...,ch,dh,...),u0=c0,Uh=cl-jdh, heN. Czyli rzeczywiscie w uktadzie
z rys.2 prad aktywny opisany wzorami (115), (118) minimalizuje straty ARJli|*, (w

przyblizeniu, o ktérym méwilismy).

Zauwazmy, ze gdyby we wzorach (147), (148) poming¢ pewng liczbe harmonicznych
napiecia i pradu (poczawszy od pewnego numeru), to wynik procedury minimalizacyjnej
zawarty w odpowiednikach wzorow (152), (153) réznitby sie niewiele od poprzednio
otrzymanego, w sensie normy przestrzeni 12. Dokonujac takiego pominigecia przenosimy
optymalizacje do przestrzeni arytmetycznej R, co znacznie upraszcza sprawe pod wzgledem

pojeciowym.
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Przyktad 2 [4], Przyklad ten dotyczy¢ bedzie odbiornika wielozaciskowego

zilustrowanego rys.5.

Au .
i
1
AR i
2
AR
n . |
AR —*
n*1

Rys.5. (n+l)-zaciskowy odbiornik energii wraz z rezystorami odpowiedzialnymi za jej

straty
Fig.5. An (n+1) - terminal load with resistors responsible for energy losses
Zaktadamy, ze: u,,,i0eL” dla a e{l,...,n}, neN. Wygodnie bedzie operowac
przestrzenig, ktdrej elementami sg ciagi u= (u(,..,Un),i= (ji,.~i,) (traktowane
bezwymiarowo). Przestrzenigtakajest suma prosta [1, s. 417, 418] n egzemplarzy przestrzeni

Hilberta L. Przestrzen t¢ oznaczymy L2 :©I L2, L2=12. Dziatania dodawania
a=l a a

i mnozenia przez skalar okre$lamy klasycznie - jak dla kazdego ciggu. lloczyn skalamy

podany jest wzorem:

(154)

a-|
Przestrzen ta jest zupetna - czyli jest przestrzenig Hilberta. W przestrzeni tej wprowadzamy

baze:

((1,0...,0),...,(0...,0,1)..... (V2eoshffl(),0,...,0),...,
(0,...,0,V2cosh<n()), (V2sinhm(),0,...,0),..,, (155)

(0,...,0,V2sinhci)()),...), heN.

(Zera i jedynki we wzorze (155) oznaczajg podobnie jak we wzorach (91), (92), funkcje

state.) Wspétczynniki Fouriera wzgledem tej bazy oznaczamy nastepujgco:
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J

(aiO>"-)anO>" >aih>"-)aiih>~lh>""~nh>"-) e | = (156)
Nasze zadanie polega na minimalizacji strat na opornikach AR (zaktadamy, ze:

jAull®, « |ullL..) przy dostarczaniu donn mocy czynnej P. Czyli minimalizujemy funkcjonat

0 wartosci
HCHIf>=Z7" (157)
ze wzgledu nacigg (Jx) e |12, przy warunku ubocznym
(uliu=(U3), =¢0r=2 . (158)
X0

Zadanie jest wiec identyczne z tym, ktére byto okreslone wzorami (147), (148). Roéznica
polega na innej interpretacji wyrazéw ciggdw U oraz J. Wobec tego wynik podany jest
wzorem:

A =GUX, (159)
G=— . (160)

Woprowadzajac podwoéjng numeracje dla napie¢ i praddw ze wzgledu na wskaznik a oraz h
mamy:
,io=GUa0+V2Re£G U oll«acp(jh(D(-)) , (161)
e hi '
gdzie

(162)

~a0 ~ Ca0> U«h = Coh —

Prady fazowe wykazuja wiec taka sama symetrie jak napiecia fazowe dla poszczeg6lnych

harmonicznych. Dzieje sie tak dlatego, ze zagadnienie optymalizacyjne zwigzane byto
z minimalizacjg strat AP = ARJji||2,. Gdyby opornosci AR« byly rézne w réznych
przewodach, woéwczas przy okresleniu strat nalezatoby wprowadzi¢ we wzorze (154)

nieujemne wspoétczynniki wagi dla poszczeg6lnych numeréw a (réwne ARJ. Gdyby n+l

przewdd, traktowany dotychczas jako bezopomos$ciowy, zaopatrzyé w oporno$¢ rézng od
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zera, np.AR, to nalezatoby operowa¢ suma prostg n+1 skfadnikéw przestrzeni LT, a nastepnie
narzuci¢ dodatkowy warunek uboczny gl in=0 (przy jednakowej orientacji pradowej
azl
wzgledem odbiornika wszystkich n+l przewodéw) lub tez sparametryzowa¢ podprzestrzen
Hilberta (przestrzeni L2'11) opisang tym warunkiem za pomocg pradéw Oczkowych. Tego
typu zagadnien zwigzanych z wielozaciskowg budowg odbiornika mozna utworzy¢ wiecej np.
narzuca¢ rozmaite uboczne warunki symetrii na prady. (Z pomocg przychodzi wtedy teoria
sktadowych symetrycznych stosowana dla poszczegélnych harmonicznych.) Nie bedziemy
jednak ich kolekcjonowaé. Zauwazymy tylko, obserwujac gtéwny tok postepowania
w przyktadzie 2, ze mozna go powiela¢ dla odbiornikéw wielozaciskowych niezaleznie od
rodzaju przestrzeni sygnatébw napieciowych i pradowych (tu byta ona przestrzenig LI).
Wystarczy zastosowac pojecie skoriczonej sumy prostej przestrzeni Hilberta oraz obra¢ baze,
ktéra kojarzy sie z bazg poszczegblnych egzemplarzy tej przestrzeni, np. tak jak we wzorze
(155). Z tego powodu w innych zadaniach podobnego typu, réznigcych sie jedynie rodzajem
uzytych przestrzeni sygnatowych, nie ma sensu zajmowac si¢ w dalszym ciggu uktadami

wielozaciskowymi.



6. LACZNE POTRAKTOWANIE ZAGADNIEN STRAT | KSZTALTU
PRADU ODBIORNIKA DWUZACISKOWEGO Z ZASTOSO-
WANIEM PRZESTRZENI L\ ORAZ PRZESTRZENI SOBOLEWA

W@\ PRZEBIEGI PRAWIE OKRESOWE PRADOW | NAPIEC

ODBIORNIKA - PRZESTRZENIE B\B 2*

Przed konstrukcjg nastepnego przyktadu wprowadzimy pojecia funkcji rzeczywistej
zmiennej rzeczywistej bezwzglednie ciagtej oraz pochodnej uogoélnionej funkcji w sensie
Sobolewa.

Definicja 11 [23, s. 403, 404], Funkcje rzeczywistg zmiennej rzeczywistej f okreslong
w zbiorze Z cR (przedziale) nazywamy bezwzglednie ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego przedzialu domknietego < a;b > ¢ Z oraz dla kazdej liczby e > 0 istnieje liczba 8> 0

taka, ze dla kazdego skonczonego ciggu podprzedziatdw < aj;b,>, ie {l,....n} przedziatu

n
< a;b > nie zachodzacych na siebie nieréwnos¢ ~(bj -a,) <8 pocigga za sobg nieréwnos¢

('i:lf(bj)-f(aj»<e.

O

Rzeczg wazng jest twierdzenie powiadajace, ze funkcja bezwzglednie ciggta (w ww.
zbiorze Z) jest funkcjg o wahaniu skoficzonym, rézniczkowalng prawie wszedzie (w sensie
miary Lebesgue’a) i jej pochodna jest mierzalna (w sensie tejze miary) oraz lokalnie
catkowalna (tj. catkowalna na kazdym przedziale domknietym i ograniczonym zawartym
w zbiorze Z).

Podamy teraz jedng z réwnowaznych definicji pochodnej Sobolewa.

Definicja 12. Niech beda dane: zbiér otwarty fi ¢ R oraz funkcja rzeczywista okreslona
na nim taka, ze mozna zmieni¢ jej wartosci na zbiorze argumentdw miary Lebesgue’a zero
otrzymujac funkcje bezwzglednie ciggta. Jej pochodna (istnieje ona prawie wszedzie na "fi*
i jest lokalnie catkowalna) nazywamy pochodng uog6lniongw sensie Sobolewa tej funkcji.

|
Czytelnik o praktycznym nastawieniu spyta pewnie: po co taka modyfikacja zwyczajnej

pochodnej? Gtownym jej powodem jest to, ze przestrzen, ktdra zamierzamy skonstruowac
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w nastepnym przyktadzie, bytaby niezupetna, gdyby uzy¢ w miejsce pochodnej Sobolewa
pochodna zwyczajna.

Pochodna Sobolewa najczesciej bywa definiowana dla funkcji wielu zmiennych i ma
zastosowanie w teorii rownan rozniczkowych czastkowych przy konstruowaniu rozmaitych
rozwigzan uogolnionych, ktére to rozwigzania pozbawione sg pewnych cech gtadkosci.
Z pojeciem pochodnej Sobolewa, a nastepnie przestrzeni Sobolewa mozna zapozna¢ sie np.
korzystajac z podrecznika [18] (w szczeg6lnosci rozdz. I11).

Przyktad 3 [8], Wyro6znijmy w przestrzeni LI funkcje posiadajgce pochodne uogélnione
Sobolewa do | - go rzedu wiacznie (¢ ¢ 1) o catkowalnym kwadracie na przedziale < 0;T >.

Dziatania przestrzeni liniowej sg zwyczajne. lloczyn skalamy jest nastepujacy:

(163)

gdzie "X" jest ustalonym ciggiem liczb rzeczywistych oraz Xo> 0, X,>0dla 1<r</, f®=f.
Otrzymamy w ten sposob podprzestrzern L, ktora jest przestrzenig Hilberta. Jest ona
nazywana przestrzenig Sobolewa i oznaczona WR1 (mamy tu w istocie rzeczy do czynienia
z rodzing takich przestrzeni ze wzgledu na wybor ciggéw X).

Podobnie jak w przypadku przestrzeni LT, elementami przestrzeni W21 sg klasy
zbudowane z funkcji, ktére sa réwne prawie wszedzie oraz prawie wszedzie majg réwne
pochodne Sobolewa do / - go rzedu wigcznie. Dla uproszczenia rozwazan bedziemy operowac
funkcjami, ktdre sg reprezentantami tych klas.

Po tej formalnej definicji trzeba odpowiedzie¢ na pytanie: po co jg wprowadzac?
Rozwazany przez nas problem wyznaczania pradéw aktywnych ,j w przestrzeni LT co prawda
zapewnia minimum strat na opornosci AR (rys.2), lecz ma te wade, ze funkcja pradu jest
proporcjonalna do funkcji napiecia. Gdyby z jakich§ powodéw napiecie byto odksztatcone -
prad aktywny bedzie réwniez. Tymczasem chcielibysmy, by prad byt mozliwie zblizony do
sinusoidy. Moc czynng potrzebng odbiornikowi mozna przenosi¢ doh w rozmaity sposéb,
miedzy innymi tak, by wiekszo$¢ przenoszona byta w zakresie nizszych harmonicznych. Jesli
z pomoca iloczynu skalarnego (163) utworzy¢ norme (wzor (78)), to mozna spodziewac sig,
ze minimalizacja jej kwadratu (przy ustalonej mocy czynnej) wystapi wiasnie przy
uwydatnieniu nizszych harmonicznych funkcji pradu, poniewaz skiadniki z pochodnymi we

wzorze (163) uwypuklajg wyzsze. Modelujac wspoétczynniki X, mozna pozadany kompromis
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przechyla¢ raz na strone minimalizacji strat - raz uzyskujac lepszy ksztatt pradu aktywnego.
Takie sg intencje zwigzane z wprowadzeniem przestrzeni Sobolewa. Zobaczymy, ze rachunki
optymalizacyjne, ktore zamierzamy wykona¢, rzeczywiscie potwierdza nasze przypuszczenia.
Spostrzegamy, ze w poréwnaniu z poprzednimi przykfadami, znalezlisSmy sie w nowej
sytuacji. Na podzbiorze wjlcLj mamy zdefiniowany drugi iloczyn skalamy. lloczyn
przestrzeni L?T stuzy do opisania mocy czynnej, iloczyn przestrzeni Wj?1 - do zgenerowania

normy, ktérej kwadrat chcemy minimalizowac i ktora okresla nam jako$¢ dostarczonej do
odbiornika energii. Pod sformutowaniem "jako$¢" rozumiemy tu wspomniany kompromis

pomiedzy minimalizacjg strat i uzyskaniem najlepszego ksztattu pradu.
Jesli oznaczyc¢ topologie wprowadzong przez norme [13, s.304] w przestrzeni WE* przez
xw, a topologie indukowang nan z przestrzeni L (tez wyznaczong przez norme tej z Kkolei

przestrzeni) przez Tm , to mamy zwigzek

W, ctw. (164)
Czyli kazdy ze zbioréw otwartych w przestrzeni WPL wprowadzonych z pomocg normy
przestrzeni LT jest zbiorem otwartym uzyskanym za pomoca normy przestrzeni WZ,1. Mozna
wykazaé, ze inkluzja przeciwna nie ~zachodzi. Wiedzac, ze dowolny zbidr otwarty
w przestrzeni metrycznej mozna uzyska¢ sumujac pewng liczbe otwartych kul, rozumiemy
pochodzenie inkluzji (164). Mianowicie dwie funkcje lezgce "blisko siebie' w sensie normy

przestrzeni LA mogamie¢ pochodne mocno réznigce sie w sensie normy $redniokwadratowej.

Konsekwencjg inkluzji (164) jest fakt, ze zanurzenie przestrzeni W2x w przestrzen L, czyli
odwzorowanie id leW’\ jest ciggte [13, s.44], Z faktu tego bedziemy korzystac.

Mozemy poda¢ teraz nasze optymalizacyjne zadanie. Zminimalizowa¢ funkcjonat

0 wartosci

(wzgledem funkcji ie W j*) przy warunku ubocznym
(uli),, =P, uew?2\ (166)
Przeniesiemy w ten sposéb postawione zadanie do przestrzeni 12. Baze w przestrzeni 12

okresla wzor (91). Jako baze w przestrzeni W21 obieramy zbior

[AO, A, V2cosco(-), A%/2sincD(-)..... AbV2cosho>(-), AhV2sinhco(*),...}, (167)
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gdzie
Ah=vh. Vh=A +~2I(hco)2+..+X/(hco)Zec»=y , heN,,. (168)

Czyli uzyskujemy dwie liniowe izometrie (uktady wspétrzednych) w:LZ—I15 oraz
v:WjX->J2; w(i) =J=(a0al,bl...,ahbll...) (sato klasyczne wspotczynniki Fouriera),

v(i)=J=(0,a,,b... . hb,.,...) (nazywamy je wspotczynnikami Fouriera - Sobolewa

lub krécej Sobolewa). tatwo zauwazy¢, ze pomiedzy wspétczynnikami tymi mamy zwigzek

J\=V hdh. (169)

Nasze zadanie w przestrzeni 12mozna teraz sformutowac nastepujgco. Zminimalizowad

funkcjonat o wartosci

Pl =i X (170)

(wzgledem ciggu (J h) 6 12), przy warunku ubocznym

(U[7),, =X U hTIl =P, 171)

h-0
biorgc pod wuwage zwigzek (169) pomiedzy sobolewowskimi i fourierowskimi
wspotczynnikami pradéw i napie¢ odbiornika.

Wyrazajac we wzorze (171) wspotczynniki Fouriera poprzez wspotczynniki Sobolewa
i stosujgc do wyznaczenia minimum twierdzenia 1 i 2 (podobnie jak w przyktadzie 1

zatozenia obu twierdzen sg spetnione), uzyskujemy pozadane minimum dla pradu

aJ=GbU,, (Jh=GhU,), heN,, (172)
gdzie

(173)

VREi i

=Oh
<>T

i
-0
Czyli stosujac wzor ai = v~'(,J) =w ‘(ad) (widacjednoczesnie, ze: ,J el2)mamy:
,i=G, U0+ R e G ,U,exp(hoj(-)) , (174)
o h=l 6
gdzie ~un- okre$lone jest jak w przykiadzie 1. Prad aktywny opatrujemy tu indeksem s dla

odrdznienia go od pradu aktywnego Fryzego.
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Analizujac wz6r (173) widzimy, ze zgodnie z przewidywaniami zachodzi:

(175

Ta sama moc czynna, co opisana w przykiadzie 1, dostarczana jest wiec do odbiornika
z uwydatnieniem nizszych harmonicznych pradu, zblizajac jego przebieg do sinusoidy.

Przyjmujac wspétczynnik ko=I, I> 1 oraz liczbe harmonicznych napiecia wiekszg od

jednosci, tatwo zorientowaé sig, ze straty na oporniku AR (ARL = ARNT G JUj) sa

w tym przypadku wigksze od strat obliczonych w przykladzie 1 (ARJjai|ll = AR”™ G 2Uj).
T o *

Idea koniecznych do przeprowadzenia rachunkéw jest podobna do przyjetej przy dowodzie
nieréownosci (130), totez pominiemy je.
O

Przed sformutowaniem nastepnego przyktadu znoéw potrzebna jest pewna porcja
wiadomosci. Do tej pory definiowalismy stosowane przestrzenie Hilberta okreslajac dla
odpowiednich przestrzeni liniowych wprost iloczyn skalamy. Nie zawsze jest to wygodne.
Nieraz lepiej najpierw okresli¢ norme. Nie w kazdej jednak przestrzeni unormowanej mozna
okresli¢ iloczyn skalamy powigzany z ta norma wzorem (78). Powstaje wiec pytanie: Kkiedy
mozna? Do odpowiedzi na to pytanie potrzebne jest sformutowanie tzw. prawa
réwnolegtoboku [I, s.419].

Otdéz w przestrzeni unitarnej X dla dowolnych elementéw x,yeX zachodzi wzo6r (prawo

réwnolegtoboku)

Ix+yf+1x-yf =2(]|x|f+|M3)- (176)
Wynika ono prosto z zastosowania wzoru definicyjnego (78) dla normy w przestrzeni
unitarnej.
Okazuje sie [1, s. 419, 420], ze jesli w przestrzeni unormowanej spetnione jest prawo

rownolegtoboku oraz zdefiniujemy odwzorowanie o wartosci

POGY) = i(lIx +yll2-[1x-y[[2), 177)

to dla rzeczywistej przestrzeni unormowanej odwzorowanie to stanowi iloczyn skalamy, tzn.

przez odwzorowanie ( |)

(xly) = p(x.y) (178)
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spetnione sg warunki (70)-(73). Natomiast dla zespolonej przestrzeni unormowanej wystarczy
przyjac:

(xly) = p(x.y)-ip (ix.y), (179)
by spetnic¢ te warunki.

Czyli prawo réwnolegtoboku jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, by
przestrzenn unormowana (Banacha) stawata sie przestrzenig unitarng (Hilberta) z iloczynem
skalarnym powigzanym z normawzorem (78).

Nastepnie potrzebna bedzie umiejetnos¢ tzw. uzupetniania przestrzeni unormowanych do
przestrzeni Banacha (czyli zupetnych) oraz przestrzeni unitarnych do przestrzeni Hilberta
(czyli zupetnych). Poniewaz mamy zamiar rozpoczaé nasz przyktad od konstrukcji przestrzeni
unormowanej (spetniajgcej prawo réwnolegtoboku), wiec zdefiniujemy, co rozumiemy przez
uzupetnienie w tym przypadku (por.: [15, s. 59-61]).

Dwie przestrzenie unormowane X i Y nazywamy réwnowaznymi, jesli istnieje operator

liniowy U odwzorowujacy przestrzeri X na przestrzen Y zachowujacy norme, tzn.:

U(xoly HMIX « xen- (18°)
Przestrzen Banacha Y nazywamy uzupetnieniem przestrzeni unormowanej X, jesli w "Y"
istnieje podprzestrzen liniowa Yo (unormowana normg przestrzeni Y) réwnowazna
przestrzeni X i gestaw "Y".
"Gesta w "Y' ' tzn., ze domkniecie przestrzeni Yo jest rowne przestrzeni Y(Yo =Y).
Mamy tez twierdzenie.
Twierdzenie 6. Kazda przestrzen unormowana X ma uzupetnienie Y ijest ono okreslone
z doktadnoscig do réwnowaznosci.
O
Istnieje standardowa metoda uzupetniania dowolnej przestrzeni unormowanej
pochodzgca od Cantora (Cantor zastosowat jg uzupetniajac przestrzen liczb wymiernych do
przestrzeni liczb rzeczywistych.) My zastosujemy inng. Jesli udatoby sie nam zbudowad
pewng szerszg przestrzen Banacha Y, w ktorej wyrdznilibySmy podprzestrzen unormowang

Xo, to dotaczajac do niej elementy x e Y okre$lone wzorem
lim»-J|x- x,|]ly=0, gdzie x,, eX0 (181)

otrzymujemy podprzestrzen Banacha X przestrzeni Y. Czyli X = Xo.

Teraz przystepujemy do wytozenia przyktadu.
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Przyktad 4 [16; 7], Najpierw trzeba wiec bedzie naszkicowa¢ metode konstrukcji funkcji
prawie okresowych, ujmujac je w ramach pewnej przestrzeni Hilberta. Rozpatrzmy zbior
funkcji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej o kwadratach lokalnie catkowalnych w sensie
Lebesgue’a (tzn. catkowalnych na kazdym przedziale domknietym i ograniczonym)

i majacych granice
jf2(t)dt<oo. (182)

Jako dowolny element definiowanej przestrzeni wprowadzimy klase funkcji rézniacych sie
0 funkcje, dla ktorych powyzsza granica jest réwna zeru. Klasy te sg w tym przypadku
znacznie obszerniejsze niz w przypadku przestrzeni LT. Funkcje nalezace do jednej klasy
moga np. rozni¢ sie o dowolne funkcje o ograniczonej catce kwadratu na zbiorze R (tzn.

w interpretacji energetycznej - o ograniczonej energii). Norme w tej przestrzeni okre$lamy

wzorem

icC -feafw )*- (>83)

Jest to przestrzen zupetna, czyli Banacha. Nazywamy ja przestrzenia Marcinkiewicza
loznaczamy literg M [16, s. 28, 29].
W przestrzeni tej wyrézniamy zbiér B2wielomianow trygonometrycznych
w(t) =a0+£ (>/2ah GBI + V2 bhsin oht),
H (184)

a0ahb, eR, o, eR, neN.
Rozumiemy, ze chodzi tu kazdorazowo o te klase funkcji nalezaca do przestrzeni M, ktorej
reprezentatem jest wielomian w. Zbiér wielomianéw uzupetniamy tworzac podprzestrzen
Banacha przestrzeni M. Kwadrat normy okreslony jest wzorem (183), gdzie w przypadku tej
przestrzeni (jak mozna wykaza¢) granice gérng mozna zastgpi¢ zwykla. Norma spehnia
woéwczas warunek rownolegtoboku (wzér (176)). Z pomocag wzoru (177) wprowadzamy

iloczyn skalamy
flg)B = lim ¢ Jf(t)g(t)dt . 185
(flo) T[>®%{JJ()() (185)

Jest to przestrzen Hilberta. Nazywamy jg przestrzenig Besicovitcha i oznaczamy symbolem

B2.
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Jesli w przedstawionej powyzej konstrukcji przestrzeni M zatozymy dodatkowo, ze
funkcje nalezace do niej posiadaja pochodne Sobolewa do I-go rzedu wiacznie o kwadratach
lokalnie catkowalnych w sensie Lebesgue’a oraz dla pochodnych tych istniejg granice
okredlone jak we wzorze (182), to znéw wprowadzajagc odpowiednie Klasy funkcji
uzyskujemy przestrzen Banacha zwang przestrzeniga Marcinkiewicza - Sobolewa (MSX

o kwadracie normy
A.,,>0, >r>0 dla 1<r<”. (186)

Dysponujac w przestrzeni MSX wielomianami trygonometrycznymi (wzér (184))
(doktadniej: odpowiednimi klasami funkcji, do ktorych naleza te wielomiany) uzupetniamy
ich zbior tworzac podprzestrzenh Banacha tejze przestrzeni. Nastepnie stwierdzajac spetnienie
w niej warunku réwnolegtoboku (obowigzuje wéwczas we wzorze (186) granica zwyczajna),

wprowadzamy zgodnie ze wzorem (177) iloczyn skalamy
(187)

otrzymujac przestrzen Hilberta BS2i', zwang przestrzenia Besicovitcha-Sobolewa.

W dalszym ciggu, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, formutujemy nasz problem
optymalizacyjny. Znalez¢ funkcje a e BS2A (reprezentujaca odpowiedniag klase - element
przestrzeni BS2A i oznaczong dla uproszczenia tak jak ta klasa) minimalizujaca funkcjonat

0 wartosci

przy warunku ubocznym
(uli)B =P, ueBS2\ (189)

Kolej na wprowadzenie odpowiednich baz w przestrzeniach B2i B2'\ W pierwszej z nich

(190)

(191)

=v»> Vu=¥xo+Xko2+.+X./to2 , ®mer, =R ,u {0}. (192)



. 52.

Sa to bazy hilbertowskie, lecz nieprzeliczalne, wobec tego tym razem przestrzen 12 nie moze
odgrywac roli przestrzeni uniwersalnej (liniowo izometrycznej z przestrzenig B2 lub B2X).
Role te odgrywa natomiast zdefiniowana juz poprzednio przestrzen 12 (W), gdzie zbior W jest
réwnoliczny ze zbiorem R,.

Czyli wprowadzamy z pomoca baz uktady wsp6trzednych
w:B2—»r(W),v:BS2x—12(W). Stosujac jc mamy w(i) = J,v(i) = g gdzie powiazanie
"J"oraz"J " realizuje ztozenie wov_l. Wyraza ono naturalne wiozenie przestrzeni B2X
w przestrzen B2 w powyzszych ukfadach wspétrzednych i jest odwzorowaniem liniowym
(iniekcja) oraz ciggtym na skutek zachodzenia inkluzji

the' b’ ¢t b (193)
podobnej do inkluzji (164). Moéwiac o inkluzji BS2l ¢ B2trzeba uczyni¢ pewng uwage.
Mianowicie klasy funkcji bedgce elementami obu przestrzeni moga posiada¢ wspolne
elementy, lecz nie sa wowczas identyczne. Bedziemy je w takiej sytuacji identyfikowaé, by
mo6c moéwi¢ o naturalnym wiozeniu (zanurzeniu), a nie o zanurzeniu homeomorficznym [13,
s. 94],

Odwzorowanie w°v~‘ mozna zapisac¢

(194)

Przenosimy problem optymalizacji do przestrzeni 12(W). Mamy wiec poszukaé elementu
J minimalizujacego funkcjonat o wartosci

I3

| =S T7i=1ICs- (195)
*H (W) (W
przy wamnku ubocznym
175 W=S 0 =Culi)B =P. 196
( W 2, 1i) (196)

Stosujac twierdzenia 1,2 (ktorych zatozenia sg spetnione) mamy, dla widma (coh), heN O
napiecia zasilajgcego odbiornik, rozwigzanie problemu

Jh=GhUh, ,Jeil (197)

Cc S

gdzie "G h' okreslone sg wzorem (173), w ktorym nalezy rozumie¢, ze wspotczynniki Vh

podane sg wzorem (192) dla kolejnych wartosci "'ooh'. Czyli:
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=GOtV 2R e£G llUllexp(jo>li()) . (198)
h-1

(Podobnie jak we wzorze (174), indeks s przy literze i we wzorze (198) zostat uzyty dla

odroznienia pradu aktywnego i od pradu aktywnego Fryzego.)

Zwréémy uwage, ze w punkcie pracy odbiornika widma pradu i napiecia nie musza by¢
identyczne. Moze to powodowaé zjawisko rezonansu, niestacjonamos$¢ lub nieliniowo$é
odbiornika. Natomiast pozadany prad aktywny ma widmo identyczne z widmem napiegcia. Dla
pewnego typu odbiornikéw (np. liniowych i stacjonarnych bez rezonansu) dogodny jest
rozklad ortogonalny przestrzeni 12 (W) na sktadniki liniowo izometryczne z przestrzenig 12[9]
- jeden z takich sktadnikow (dla ciggu(coh)) wystepuje wtasnie dla widma napiecia i pradu
aktywnego. Nie bedziemy jednak tego tematu tu rozwijac.

O



7. GENERALIZACJA ROZWAZAN Z PUNKTU 6 NA PRZYPADEK
DOWOLNEJ PARY SYGNALOWYCH PRZESTRZENI HILBERTA
H, |

Cztery przedstawione przyktady zachecajg do pewnego uogélnienia metody wyznaczania
pradéw aktywnych odbiornikéw zasilanych SEM (ewentualnie zrédtem ‘niemal sztywnym®
w sensie wyjasnionym poprzednio w przykfadzie 1). Uogo6lnienie to miatoby na celu
stosowanie podobnej procedury dla rozmaitych przestrzeni sygnatéw napieciowych
i pradowych (patrz: [9]].

Przypus¢émy wiec, ze dana jest pewna przestrzeri Hilberta H z iloczynem skalarnym
reprezentujacym moc czynng (w pewnych przypadkach energie) oraz ze na pewnym jej
podzbiorze wprowadzamy drugi iloczyn skalamy generujacy norme, ktdrej kwadrat odgrywa
role wskaznika jakosci dostarczonej do odbiornika energii. W ten sposob uzyskujemy druga

przestrzen Hilberta oznaczong litergl. Zachodzi:

IcH, (199)
the t,, (200)
uel, (201)

gdzie "Tj'" jest topologig przestrzeni | wprowadzong przez jej norme, a "Tm" - topologia
podprzestrzeni | indukowang z przestrzeni H. Wzory (199), (200), (201) mozna traktowaé
jako definiujace klase K ztozong z uporzadkowanych tréjek
(H,Lu)eK =w jaAw2Aw3, (202)

gdzie "wir, "W2", ""W3" 0znaczaja kolejno wyrazenia (199),(200), (201). Wzory te stanowig
uogoblnienie sytuacji zaobserwowanej w ww. przyktadach. w przyktadach 1,2 mielismy
dodatkowo réwno$¢ 1=H. Uogdlnienie to jest zbyt obszerne, poniewaz obejmuje ono i takie
przypadki przestrzeni H,l, dla ktérych trudno byloby znalezé wspomniang interpretacje
energetyczng. Dotyczy to w szczegdlnosci przestrzeni o bazach dostatecznie wysokiej mocy
(mnogosciowej). Lecz w tej chwili najwazniejszy dla nas jest fakt, ze spora klasa przyktadow
posiadajacych znaczenie w elektrotechnice da sie tak opisac.

W przestrzeniach H oraz | obieramy dowolne hilbertowskie bazy (w konkretnych
przyktadach takie, ktdre sg z jaki$ wzgledéw dla nas wygodne) i tworzymy opierajac sie na

nich uktady wsp6trzednych (liniowe suriektywne izometrie)
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W i H -» IXWH, (203)
v il ->iQWi). (204)
W szczeg6lnosci moze zachodzi¢ rownoscé
W= WH= W, (205)
ktorej spetnienie, dla uproszczenia rozwazan, bedziemy w dalszym ciggu zaktada¢ (taka
sytuacja wystgpita w rozpatrywanych przyktadach).
Nasladujac je mamy teraz problem optymalizacyjny. Znalez¢ element iel minimalizujgcy

funkcjonat o wartosci

(it (206)
przy warunku ubocznym

(ul)H=P, uel. (207)
Problem ten wyrazamy w przestrzeni uniwersalnej 2(W) stosujac uktady wspotrzednych w,v.

Czyli zamierzamy znalez¢ element 'J e (W) minimalizujacy funkcjonat o wartosci
r t(vm=m\;\l-ja)3= e I=v(i), (208)
przy warunku

(UI),.w,= S U"jI=(uli)H=P. J=w(), U=w(u). (209)

XeW
Poniewaz ukfady wspotrzednych w oraz v sg suriektywnymi izometriami liniowymi
i zachodzi wzor (200), wiec wiozenie naturalne "I" w "H' wyraza sie w nich odwzorowaniem
liniowym i cigglym

p=wov_:jAW) -» 2AW). (210)
Odwzorowanie takie mozna przedstawi¢ (por.:[l]):

Ux=£c£’U" Ilub Ix=£c£'J°, (211)

aeW aeW

gdzie macierz C spetnia warunki

X(Ct)2<e° dlaXxeW, £ (£ C~™Ja)2<co,dla'JEI2W). (212)

aeW XcW  oteW
(W przyktadach 3,4 macierz C byta diagonalna o elementach przekatnej odpowiednio Ah, AM

aw przyktadach 1,2 - jednostkowa.) Warunek (209) zapiszemy teraz

E £ iv KIF=p- 213)

aeW PeW

gdzie
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D0,=Z ciCj. (214)

Czyli znéw trzeba zminimalizowa¢ funkcjonat okreslony formutg (208) przy warunku (213).
Ciagle zaktadamy, ze:
HI, * 0« (215)

Rozwigzanie tego problemu, uzyskane na podstawie twierdzen 1,2, jest nastepujace:

»X =S ?»P,Up, 216
S p (216)
gdzie
9-=n S w p i7)
YeW5fw
Ex=2Z D»?Dip- 218
Gw P (218)

W szczegblnym przypadku, gdy zbior W jest réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych N,
role przestrzeni 1AW) przyjmuje przestrzen 12i sumowanie podtug wskaznika nalezacego do
"W zastepujemy sumowaniem poditug liczb naturalnych. Mozna wykazaé, ze mianownik
wzoru (217) zeruje sie jedynie, gdy: IUEO dla kazdego wskaznika yeW. Mozna wykazaé
réwniez, ze szeregi wystepujgce w naszym uogolnieniu sg bezwzglednie zbiezne i wobec tego
kolejnos$¢ sumowania w nich nie odgrywa roli. Macierze D oraz E sg macierzami odwzorowan
liniowych i ciagtych przestrzeni 2AW) w siebie.

Obserwujgc wzory niniejszego punktu spostrzegamy ich podobienstwo z klasycznym
zapisem tensorowym. Gdyby zastosowa¢ umowe sumacyjng, pomijajac znaki sumy
w przypadkach wskaznikéw powtarzajacych sie w iloczynach - podobienstwo to bytoby
jeszcze wyrazniejsze. Nie jest ono przypadkowe! Obierajgc bazy w przestrzeniach H oraz |
i wprowadzajac na ich podstawie uktady wspétrzednych w, v, czynimy z nich rozmaitosci
hilbertowskie (pokryte w obu przypadkach dziedzingjednej globalnej mapy) [5], Dziatajac na
te ukfady unitarnymi grupami transformacji GUT(12W)) otrzymujemy na powyzszych
rozmaitosciach kolejno struktury Kleina U wGQUTi (w)) , U vOUT(I(W)) « Wybdr grup unitarnych
ttumaczy sie tym, ze wzory (209), (208) okreslajace iloczyn skalamy i kwadrat normy

pozostajg wéwczas wspdtzmiennicze. Wybdr ten kojarzy sie poza tym z wyborem dowolnych

baz hilbertowskich w przestrzeniach H,I.
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Nastepnie w zamieszczonych wzorach nalezy rozpozna¢ skfadowe pewnych obiektow
geometrycznych wystepujacych na opisywanych rozmaitosciach, wyrazonych w odpowiednich
uktadach wspétrzednych. Sg nimi wektory U,J,'U," zaczepione w dowolnym punkcie
odpowiedniej rozmaitosci. Nie precyzujemy, czy sga to wektory kontrawariantne, czy
kowariantne, bowiem przy ograniczeniu sie do transformacji unitarnych nie ma réznicy
miedzy nimi. (Z tego powodu nie ma tez potrzeby rozrozniaé wskaznikéw ko
i kontrawariantnych w przypadku tensoréw.) Ten fakt powoduje tez dowolnosé
w rozmieszczaniu wskaznikéw skladowych wektoroéw i tensoréw na poziomie gornym lub
dolnym w omawianych wzorach obecnego paragrafu. Specyficzng role odgrywa obiekt
geometryczny o macierzy sktadowych C w uktadach wspétrzednych w,v. Jest on wektorem ze
wzgledu na struktury obu rozmaitosci H,I. Jest to zatem tzw. obiekt geometryczny
rozdwojony, bedacy odpowiednikiem klasycznego (wystepujgcego w geometrii skonczenie
wymiarowej) tensora posredniczacego, ktérego sktadowe uzyskuje sie rozniczkujac
odwzorowanie p(wzor (210); por.: [14, s. 153]). Obiekty geometryczne o macierzach D oraz
E sg tensorami o podwdjnej Walencji na rozmaitosci I. Obiekty te maja rowniez dowolne
punkty zaczepienia (mozna powiedzieé, ze tworzg one odpowiednie obiekty geometryczne
swobodne).

Warto zauwazy¢, ze wzgledem zdefiniowanych struktur Kleina wzory (208), (209), (211),
(213), (214), (216), (217), (218) sg wspotzmiennicze (mamy tu ilustracje pojecia komitanty).

Motywacjga praktyczng wprowadzenia tego geometrycznego nurtu rozwazan moze byc to,
ze w pewnych uktadach wspotrzednych macierze C, D, E sg diagonalne, co jest, oczywiscie,
pozadane (tak byto w przykladach (1-4)). Podobne rozumowania z podobng motywacja
mozna by przeprowadzi¢ w dalszych rozdziatach, gdzie optymalizacja dotyczy sieci bardziej
ztozonych. Lecz lepiej tego nie czyni¢, by nie przecigza¢ treSciami geometrycznymi

Czytelnika, ktéry, by¢ moze, nie na taka lekture jest teraz nastawiony.



8. ZAKRES STOSOWALNOSCI TEORII ROZWAZANYCH MOCY

Punkty 6,7 poswiecone byly wyznaczaniu pradu aktywnego, ktéry z jednej strony
zapewniat zmniejszenie strat na rezystancji AR wigczonej w szereg z odbiornikiem, z drugiej
za$ powodowat w przypadku przebiegéw odksztatlconych zblizenie pradu odbiornika do
sinusoidy. Patrzac na wzory (115) - (118) mozna spytaé: czy podobne rozktady pradéw
odbiornikéw mozna zrealizowa¢ w przypadku uzycia dowolnej paty przestrzeni Hilberta H,I
w sensie wyjasnionym w tych punktach? Ideajest tu przejrzysta. Trzeba roztozy¢ prad i - ,ji na
sktadniki: pierwszy, ktory tatwo skompensowaé pewnymi prostymi kompensatorami i drugi,
niekompensowalny w ten sposéb. W szczeg6lnym przypadku te proste kompensatory - to po
prostu ukfady L,C. W élad za dokonaniem takiego rozktadu idzie, oczywiscie, nastepne
pytanie: czy trzy prady uzyskane w wyniku tego rozktadu sa parami prostopadie oraz czy,
w przypadku ustalonego napiecia zasilania (o petnym widmie) i stosowania réznych
odbiornikéw pobierajacych prady iel, mozna roztozy¢ przestrzenn | na ortogonalng sume
prosta podprzestrzeni I,, L, Ink na ktére sktadaja sie kolejno prady aktywne, kompensowalnc
i niekompensowalne z pomocg pewnych Ssrodkéw? Jak pokazano w artykule [8] (gdzie
rozwazania odnoszg sie do odbiornikow (n+1) - zaciskowych, neN i pary przestrzeni
L2 , Wj *), rzeczywiscie, jesli dla n>l uczyni sie pewne dodatkowe zatozenia o odbiornikach
(nie trzeba ich przyjmowac dla n=I), rezultat taki mozna osiggna¢. Podobnie rzecz ma sie
w przypadku pary przestrzeni B2, Bu (por.: [7], gdzie rozwazany jest przypadek n = 1). Dla
dowolnej pary przestrzeni H,I wraz z wyr6znionym napieciem zasilania i klasg
kompensatoréw mozna co najwyzej postulowac rozktad przestrzeni na ortogonalna sume
prosta, tak jak to zostato zrobione w pracy [9], Postulat ten traktujemy jako wyrézniajacy
pewne pary przestrzeni H,I (SciSlej: ww. czworki). Jesli nie jest on spetniony w sposéb
naturalny, tak jak to jest dla par (LZ,W 2l ),(B2, B2X) oraz pradéw n, traktowanie go jako
dodatkowego warunku ubocznego w postawionym zagadnieniu optymalizacyjnym jest
pozbawione praktycznego sensu (bowiem oprdcz oczywistej jego komplikacji, w przypadku

gdy ma ono rozwigzanie, wartos¢ bedzie wiegksza lub réwna analogicznej wartosci

uzyskanej bez stawiania tego warunku).
Konsekwencjg wzajemnej prostopadtosci (w sensie iloczynu skalarnego przestrzeni I)

pradoéw ai, ki, ,ki, przy przyjeciu definicji odpowiednich mocy
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p.=1414 'Qk=14 Ik >pkH [411.4 *P™=141ill (219>

jest tzw. prostopadtos$cian mocy

Pm=p2+Qw+QL. (220)
ktdry jest uogblnieniem wzoru (124). Moc P, jest wiec niejako "“$wiadkiem' osiagnietego
przez prad a stanu optymalnego. Moce Qit, Qnt z kolei $wiadcza o nadmiarze pradu
odbiornika i wskazujg na czesci tego nadmiaru: Qt okresla cze$¢ tatwiej kompensowalng i Q.k
- trudniej (z ewentualnym uzyciem bardziej ztozonych kompensatoréw). Wida¢ wiec, ze moce
te majg w toku naszego wyktadu charakter wtérny (sa pewng konsekwencjg postawionego
zagadnienia optymalizacyjnego). Lecz z drugiej strony stanowig prosty i pozyteczny $rodek
oceny stopnia odejécia odbiornika od optymalnego stanu pradowego.

Powstaje nowe pytanie: czy w przypadku uktadéw, ktére przekazujg energie ze zrodet
SEM do odbiornikéw posiadajgcych bardziej ztozong konstrukcje niz szeregowo potgczony
opornik AR z odbiornikiem, da sie odtworzy¢ cigg rozumowan doprowadzajgcych do wzoru
(220) i stanowigcych o sensie i potrzebie definiowania mocy Qk, (Jnt (w szczeg6lnosci mocy

Q. Q¥)? Zilustrujmy rzecz prostym schematem (rys.6).

'.'E ‘ AP TU p e, i, A,zi EI

_— Odbiornik
Element przekazujacy energie

Rys.6. Obwod elektryczny ztozony z SEM, elementu przekazujacego energie do
odbiornika oraz odbiornika dwuzaciskowego
Fig.6. An electric network consisting of an electromotive force (emf), an element
transferring energy to the load and a two-terminal load
Problem optymalizacji polega na znalezieniu pradu 2»iel minimalizujacego funkcjonat
jakosdci o wartosci (elii)i + (2J20L ("ji"* oraz "W zalezg od '2"!, w szczeg6lnosci dla I1=H
wartos¢ ta réwna jest AP), przy warunku GubOtpP- Doktadniej postawimy go w nastepnym
punkcie pracy, gdzie bedzie on sformutowany dla dowolnej skonczonej liczby SEM oraz
odbiornikéw wraz z problemem jednoczesnego doboru kompensatoréw. Jak pokazuje wynik
obliczen przeprowadzonych w pracy [26] (dla pewnego szczegdlnego uktadu o schemacie

z rys.6), omawiana wzajemna ortogonalno$¢ tréjki pradow &, i, si zostaje naruszona
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w przestrzeni | (jej role odgrywa wéwczas przestrzen X), jak réwniez, czego mozna byto
sie spodziewa¢ na podstawie rozumowan punktu 6, w przestrzeni H (tam jest to przestrzen
Lk ). Skutkiem tego nie zachodzi wzér (220) i poprzedzajace go definicje mocy (wzér (219))
tracg swoje naturalne zastosowanie. (Moce Qk, Qrk przestajg by¢ woéwczas miernikiem
"'odstrojenia’ odbiornika od stanu optymalnego.)

Klasyczna teoria mocy stawiata sobie za zadanie znalezienie takiej mocy, ktora
zalezataby wytgcznie od napiecia i pradu odbiornika i $wiadczytaby o wystgpieniu minimum
strat w uktadzie doprowadzajgcym energie do niego. Chciata ona takze stworzyé moce, ktore
wchodzg w relacje z powyzszag za pomocg zhanego nam juz Wwzoru zwanego
prostopadioscianem mocy i Swiadczg o 'odstrojeniu™ odbiornika od stanu optymalnego.
Widzimy, ze druga cze$¢ tego zadania w przypadku uktadu zilustrowanego rys.6 jest na ogot
niewykonalna (chyba, ze np. uktad ten redukuje si¢ do przedstawionego na rys.2). Nietrudno
wyjasni¢ przyczyne, dla ktorej i pierwsza czes¢ zadania jest rowniez na ogot niewykonalna.
Aby posiada¢ informacje o stratach AP ukltadu przekazujgcego energie (lub tez ogodlniej:
o uzytym poprzednio funkcjonale jakos$ci) trzeba oprocz pary wielkosci (2U, 2) zna¢ réwniez
pare (iu, ji), ktéra z zatozenia nie bierze udzialu w konstrukcji mocy majacej $wiadczyé
0 osiggnieciu minimum strat. Rozumowanie to czesciowo sformalizujemy. Réwnania uktadu
przekazujacego energie sg nastepujace:

ii=cf(2i,e) = f(2), f:1—, (221)
2u=cg(2i,e) = g(2), g:l—I, (222)
(dla ustalonej SEM e).

Prad stuzacy do zdefiniowania oczekiwanej mocy (po pomnozeniu jego normy

w przestrzeni | przez'|[2ul|(*") okreslony jest z pomoca odwzorowania o wartosci

k(2i,2u) = k(4,9(2)), k:IxI—-=R ; (223)
natomiast prad bedacy wynikiem optymalizacji:

Jd=1(f,g)el, f,g:1—, (224)

bowiem zalezy on od wilasnosci uktadu przekazujacego energie. Czyli oczekujemy spetnienia

réwnania

(225)

f,g:l->1, (226)
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(zbior odwzorowan f i g mozna zawezi¢ narzucajac na nie rozmaite dodatkowe warunki, jak
np. ciggtos¢) oraz elementy jie] spetniajace warunek
(9(Ji)lJ0,,=P - (227)

Roéwnanie (225) stuzy do wyznaczenia poszukiwanych odwzorowan k przy zadanym
odwzorowaniu 1 wynikajacym z rozwigzania problemu optymalizacyjnego. Spetnienie
tozsamosciowe tego réwnania oznacza uniwersalno$¢ poszukiwanego pradu k(2,g(2)) ze
wzgledu na Kklase uktadéw opisanych dowolnymi odwzorowaniami f,g;l—»1 i o dowolnym
pradzie odbiornika Zel pobierajgcego moc czynng P. Nie bedziemy poszukiwali wszystkich
rozwigzan tego réwnania (dla rozmaitych ograniczeh narzucanych na dziedziny odwzorowan
k i 1). Lecz widaé, ze stanowig one pewne wyjagtkowe przypadki z tego wzgledu, ze lewa
strona réwnania zalezy od '2", "'g" prawa od "f i "g". Rozumiemy tez w S$wietle tego
wyjatkowo$¢ zasilania "'prawie sztywnego". Woéwczas mamy jedno odwzorowanie f=idi oraz
"g" jest odwzorowaniem w przyblizeniu statym (2J«e). Odwzorowanie 1 okreSlone jest

w przypadku przestrzeni I=H=LZ wzorem (115) (,i ~ Ge) . Lewa i prawa strona w réwnaniu

(225) sa wiec wartosciami odwzorowan statych ("' jest okre$lone w dziedzinie
jednopunktowej). W omawianym juz przyblizeniu réwnanie to jest spetnione.

Wida¢ wiec, ze w przypadku dowolnego zasilania odbiornika klasyczna teoria mocy
ulega zatamaniu (nawet jedli stawiamy tylko problem strat, a nie interesujemy sie ksztattem
pradu 20 Zasilanie "'prawie sztywne" stanowi wiec na ogét kres stosowalnosci tej teorii. Jak
przekonujemy sie na podstawie przeprowadzonych rozwazan, ograniczenie to nie wynika
z przyjecia jakis "btednych™ definicji mocy aktywnej oraz biernej i nieodnalezienia tych
"wiasciwych™. Po prostu jest ono skutkiem braku wystarczajacych informacji o ukfadzie
przekazujgcym energie do odbiornika, jesli obserwujemy jedynie jego (tzn. odbiornika)
zaciski. Wielu elektrykéw zajmujgcych sie teorig mocy usitowato odgadnac te "‘wiasciwe™.
Z historig owych zmagan (do roku 1984) Czytelnik moze zapozna¢ sie studiujac publikacje
[12].

Zagadnieniem skojarzonym z omawianymi jest tzw. problem taryfy, to jest optat, jakie
powinni wnosi¢ poszczeg6lni odbiorcy za spowodowanie dodatkowych strat w uktadzie
przekazujgcym im energie, wystepujacych przy przekroczeniu pradu optymalnego.
(Dodatkowych - tzn. bedacych roéznicg strat spowodowanych aktualnymi pradami
odbiornikéw oraz pragdami optymalnymi.) Jesli przyja¢ dla kazdego z odbiorcéw sposéb

dostarczania tej energii opisany na rys.2 - nie wida¢ tu specjalnych trudnosci. Moc Q, ktéra
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w kwadracie wraz z kwadratem mocy czynnej daje kwadrat mocy pozornej, moze stuzy¢ za
podstawe do skonstruowania takiej taryfy (przy bardziej liberalnym podejsciu do odbiorcy
role tej mocy moze przejag¢ moc Qk). Poniewaz kwadrat tej mocy jest proporcjonalny
(w ukfadzie z rys.2) do dodatkowych strat, to w przypadku gdy zmienia sie on wolno w czasie
(wolno - tzn. zmiany te sga znaczne dopiero w czasach znacznie wigkszych od okresu dla
przypadku przestrzeni LX), wystarczy go catkowaé uzywajac dodatkowo odpowiedniego
wspdtczynnika proporcjonalnosci.

Niestety, w sytuacji podobnej jak na rys.6 (réznica polega na tym, ze mamy teraz m
wydajnikéw SEM i n odbiornikéw, gdzie m> 1, n> 1 oraz wspdlny ukiad przekazujacy
energie do odbiornikéw), catkowita dodatkowa moc strat nie moze by¢ na ogét obliczona
droga superpozycji ze wzgledu na kolejne zatgczanie poszczeg6lnych odbiornikow i skutkiem
tego nie wiadomo, jak "‘sprawiedliwie’ rozdzieli¢ koszty tych strat miedzy poszczeg6lnych
odbiorcow. Jesli jednak mamy sytuacje, gdy prady pobierane przez odbiorcéw rdznig sie
niewiele od stanu optymalnego (mamy stan uktadu, ktdry mozna nazwa¢ suboptymalnym), to
wowczas bedziemy mogli zaproponowaé pewne rozwigzanie problemu taryfy. Mianowicie
wyobrazmy sobie zalezno$¢ catkowitych dodatkowych strat AP od wspotczynnikéw
fourierowskich pradéw poszczegdlnych odbiornikéw (gdzie wspdtczynniki te wyznaczane sg
wzgledem pewnej bazy w przestrzeni Hilberta, do ktérej funkcje pradoéw nalezg) w postaci

odwzorowania o wartosci

AdP =h(2J,...,2J) eR, 2Jel2(W) k e{l n} (228)

(Ogolniej, role przyrostu AP moze przeja¢ przyrost pewnego funkcjonatu jakosci, ktérego
odpowiedniki minimalizowane byly w poprzednich przyktadach, a zbudowanego teraz dla
uktadu o wielu odbiornikach.) Nastepnie skonstruujmy w otoczeniu pradu optymalnego
uktadu (tzn. pradu aktywnego) rdézniczke pierwszego rzedu odwzorowania h (zaktadamy, ze

jest ono rézniczkowalne), por. [19, s. 138-144]

Rézniczka tajest suma n przyczynkow

230y
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ktére mozemy przypisa¢ kolejno kazdemu sposrod odbiorcéw energii. Jesli prady 2J oraz
21J sgwolno zmienne w czasie (w sensie wyjasnionym w przypadku przestrzeni L3,czytez

raczej wéwczas B2), wystarczy catkowaé te przyczynki otrzymujac w ten sposéb obcigzenie
poszczeg6lnych odbiorcow dodatkowymi kosztami. W stanie suboptymalnym rézniczka
pierwszego rzedu dobrze przybliza przyrost funkcjonatu h. (Stwierdzenie to mozna przyjac za
swego rodzaju definicje stanu suboptymalnego.) Uzasadnia to znaczenie przeprowadzonego
rozumowania.

Widaé¢ wiec, ze i w tym przypadku (zagadnienia taryfy) rola teorii mocy ograniczona jest
wiasciwie do ukladéw o zasilaniu "prawie sztywnym' odbiornikéw. Znaczenie w naszych
rozwazaniach zachowuje wiec jedynie pojecie mocy chwilowej ijej wartosci $redniej - czyli
mocy czynnej. Oczywiscie, jest to spowodowane tym, ze w niniejszej pracy interesujemy sie
jedynie opisanym zagadnieniem strat i ksztattu pradéw odbiornikéw. Nie jest wykluczone, ze
poszerzenie tego skromnego obszaru zainteresowan wigzatoby sie z uznaniem znaczenia
jeszcze innych mocy. Po tych objasnieniach mozemy przystgpi¢ do rozpatrywania uktadéw
o zasilaniach dowolnych (nie tylko “prawie sztywnych') pod katem interesujgcych nas

zagadnien optymalizacji.



9. UKLEAD O m WYDAJINIKACH, n ODBIORNIKACH WRAZ Z
KOMPENSATORAMI DOLACZONYMI ROWNOLEGLE ORAZ
ELEMENCIE PRZEKAZUJACYM ENERGIE DO
ODBIORNIKOW. PRZYPADEK £t ACZNEGO POTRAKTOWANIA
STRAT UKLADU PRZEKAZUJACEGO ENERGIE ORAZ
KSZTALTU PRADOW ODBIORNIKOW 4 UZYCIEM
DOWOLNYCH HILBERTOWSKICH PRZESTRZENI
SYGNALOWYCH. POSTAWIENIE PROBLEMU

Zgodnie z tytutem punktu 9 rozpatrzmy wiec uktad, ktéry pod wzgledem topologicznym

charakteryzuje rys.7.

9E{L....nj,

Rys.7. Obwéd  elektryczny ztozony z m SEM wielozaciskowych, elementu
przekazujacego energie do odbiornikdw oraz n odbiornikéw wielozaciskowych
wraz z rownolegle dotaczonymi kompensatorami

Fig.7. An electric network consisting of m multiterminal emfs, an element transferring

energy to loads and n multiterminal loads with compensators connected in parallel

Zaktadamy, ze h-ta gataz wydajnika (SEM) ztozona jest z pr)] przewodow (nie liczac

przewodu powrotnego; podobnie g-ta gataz odbiornika sktadasie z 2p przewodéw (bez
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powrotnego). Z kazdym przewodem dowolnej gatezi wydajnika lub odbiornika wigzemy dwie
przestrzenie llilberta: oznaczong literg | w przypadku przestrzeni zwigzanej z funkcjonatem
jakosci energii elektrycznej oraz H - w przypadku przestrzeni, w ktdrej wartosci iloczynu
skalarnego sygnatu napieciowego i pradowego interpretujemy jako moce czynne (lub energie).
Czyli mamy nastepujace ciggi przestrzeni Hilberta:

(i Iﬁ|), (25')‘ (1%)(21), he{l,....m}, ge{l,...,n} orazdefinicje nowych przestrzeni
9

,H=©OH, 2H=©H, H=H=H, (231)

h a=l m; « 1 >

=0 1. 2=0 1.1=1=1, (232)
,a;l * 20|:I ‘S

gdzie znak © dotyczy, jak w przyktadzie 2, sumy prostej przestrzeni Hilberta. Oprocz tego

definiujemy nastepujgce sumy proste przestrzeni:

iH=O|H, H=0 2, (233)
h=i " g.i *

1=0,1, i1=0 il (234)
h = 8

Przydatno$¢ definicji (233), (234) stanie sie za chwile oczywista, gdy bedziemy opisywac
element przekazujacy energie (rys.7) z pomoca pewnych operatoréw; natomiast generowanie
wszystkich tych przestrzeni Hilberta z dwu: H oraz | ma na celu utrzymanie zachowawczosci
odpowiednich mocy zwigzanych z tymi przestrzeniami.

Po tak wprowadzonych przestrzeniach sygnatéw trzeba poda¢ pewne zwiazki miedzy

nimi oraz zlokalizowa¢ w nich odpowiednie napiegcia i prady, tzn.:

IcH, (235)
Tme t, (236)
e ,ie, I, 2u,2,,¢tied, (237)
h h h g g g ¢} 9

gdzie oznaczenia tm, t[ majg taki sam sens, jak we wzorze (200). Ze wzordw (235), (236)
oraz (231)-(234) wynika:

iJCjH, Ac2H, |lc,H, 21c2H (238)

H 5 [



Majac przestrzenie sygnatow, trzeba teraz opisa¢ poszczegélne elementy obwodu z rys.7.

Ayijl-yjl, tzn. J = y(2u) , (240)
9 9 9 9 9 9
ky(-,r): 21-> 21, tzn. ki=- ky(2u,r), (241)
G * | E G ®
gdzie
reA, A<z12 lub Acf (242)

oraz na ogo6t "A"jest podzbiorem otwartym ww. przestrzeni. Interpretacja ciggu parametrow r
zwigzana jest z mozliwoscig swobodnego wyboru pewnych parametréw kompensatoréw, np.
z wyborem skoriczonej liczby parametréw L,C (wtedy mamy do czynienia z przestrzenig 12)
lub przeliczalnej (wtedy wystepuje przestrzen 12). W skiad ciggu r moga tez wchodzi¢
elementy macierzy incydencji kompensatoréw. Dla uproszczenia oznaczen cigg r
charakteryzuje wszystkie kompensatory. Rozumiemy jednak, ze dla ustalonego kompensatora
jego prad od parametréw pozostatych nie bedzie zalezat (nie ma sprzezenia kompensatordw
poprzez parametry; zresztg formalne dopuszczenie takiego sprzezenia, jak i w ogoéle jednego
wspdlnego kompensatora, nie skomplikowatoby zbytnio samego postawienia zagadnienia).
Zaktadamy przy tym, ze kompensatory nie pobierajg mocy czynnej, tzn.:

kB(r) =0, (243)

Warunek (243), w przypadku przebiegdw okresowych i kompensatoréw L,C jest spetniony
dla dowolnych (w powyzszym rozumieniu) parametrow r i nie stanowi dla nich ograniczenia.
Nie zawsze jednak kompensatory muszg by¢ poszukiwane w klasie ukfadéw L,C.
W przypadku obecnosci elementdw aktywnych warunek (243) istotnie krepuje wybdr ciggu r.

Odnosnie do elementu przekazujgcego energie mamy (dla ustalonych SEM (ha):

f:21-> 2, tzn- 21 = cf(2i,e) = f(2),
g:A-*z£  tzn. 2u=cg(a,e) = g(a), (244)
2u= (21||,..h,j u), 2= (2i,|..,n2i), e= (el..me), li = (|i,|.m] i.

Odwzorowania f,g,ody, ky moga by¢ pierwotnie okre$lone dla szerszych dziedzin
8 8

i przeciwdziedzin, np. moga tu w gre wchodzi¢ przestrzenie ,H,.H, 2H. Jednak wdwczas
s

zadamy, by ich obciecia opisane wzorami (240), (241), (244) nie wyprowadzaty (je$li chodzi
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0 przeciwdziedziny) odpowiednio poza przestrzenie 2l, ii, 2&. W razie potrzeby bedziemy

zaklada¢, ze odwzorowania te speiniajg pewne dodatkowe warunki, np. gtadkosci, ktére

formutowane bedg na biezgco. Odwzorowania te w szczegélnym przypadku moga tez byc
liniowe, przyczynowe i stacjonarne (np. w przestrzeni LI lub WA¥*),

Wprowadzimy jeszcze definicje pewnych nowych odwzorowan:

2y(-r) = ..yt ky(-,r), Zz(-r) = zy"'(-,r), (245)
| 8 8 * >
zakfadajgc milczaco, ze odwzorowania zy sabijektywne dla dowolnych parametréow reA
t

(w konkretnych przypadkach warunek ten mozna ostabi¢ zastepujac go odpowiednig lokalng

odwracalnoscig'zy "). Dalej opierajgc sie na odwzorowaniu g tworzymy odwzorowania g :
s

e
g(a)=2u. (246)
g 9
Z ich pomoca zapisujemy réwnania rozpatrywanej sieci
g(2)=- z§(2i,r), ge{l,...,n}. (247)
s

Jesli rownania te maja rozwigzania 2 nalezace do zbioru 2 dla parametrow reA, to stanowig
one "punkty pracy" sieci. Moga one by¢ dla ustalonego parametru r okreslone jednoznacznie -
moze ich by¢ wiele (szczegdlnie w sieciach nieliniowych). Poniewaz w tej chwili chcemy
jedynie postawi¢ problem, wiec nie mozemy zajmowac sie tu klasyfikacjg takich przypadkow.
Nadmieniamy tylko, ze jesli rownania (247) spetnione sg w pewnym punkcie (20i, or) oraz
zachodza w tym punkcie oraz jego otoczeniu regulamosciowe warunki wymagane przez
cytowane juz twierdzenie Gravesa [19, s.190), to mozemy woéwczas, przynajmniej lokalnie,

okredli¢ odwzorowania P,, p,, ktérych wartosci stanowig wspomniane punkty pracy sieci
8

*Fi“P,(r). 2=P,(r) . (248)

Teraz trzeba sformutowac problemy minimalizacyjne. Rzecz jasna, na poczatku nalezy
zdecydowac sie, jaki funkcjonat jakosci energii chcemy minimalizowaé. Gdyby chodzito nam
0 minimalizacje mocy czynnej pobieranej przez element (cf,cg) - sprawa bytaby jasna:
wystarczytoby do sumy iloczynéw skalarnych napie¢ i pradéw wydajnikéw i odbiornikéw
(z uzyciem przestrzeni H) wprowadzi¢ odwzorowania f oraz g. W przypadku gdy zalezy nam
na jednoczesnej optymalizacji ksztaltu pradu 2i oraz ograniczeniu strat mocy czynnej

w elemencie (2f,cg), zastepujemy iloczyny skalarne w nadprzestrzeniach iH,2H iloczynami



. 68.

skalamymi w odpowiednio dobranych podprzestrzeniach 11,21 (patrz przyktady 3,4).
Argumentacja przemawiajgca za takim postepowaniem jest nastepujgca. lloczyny skalarne
napie¢ i pradow sieci tworzacej element (cf,cg), czy to w przypadku przestrzeni H, czy | sg
zachowawcze - fatwo to wykaza¢ stosujgc rozumowanie podobne, jak przy dowodzie zasady
zachowania mocy czynnej (np. w przestrzeni LX). Mozna wiec interesowac¢ sie zaciskami
elementu (cf,oy) nie analizujac jego wnetrza. W przypadku gdy wnetrze to, dla jednego

dwuzaciskowego wydajnika oraz takiegoz odbiornika, skiada sie z elementu o "malej"
rezystancji AR - mamy klasyczng sytuacje prowadzaca do minimalizacji funkcjonatu ||

Oczywiscie, powstaje pytanie: czy w ramach pewnej podprzestrzeni liniowej przestrzeni H
mamy wystarczajgco duzo iloczynéw skalarnych do dyspozycji, by pozadany funkcjonat
wyrazi¢ jako odwzorowanie o wartosci (i|i)i? Co najwyzej mozna poda¢ pewne przestanki
przemawiajace za takim wyborem. ChcielibySmy, mianowicie, pozostawa¢ w kregu
przestrzeni Hilberta, ze wzgledu na istnienie przestrzeni uniwersalnych i mozliwosci
przenoszenia do nich problemu optymalizacyjnego. Wydaje sie, ze zagadnienia energetyczne
powinny kojarzy¢ sie z odwzorowaniami biliniowymi - iloczyn skalarny (w rzeczywistej
przestrzeni liniowej) takim wiasnie jest. Przedstawione argumenty nie stanowig, oczywiscie,
ostatecznego dowodu na to, ze rodzina odwzorowan ( | )j zostata, wraz z rodzing przestrzeni |,
obrana raz na zawsze prawidtowo. Na podstawie zamieszczonych przykfadéw wydaje sie ona
wystarczajaco obszerna. Biorgc to pod uwage, poszukujemy '2" (2S2D minimalizujacego

funkcjonat o wartosci

(e|f(2i)) 11+ (g (2i)di),I, (249)
przy warunkach ubocznych
(%GOI 20 jH =P (1), (250)
gdzie
P(r) = (g(zrl’i)l aﬂrg L= g(P,(r))“;’ (M)H > gefl,....n}. (251)

Zamiast warunkéw ubocznych okreSlonych poprzez podanie "P(r)", mozna podac
8

warunki, w ktorych wystepujg okreslone moce znamionowe P, ge {l,...,n} - uproscitoby to

E
rozwigzywanie probleméw minimalizacji. Jednakze powstaje pytanie: przy jakim napieciu g-

ty odbiornik ma pobiera¢ moc PE? Zalezy ono przeciez od obcigzenia spowodowanego



. 69.

zalgczeniem kompensatora. Stad mogg by¢ kiopoty spowodowane tym, ze kompensatorowi
powierzamy niewtasciwe dla niego zadanie regulacji napiecia odbiornika. Z tego powodu
przyjmujemy teraz stanowisko opisane wzorami (250), (251). Postaramy sie go zmodyfikowac¢
w nastepnym punkcie pracy. Mozna rozumie¢, ze zbiér A obrany jest tak, by moce P(r)
miescity sie w okre$lonych przedziatach. Na konstrukcje zbioru A mogtyby mie¢ wptyw
jeszcze inne nierdwnosci - np. narzucone na normy napie¢ odbiornikéw.

Na réwnania stanowigce warunek konieczny problemu minimalizacyjnego opisanego
wzorami (249), (250) mozna spojrze¢ podobnie, jak na réwnania (247), okreslajgce punkty
pracy sieci. Przypusémy, ze dla dowolnych parametréw reA nasz problem ma rozwigzanie
nalezace do zbioru 2 (moze tez mie¢ ich wiele). Obserwujgc zalezno$¢ tego (izolowanego)

rozwigzania od "', mamy odwzorowania a , ,a,
E

21f="i(n, 2*=oti(r) - (252)

"u 5"nazywamy pradami aktywnymi - sg to odpowiedniki pradu Fryzego z przyktadu 1.

Znajac prad aktywny, formutujemy drugie zadanie optymalizacji, polegajgce na doborze
takich parametrow r kompensatoréw, by zminimalizowaé w sensie kwadratbw norm

przestrzeni 2l roznice pomiedzy pradami , i oraz , i. Nalezy wiec znalez¢ jednoczesne
* *
minimum funkcjonatéw (gdy re Ac I* - funkcji) o wartosciach

-2 =|k(0-a,(r)|| (253)
8 oL i 8 |,S

(kolejno ze wzgledu na ciggi parametréw r) przy warunkach ubocznych stwierdzajacych, ze
g

kompensatory nie pobierajgmocy czynnych, tzn.

(254)
r= (t;l;) g 6{l,.,.,n}.
Zauwazmy, ze w odroznieniu od zagadnienia opisanego wzorami (249), (250), w tym
przypadku chodzi nam o wyznaczenie takich punktow @, ktére stanowig wspolne rozwigzanie
n zagadnien minimalizacyjnych na rozmaitosci wyznaczonej wzorem (254) (o ile rzeczywiscie
w tym przypadku bedziemy mieli do czynienia z rozmaitoscig rozniczkowa potozong

w przestrzeni 12badz tez I). Kazde z tych zagadnien dotyczy minimalizacji odpowiedniego
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funkcjonatu w kierunku wyznaczonym Kolejno przez parametry rlrgrn (tzn. g-te
zagadnienie dotyczy parametrow r przy dowolnie ustalonych pozostatych, gdy

reA). Jesli zagadnienie to ma rozwigzanie (rozwiazania), to korzystajac ze wzoru (252) mamy
rozwigzanie (rozwigzania) obu probleméw minimalizacji, doprowadzajace do wyznaczenia
pozadanych pradéw aktywnych oraz parametréw kompensatoréw (ewentualnie wraz z ich
strukturg potaczen). Jesli do rozwigzania obu tych zagadnien chcemy uzy¢ metod
rézniczkowych opartych na pojeciu pochodnej Frécheta (twierdzenia 1,2), to musimy zatozy¢,
ze odwzorowania f,g, Gly> ky sa odpowiednig liczbe razy rézniczkowalne w sposéb ciggty
w calych dziedzinach, czy chotby na pewnych podzbiorach otwartych zwigzanych
z wystepowaniem obliczanych miniméw. Zagadnienie to komplikuje sie, gdy chcemy
wyznaczy¢ macierze incydencji kompensatoréw, poniewaz elementy tych macierzy przyjmuja
wartosci dyskretne. Podobnie napotkamy komplikacje, gdy zrezygnujemy z gtadkosci ww.
odwzorowan lub tez zastgpimy warunki réwnosciowe dotyczace mocy pobieranej przez
odbiorniki i kompensatory warunkami nieréwnosciowymi. Takimi zagadnieniami nie
bedziemy sie zajmowaé. Jak juz wspomnieliSmy w przedmowie, trudno bytoby, przy takiej
ogdlnosci prowadzonych rozwazan, zajmowac si¢ wyznaczaniem warunkoéw wystarczajacych,
jakie miatby spetnia¢ obwdd z rys.7, by poszukiwane minima istniaty. W odniesieniu do
poszukiwanych kompensatorow jest to pewien obszerny dzial optymalizacyjnej syntezy
obwodéw. W naszym wujeciu jest on zwigzany rdéwniez z uzyciem w konstrukcji
kompensatoréw elementdw parametrycznych i nieliniowych, ktére sg reprezentowane ciggami
parametrow r. Tu jedynie stawiamy szkicowo odno$ne zagadnienia.

WidzieliSmy, obserwujgc zamieszczone przyktady, ze rozwigzanie tych zagadnienn mozna
uprosci¢ (i uczyni¢ standardowym ze wzgledu na rézne przestrzenie sygnatéw napieciowych
i pradowych) wprowadzajac pojecie przestrzeni uniwersalnych dla przestrzeni Hilberta. Taki
program zrealizujemy tez teraz. Postarajmy sie wiec zastosowa¢ twierdzenie 5 do
omawianego ukladu elektrycznego. Dotyczyé ono bedzie ukltadéw wspotrzednych
zbudowanych na wszystkich wprowadzonych przestrzeniach Hilberta zwigzanych z zaciskami
uktadu (cf.cg). A wiec mamy nastepujace suriektywne liniowe izometrie:

,Wh(, ﬂ) =12(, ﬁ), 2\&/(2!3) = I2(28), ,W(,H) =12(iS), 2w(2H) = 12(29),

(255
|¥(, Ih) =12(1 ﬂ, 2\6(2(5) = 12(2-5), VG = 22(,T), 2v(21) =12(2T).
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Strzatki nad literami oznaczajg zbudowanie odwzorowan dziatajgcych na podzbiory zawarte
w dziedzinach rozpatrywanych uktadéw wspotrzednych, uzyskanych na podstawie tych
uktadow wspotrzednych (map). Mapy |W, 2\, iv, 2V sg produktowe [13, s.108] w stosunku do
odpowiednich ciggow map (, vg),(, \{v),(, \h/),(2\g/), tzn. np. dziedzing mapy .w jest iloczyn

kartezjaoski zbioréw ,Hx...x,g, a przeciwdziedzing iloczyn Kkartezjanski zbiorow
1

|!2(1]S)x...xI2(,§) oraz 'W(’|i mi)=(,vl\/g,i),...,,vn\ql(m,i)). Odnosnie  do iloczynu

kartezjanskiego zbioréw, wprowadzamy omawiang juz sume prostg przestrzeni Hilberta [1,

s.417, 418] i stwierdzamy, ze je$li mapy ,Vr\]l,h e{l,....m} sa liniowymi suriektywnymi

izometriami, to mapa produktowa jest nig tez. Na powiazaniu produktowym ww. map zalezy

nam dlatego, by przyktadowo, ponizszy diagram byt przemienny.

p P (256)

gdzie ;?] oznacza rzut produktu kartezjanskiego zbioréw na jego h-ty czynnik. Mozna

réwniez zatozy¢, ze mapy W, 2w oV, 2v sg produktowe w stosunku do map bedacych
9 ]

liniowymi izometriami odpowiednio przestrzeni H na 1AS) oraz | na 1XT), lecz poniewaz
w réwnaniach naszej sieci nie zajmujemy sie osobno zaciskami kazdej z gatezi g i h, nie jest
to konieczne. W szczegbélnym przypadku moce mnogosciowe zbioréw S oraz T moga by¢
réwne oraz np. réwne mocy zbioru liczb naturalnych.

Na podstawie map 2v oraz 2w, wykorzystujac wzor (238), zdefiniujemy odwzorowania

S S
29 przydatne nieco pézniej
8
2P = 2W°2V-~'- (257)
g e e

Opierajac sie na wzorze (239) stwierdzamy, ze sg to odwzorowania ciggte (oraz oczywiscie,

liniowe) realizujace naturalne wiozenia przestrzeni , 1 w przestrzenie 3Ié| w uktadach
e

wspotrzednych 2v, 2w. Moggone by¢ wyrazone wzorami podobnymi do (211), (212).
8 8
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Dla definiowanych map wprowadzimy odpowiednie wsp6trzedne pradowe i napigciowe
omawianej sieci

= “iw(e), 23 = 2w (2i), 2U = 2w (2u), odJ = | w(odi), kJ =, w(ki),
n h hh g 9 9 9 9 ] ] 9 g 9 9 ]

h n

J=,w(li), E=,w(e), 23 = 2w (2i), 2U = 2w(2u), ,j I = jw ™ i), kI = 2w (ki),
(258)

iih = i}1/(ihj)>h E= .X(%), 21 = 2v(2i), 2U = 2v(2u), = 2\}{(" i), K= 2v(ki),
iJ=1v(,i),"E =, v(e), 2= 2v(2i), 2U = 2v(2u), Jj = 2v(,, i), KI = 2v(ki).

W dalszym ciggu zdefiniujemy odwzorowania, opisujace element przekazujacy energie

odbiornikom i kompensatorom, z uzyciem powyzszych uktadéw wspotrzednych
'F=v<>fo2v~*, ‘G~ vog~v'l,

'G=2v°g o2v~, oY =2voodyo2v‘l, (259)
s 9 g g g 9

LY(-r) = 2v oky(.,r)o 2v-*, 2Y(.,r) = ¢ Y+ KY (1), "Z(.,r)="7"(-.r).
g 8 g g g g9 g g

Na podstawie wzorow (244), (246), (240), (241), (245), (258), (259) otrzymujemy

réwnania sieci

iJ- F(2), 2U="G(2)), U =1G(2),

Jj=-3Y('U), K=-KY@ur),;j=-Y(U,r), (260)
K K K g 99 g 99

Y=
Stad zamiast réwnan (247) mamy ich odpowiedniki

'G(2) = —Z(23,r) . (261)

Rozwigzania réwnan (261) powigzane sa z rozwigzaniami réwnan (247) wzorami

Rlg= 24P () = P):2]= 2(P.(r) = p(r). (262)

Opierajac sie na wzorach (258), (259) wyrazimy teraz oba problemy minimalizacji
z zastosowaniem przestrzeni uniwersalnych uzytych we wzorze (255). Pamietajac, ze nasze
uktady wspétrzednych sg liniowymi izometriami, stwierdzamy, ze nalezy teraz

zminimalizowa¢ (wzgledem "2J ") funkcjonat o wartosci
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( Erf (2)MT + (Gijadj ) . (263)
przy warunkach ubocznych

(2<P(GGIRFA)V, 5,=p(r). 87 (L...n}. (264)

Tzn. istnienie rozwigzania problemu sformutowanego we wzorach (249), (250) jest
réwnowazne istnieniu minimum zwigzanego okre$lonego wzorami (263), (264). Rozwigzanie
(ewentualnie jedno z rozwigzan) tego problemu wyraza sie, zgodnie ze wzorem (252),

funkcjami

2;& =2y(@(r) =g(r), 2J=(a,(r) =a(r). (265)
("1 "oraz "' j " sg, rzecz jasna, elementami zbioru 12(2T).)
8 S 9

Oczywiscie, staramy sie najpierw wyznaczy¢ odwzorowanie a z warunkow (263), (264).

Jesli uzasadnione sg skonczenie wymiarowe przyblizenia przy obliczaniu '"a™ - zagadnienie
ulega znacznemu uproszczeniu.

Problem kompensacji (jego postawienie) polega na wyrazeniu w przestrzeniach
uniwersalnych odpowiednikéw formut (253), (254), czyli:

L'J—jf = [Ip(r) —a(n)|| (266)
1 o* *(LT) 18 8 II>(T)

(tzn. nalezy znalez¢ jednoczesne minimum funkcjonatéw (funkcji) okreslonych wzorem (266)

kolejno ze wzgledu na parametry r, przy ponizszych warunkach ubocznych)
e

(2ep(GPOMI2oP( K (GEO). D) =0, 1= (1), 6L} (267)

8 8

W przypadku gdy poszczeg6lne odbiorniki zasilane sg wprost SEM (lub czynimy takie
przyblizenie), problem ten rozpada sie na n niezaleznych minimalizacji, dla kazdego
kompensatora osobno ze wzgledu najego parametry. Problemy opisane wzorami (263), (264)
redukujg sie wodwczas (w odpowiednim przyblizeniu) do n probleméw poprzednio
rozwigzywanych (wtedy liczba odbiornikéw n réwna jest liczbie SEM, czyli m).

Czytelnik pewno spostrzegt, ze przeprowadzone w tym punkcie rozumowania odnosza
sie wiasciwie nie do jednego obwodu zilustrowanego rys.7, a do catej klasy takich obwodow
réznigcych sie pomiedzy sobg operatorami (tzn. odwzorowaniami) opisujagcymi poszczegélne
ich elementy oraz przestrzeniami, w ktérych te operatory dziataja. Jest wiec mozliwos¢

pewnego wspoélnego spojrzenia na taka klase. Aby jg zrealizowac, potrzebne sg jednak pewne
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wiadoraosci z teorii kategorii, na ktdre nie mozemy sie tu powotywac. Z kolei tatwo dostrzec,
ze nasze rozumowania dla konkretnie ustalonej sieci przebiegajg w podobny sposéb przy
obieraniu rozmaitych baz w przestrzeniach H oraz | (formuty minimalizacyjne oraz
okreslajace prace sieci zachowujg swdj ksztalt niezaleznie od wyboru bazy). Wiaze sie to
z pewnymi aspektami geometrycznymi sygnalizowanymi w punkcie 7. Ze szkicem takiego
kategoryjno-gcometrycznego ujecia rozpatrywanych w tym punkcie zagadnien Czytelnik
moze zapoznac sie w artykule [6].

Rzeczg charakterystyczng dla rozwazan tego punktu i poprzedzajacych go przyktadow
byta wspdlna ocena strat w uktadzie przekazujacym energie¢ odbiornikom oraz ksztattu ich
pradéw. W nastepnym punkcie, stosujac odpowiednig procedure minimalizacyjng, sprobu-

jemy zagadnienia te potraktowac oddzielnie. Bedziemy sie tu wzorowaé na artykule [3].



10. UKLAD ROZPATRYWANY W PUNKCIE 9 Z KOMPENSATO-
RAMI £ACZONYMI tANCUCHOWO WRAZ Z ODBIORNIKAMI.
ODDZIELNA MINIMALIZACJA STRAT | ODSTEPSTW OD
NAPIEC WZORCOWYCH NA ODBIORNIKACH. POSTAWIENIE
PROBLEMU

Obwod sktada sie z m wydajnikéw (zrédet elektromotorycznych), n odbiornikéw, n
uktadoéw kompensacyjnych oraz uktadu przekazujacego energie elektryczna z wydajnikéw do

odbiornikéw. Sytuacje te, pod wzgledem topologicznym, ilustruje rys. 8.

idealne uktad kompensatory odbiorniki
Zrédta przekazujacy
napiecia energie

Rys.8. Obwod  elektryczny zilozony z m SEM  wielozaciskowych, elementu
przekazujacego energie do odbiornikéw oraz n odbiornikéw wielozaciskowych
potaczonych tancuchowo wraz z kompensatorami

Fig.8. An electric network consisting of m multiterminal emfs, an element transferring

energy to loads and n cascade connection of multiterminal loads and compensators
h-ta gatagz wydajnika posiada F|’1 przewodow, g-ta gatgz odbiornika oraz g-ta galaz
kompensatora posiada 2p przewodéw (nie liczac jednego przewodu powrotnego dla kazdej).

Z kazdym z ww. przewodow zwigzana jest ta sama przestrzen Hilberta H, w ktorej

umiejscawia¢ bedziemy sygnaty czasowe jego napiecia i pradu. Wartosci iloczynu skalarnego
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sygnatu napieciowego i pradowego przestrzeni H interpretujemy jako moce czynne (lub
energie) tej pary sygnatdw. Z gateziami zwigzane sa sumy proste przestrzeni Hilberta

zdefiniowane wzorami (231),(233) poprzedniego punktu. Oczywiscie, zaktadamy (jak to byto

powiedziane), ze:

%rl]el—h Zng, Zg ,,.gu, ’g‘i %ZH (268)
oraz
e= (tf,?, = (in, au = (28)’ 2i = (2&, odu = (ong), i = (,,,gO- (269)

Elementy obwodu opisane sg odwzorowaniami

tzn. i=cf(2ie) = f(2),

(270)
g:2H->2H, tzn. 2u=cg(2,e) = g(2),
(dla zadanej sem e),
V,r):2H-> 24, tzn. 2u=a(odu,od,r),
%( 9) g § E 9( 9949 )
(271)
b(v,r): 2H->2H, tzn. 2i = b(odu,od,r),
ody : 2H->2H, tzn. J =M y~u). (272)
8 8 8 g 8

O powyzszych odwzorowaniach bedziemy w miare potrzeb, czyni¢ pewne zatozenia.

Swoboda wyboru parametréw r g-go kompensatora ograniczona jest przez podanie zbioréw
A" A"
g g

=(r',rM,
g

r '€ AL, r'eA", reA = A'xA",
g9 g

r
g g9 99949

(273)
a'c£(12), a”c lg-(12.
g g
Parametry (ré) beda odpowiedzialne za mozliwo$¢ minimalizowania strat mocy czynnej
w uktadzie (cf,og ), parametry r'- za mozliwosci minimalizacji odstepstw napie¢ odu od

Z gory zatozonych przebiegéw wzorcowych ,, uSe 2Ié| Wystepuja one w liczbie skoriczonej

badz tez przeliczalnej (wariant w nawiasie we wzorze (273)). (To znaczy "r' ""r" "
8 8

stanowig ciagi skonczone badz przeliczalne.) Moga na nie sktada¢ sie dowolne wspotczynniki

opisujace liniowe lub tez nieliniowe state skupione oraz elementy macierzy incydencji

kompensatorow.
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opisujgce liniowe lub tez nieliniowe state skupione oraz elementy macierzy incydencji
kompensatorow.
W celu wyznaczenia punktu pracy sieci przeprowadzimy ponizsze rozumowania.

Najpierw wykorzystujgc odwzorowania (271), (272) zdefiniujemy nowe "'¢","d"
S $

SR R TR
(274)
N ST AN AT
Przypus¢my, ze dla kazdego z parametréw 5 w zakresie ustalonym wzorem (273) istnieje
odwzorowanie odwrotne cél Wowczas mamy:
zigi =g@('(g§|\";(2£i;,r&,r) =- zé(gigr), (275)
(zdefiniowali$my tu odwzorowania 25). Stad dla obwodu obowigzujg réwnania

gaGi):_ZZ8(2£§Q' ge{l,...,n}, (276)

gdzie odwzorowania g okreslone sg wzorem (246). Jesli ukfad rownan (276) posiada dla
g
parametréw r pewne rozwigzanie ze zbioru 2H, to oznaczymy go
g

Z?é:PI—O), 2pri = P,,(r), r:(E)eA:A'xA",
9
(277)
A'= A'XL XA, A= AXL XA
I n | 1

(Bedziemy utozsamia¢ elementy zbioru A'XA" z elementami zbioru AX...x A .) Nastepnie
1 n

okreslamy u", X i "2 um, gw funkcji V
och‘lgléd&(z ér)g =gd~§;(PI—(r),9 3 EH(r), ojru=eH(r), (278)
odpg|= Ag(ng))=gHr), ajri = 8HW . (279)

2Frlg| :gag(EH(r)>g I—(r)>5) =- 26(5 H(rXr) = VH(ry> 29u =yH(r)> (280)

irj = [(PHr) = <H(r). lpri=f(PH)=M O - (281)

Przystagpimy teraz do okre$lenia zadan optymalizacyjnych. W poprzednim punkcie
minimalizowane byty kwadraty norm rdznic pomiedzy pradami aktywnymi i rzeczywistymi

pradami (pracy) odbiornikéw z pomoca kompensatoréw dotgczonych réwnolegle do nich.



. 78.

Nomiy te byly tak dobrane, by - wyznaczajac uprzednio prad aktywny - ustali¢ kompromis
pomiedzy minimalizacjg strat elementu (cf,oy) a pozadanymi ksztattami pradéw odbiornikdw
pobierajacych okre$lone moce czynne. Teraz bedziemy jednocze$nie minimalizowaé straty
w elemencie (cf,cg) w funkcji parametrow r' oraz kwadraty norm réznic pomiedzy napieciami
pracy odbiornikéw oraz pewnymi ich wartosciami wzorcowymi (nominalnymi) w funkcji
parametrow r'. Takie postepowanie rokuje mozliwo$¢ uzyskania i lepszych ksztattéw napieé
odbiornikéw i mniejszych strat jednocze$nie (w pordéwnaniu ze scharakteryzowana
poprzednio wersja postepowania). Okupione jest ono koniecznoscig zastosowania bogatszych
uktadéw kompensacyjnych wigczonych taricuchowo pomiedzy ukiad (cf,cg) przekazujacy
energie a odbiorniki.

A wiec minimalizujemy funkcjonat strat w elemencie (cf,cg) (gdy cigg parametréw r jest

skonczony - funkcje) o wartosci

(282)

(283)

wzgledem parametrow EeAg przy warunkach ubocznych, stwierdzajgcych, ze

kompensatory nie pobierajg mocy czynnych

Oczywiscie, nalezy raz jeszcze podkreslié, ze wobec takiej ogo6lnosci problemu
(nieliniowe elementy obwodu) - zostat on jedynie postawiony. Do jego rozwigzania metodami
rézniczkowymi potrzebne sg zatozenia gtadkosSciowej natury dotyczace minimalizowanych
funkcji, a zatem i elementéw obwodu. Bardzo skomplikowanym zagadnieniem bytoby
dowodzenie, przy jakich warunkach narzuconych na rozpatrywany obwo6d minima takie
istniejgi ile ich jest.

Jesli dysponujemy kompensatorami o "‘ubogich" mozliwosciach kompensacji, powstaje
pytanie: o ile prady wtorne elementu (cf,og) réznigsie od takich, ktére mogtyby by¢ uzyskane
przy ‘'bogatszych" kompensatorach? Jako takie 'bogatsze™ mozemy np. rozumieé

kompensatory, ktérych parametry 5 sg ciggami wspdtczynnikdw fourierowskich (wzgledem

pewnych baz w przestrzeniach 2I€—]|) SPM uzytych do kompensacji. Po obliczeniu takich
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réznice pomiedzy pradami wtérnymi elementu (cf,cg) w obu przypadkach w sensie kwadratow

norm przestrzeni 2H .
i

Woprowadzmy, podobnie jak w punkcie 9, uktady wsp6trzednych VP\’ W, 2\%, 2w dla
przestrzeni IB| . H, 2I;|, 2H, ktére sg liniowymi  izometriami  tychze na
"12( 1%)","12(, S)", 2 2gS)","I2(28)" odpowiednio. Wyrazmy prady, napiecia i transmitancje
obwodu w tych uktadach wspétrzednych.

[J=iw(ij). E=,w(e), 2J=2w(2i), 2U = 2w(2u),
h h h h h | i g K K g

(285)
od%= 2\6\/(od3» odLgl = 2\6\.(odLgJ),
rd=2w(qt)) =P(r), 2y =2w(ary =Y (o,

J = 2Wcdp,i) = 8(r). odprU=2W(a*U) = E(r), 286
thg \é\/(p) g() PL g( g) g() (286)
rg= W@, Q0 =90, K ng = 2"5’{@ u),

F=,wofo2n~', G=2wogo2w™ . (287)

Wdwczas mamy odpowiedniki wzoréw (282), (283), (284) wyrazone we wprowadzonych
uktadach wspoétrzednych. Tzn. minimalizujemy funkcjonat o wartosci

(Ela(r',r" NI +(y(r',r)P(r',r)igs) =

(288)
= XE,ax(r',r")+2Yp~.r Pph.r')
*S fies
ze wzgledu na parametry r'eA" oraz jednocze$nie funkcjonaty
lle((r*),(r))- VRul =Z (e™(r)(r)- _u )2 (289)
"8 8 8 Mi(g ~ g s
ze wzgledu na parametry r'* e A", przy warunkach ubocznych
g 9
(Y(NIP(r),, S)+ (g(r)IS(r))ﬂ( 9 =
g 9 J 8 1
(290,

=Z YuWP,()+z EMr)8Mr)=0 reA> gg{l,....n}.

p.ejs 6 K p.e!s g 6
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rr’ dla
kg kg
} o

poszczeg6lnych parametrow skiadajacych sie na ciggi r :(rlq_),r‘ = (%‘), ge{l,...,n
g g

W przypadku gdy cigg r jest skonczony, wprowadzajac oznaczenia

raz
przyjmujac jednocze$nie, Ze zbiory ,?,25 sg rownoliczne ze zbiorem liczb naturalnych,
I g

nietrudno jest wypisa¢ funkcje Lagrange'a (wystepujace w metodzie nieoznaczonego czynnika
Lagrange'a ([17], s.152)) potrzebne do sformulowania warunkéw koniecznych dla
poszczegdlnych miniméw okreslonych wzorami (288), (289) z warunkami ubocznymi (290).
Przyjmujac z kolei zatozenia umozliwiajace rézniczkowanie tych funkcji (i wyraz po wyrazie

szeregow okreslajacych je) wzgledem parametrow rl'(rkl , mozna réwniez wypisa¢ jawng

posta¢ tych warunkéw. Nie ma sensu jednak tego robi¢, skoro i tak nie poddalibysmy dalszej

analizie otrzymanych w ten sposéb réwnan.



11. PODSUMOWANIE ORAZ UWAGI O INNYCH ZASTOSOWA-
NIACH METOD OPTYMALIZACYJNYCH W TEORII OBWODOW

Nadeszta pora, by znalez¢ pewien '"wspolny mianownik™ rozpatrywanych problemoéw
optymalizacji. Aby go skonstruowaé, zwréémy uwage, ze warunki uboczne, jak to bylo juz
sugerowane, mogg doprowadzi¢ do definicji podrozmaitosci (rézniczkowej) danej przestrzeni
Hilberta. (W istocie rzeczy rozmaito$¢ nie musi by¢ opatrzona maksymalnym atlasem.
W takim przypadku uzywa sie czasem terminu rozmaitos¢ wspoétrzednosciowa. Poniewaz
termin ten nie jest zbyt rozpowszechniony, uzywamy w przypadku dowolnego atlasu pewnej
klasy terminu rozmaitos¢ rézniczkowa.) Na takiej podrozmaitosci trzeba poszuka¢ minimum
(ewentualnie miniméw) pewnego funkcjonatu. W przykfadach 1,2 jest tak ewidentnie.
Na podzbiorze przestrzeni L\ lubl2 podanym (we wprowadzonych uktadach
wspotrzednych tych przestrzeni) warunkiem (148) lub (158) tatwo wprowadzi¢ strukture

rozmaitosci wyliczajac z tych warunkéw dowolng zmienng Jlo,w przypadku gdy *0

i traktujgc "JIx" dla X* XO jako wspotrzedne mapy globalnej. Te mape mozna nastepnie
podda¢ réznym transformacjom. W przyktadzie 3 wzory (171), (169) réwniez doprowadzaja
w podobny sposéb, do definicji podrozmaitosci przestrzeni W2*. Taka sama role
w przyktadzie 4 spetniajg wzory (196), (194) wzgledem przestrzeni BS2A\ W generalizacji

zawarte] w punkcie 7 znoéw podobnie postepujemy ze wzorem (213), gdzie role "U,o0"

odgrywa teraz wyrazenie ‘Un* O, otrzymujac mape globalng podrozmaitosci
aawW

przestrzeni I.

Natomiast aby warunek (264) p.9 doprowadzatl do pojecia podrozmaitosci rézniczkowej
(dla kazdego parametru re A z osobna), trzeba by do jego lokalnego rozwiktania uzyé
cytowanego juz twierdzenia Gravesg a nastepnie nieskoriczenie wymiarowego odpowiednika
(sformutowanego dla przestrzeni Hilberta) twierdzenia o trzech odwzorowaniach [24, s.218,
219]. Poniewaz nie analizujemy blizej wzoru (264), wiec postulujemy tu tylko ograniczenie
sie do rozpatrywania przypadku, gdy na zbiorze okre$lonym tym wzorem da sie wprowadzi¢
strukture rozmaitosci. Ta sama uwaga odnosi sie do wzoréw (267) p.9 oraz (290) p.10.

W p.9,10 sytuacja jest o tyle bardziej ztozona, ze poszukujemy na danej podrozmaitosci

jednoczes$nie minimum lokalnego (w obrebie danej mapy) skonczonej liczby funkcjonatow.
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Dla kazdego z funkcjonatow wzgledem parametrow, ktére pozostajg swobodne na tej
podrozmaitosci (dla tej mapy) i tworzg przy dowolnych pozostatych parametrach swobodnych
rodzine podprzestrzeni liniowych przestrzeni 12(12) (ewentualnie obcietych poprzez
ograniczenie zakresu zmiennos$ci parametréw r). Rodziny te sa parami ortogonalne oraz mamy
do czynienia z sumg prostg podprzestrzeni Hilberta przestrzeni 12(12). Lecz jak widac,
i w tym przypadku problem ten da sie roztozy¢ na skoriczong liczbe minimalizacji
pojedynczych funkcjonatéw na danej podrozmaitosci przestrzeni Hilberta wzgledem pewnych
parametrow, a dopiero nastepnie poszukujemy wspélnego minimum  wszystkich
funkcjonatow.

Czyli podsumowujgc: chodzi nam o minimalizacje pewnego funkcjonatu na pewnej
podrozmaito$ci rézniczkowej danej przestrzeni Hilberta.

Powstaje pytanie: czy tak og6lne spojrzenie podsumowujgce nasze zadania jest
niezbedne? Ot6z w réznych dziatach techniki, niekoniecznie zwigzanych z elektrotechnikag
czesto spotykamy podobne problemy, np. maksymalizacja sprawno$ci pewnego urzadzenia
przy pewnych réwnosciowych warunkach ubocznych, minimalizacja zuzycia paliwa, réznych
materiatow konstrukcyjnych itp. Wracajac do elektrotechniki - mozna na rozpatrywane
problemy spojrze¢ z ekonomicznego punktu widzenia i minimalizowa¢ nie same straty mocy
czynnej, a koszty, na ktore skiadajg sie zaréwno straty, jak i budowa i eksploatacja
kompensatoréw. Oczywiscie, do wasciwego postawienia tego zagadnienia potrzebna jest
wiedza ekonomiczna. Wida¢ wiec, ze proponowana generalizacja ma do$¢ solidne podstawy
praktyczne. Co wiecej, obserwujac lekture punktu 7, dochodzimy do wniosku, ze jesli
w opisie funkcjonowania rozpatrywanych obiektéw fizycznych oraz w formutach
okreslajacych problemy minimalizacji mozna dopatrzec sie wystepowania pewnych obiektow
geometrycznych, to warto je wprowadzi¢.

Dla Czytelnika zainteresowanego teorig elektrotechniki jedng z najciekawszych rzeczy
zwigzanych z technikg optymalizacji jest, jak wspomnieliSmy w przedmowie, synteza
uktadéw nieliniowych. W przypadku syntezy kompensatoréw jest ona rozumiana bardzo
skromnie, poniewaz interesujemy sie minimalizacjg odstepstwa pradéw lub napie¢ na
zaciskach kompensatoréw od pewnych przebiegdw wzorcowych. Czyli syntezie podlega nie
operator nieliniowy kompensatora opisujacy zalezno$¢ jego pradu od napiecia (lub odwrotnie)
w dziedzinie i przeciwdziedzinie, ktdre sg pewnymi przestrzeniami Hilbertg a wartos¢ tego

operatora w pewnym punkcie. Jest to, oczywiscie, wielkie uproszczenie zagadnien syntezy,
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gdy dziedzine takiego operatora redukujemy do jednego punktu, ale zagadnienie to
naprowadzana wiasciwy trop optymalizacyjnej syntezy uktadéw nieliniowych. Wydaje sie, ze

na tym tez polegajego wartos¢.
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OD POJEC MOCY DO METOD OPTYMALIZACYJNYCH W TEORII
OBWODOW ELEKTRYCZNYCH

Streszczenie

Jednym z watkdéw pracy jest wyjasnienie zakresu stosowalnosci rozmaitych poje¢ mocy w
teorii obwoddw elektrycznych. Najpierw wskazana jest fizykalna potrzeba zdefiniowania
mocy chwilowej oraz czynnej. Nastepnie rozpatrywane jest zagadnienie strat w uktadzie
doprowadzajacym energie do odbiornikéw. Dopéki uktad ten sprowadza sie do potgczenia
odbiornika z sitg elektromotoryczng poprzez opornik, na ktérym wystepuje niewielka warto$¢
skuteczna napiecia w poréwnaniu z taka wartoscig napiecia odbiornika, okazuje sie, ze oprocz
mocy czynnej mozna wprowadzi¢ odpowiednio zdefiniowang moc bierng kompensowalng
uktadami Kklasy L,C oraz zdefiniowane moce (wraz z pewnymi innymi) powigza¢ wzorem
zwanym prostopadtoscianem mocy. Gdy jednak ukiad dostarczajacy energie odbiornikom
staje sie bardziej ztozony - pojecia jakichkolwiek mocy definiowanych na ich zaciskach
zawodzg poniewaz nie informujgo ich pradach aktywnych, przy ktérych wystepuje minimum
strat w tym uktadzie przy zadanym zaopatrzeniu odbiornikow w moce czynne. Prady aktywne
oraz pozostate nie sg tez wowczas na ogo6t ortogonalne, co uniemozliwia skonstruowanie
prostopadtoscianu mocy. W ten spos6b stajemy przed koniecznoscig zastgpienia klasycznej
teorii mocy pewng teorig optymalizacji. Oprécz zagadnienia minimalizowania strat, w pracy
omawiana jest tez kwestia ksztattu pradéw i napie¢ odbiornikéw. Polega to badZ na tacznym
potraktowaniu obu zagadnien poprzez minimalizacje odpowiednio dobranych funkcjonatow,
badz na ich oddzielnym reprezentowaniu funkcjonatami minimalizowanymi ze wzgledu na
pewne parametry kompensatoréw odpowiedzialne osobno za straty i osobno za napigcia
odbiornikéw. Powyzsze zagadnienia optymalizacyjne omawiane sg najpierw z uzyciem
pewnych standardowych przestrzeni sygnatdw napieciowych i prgdowych wystepujacych w
obwodzie, takich jak L, B2 lub ich sumy proste zwiazane z elementami wielozaciskowymi;

nastepnie formutowane sa abstrakcyjnie z uzyciem dowolnych przestrzeni Hilberta jako ww.
przestrzeni sygnatowych. W zadanej przestrzeni Hilberta mozna obiera¢ rézne bazy i rachunki
optymalizacyjne przeprowadza¢ na wspétczynnikach Fouriera pradéw i napie¢ wzgledem tych

baz. Wigze sie to z pewnym formalizmem geometrycznym, polegajacym na wprowadzeniu na



0gdt nieskonczenie wymiarowych podrozmaitosci rozpatrywanych przestrzeni Hilberta
poprzez podanie réwnosciowych warunkéw ubocznych zagadnien optymalizacyjnych i
nastepnie uzywanie na tych rozmaitosciach pewnych obiektéw geometrycznych. Watek ten
jest jedynie naszkicowany. Z wyjatkiem prostych przypadkéw zagadnienia optymalizacyjne sg
jedynie stawiane, bez rozwigzywania odpowiednich réwnan o hilbertowskich argumentach

wynikajacych z warunkow koniecznych poszukiwanych minimow.



FROM THE CONCEPTS OF POWER TO OPTIMIZATION METHODS IN

ELECTRIC CIRCUIT THEORY

Summary

Interpretation upon the range of application of various concepts of power in the electric
circuit theory is one of the monography purposes. To begin with the physical necessity of an
instantaneous power and an active power defining is pointed out. Then the problem of power
losses in an element transferring energy to loads is considered. It appears that as long as this
system is a connection of a load to an electromotive force (a source) by means of a resistor
across which rms voltage value is small in comparison with the load voltage value, it is
possible to introduce a reactive power (besides the active power). The reactive power must be
defined adequately and can be compensated by means of networks of L, C class. The defined
powers (together with some other ones) can be related to each other by a formula called the
power cuboid. However, if the system transferring energy to the loads becomes more complex
the concepts of any powers defined for the load terminals are not adequate any more, because
they do not inform of the load active currents for which the loss minimum occurs in this
network for the given consumption of active powers by loads. Then the active currents and the
other ones are not orthogonal in general which makes impossible to construct the power
cuboid. Therefore it is necessary to replace the classical power theory with an optimization
theory. Besides the problem of loss minimization the question of the shapes of load currents
and voltages is discussed in the monography as well. It consists either in joint treatment of the
both problems by minimization of well-chosen functionals or in their separate representation
by functionals, minimized by means some compensator parameters responsible for the load

losses and the load voltages separately. At first the above optimization problems are presented
. . 2

using some standard spaces of network voltage and current signals such as L2I' and B™ spaces

or their direct sums related to multiterminal elements. Next they are formulated in the abstract

using any Hilbert spaces as the mentioned above signal spaces. In the given Hilbert space it is

possible to choise different bases and to make optimization calculations using the Fourier



coefficients of currents and voltages in relation to these bases. It is connected with some
geometrical formalism consisting in introducing in general infinite dimensional submanifolds
of the considered Hilbert spaces by stating equality conditions for side optimization problems
and next using some geometrical objects on these manifolds. This problem is outlined only.
Optimization problems are stated only as well, except for simple cases, without solving
suitable equations with Hilbert arguments resulting from necessary conditions of the searched

minima.



OT nOHJITHH MOIIUIOCTEA KONTHMH3AIIHOIIIIbIM METOAAM B
TEOPHH 3JIEKTPHHECKHX I1JEnER

PecfcepjaT

OfllIOH M3 HHTCH MbICJIK flailMOH paROTbl HHIIHCTCH 110JCIICHHC O0JiaCTH lipHMeitCHH«
pai.'IHHUbIX nOIIHTHH MOIUHOCTCH B TeopRH 3JICKTpHHCCKHX UdICH. RJIH nanana HMeercH
({)H3HKajiLiiafl nyjjyta onpejtejieima MmoBCimoH h aKTHBHofi MomnocTefi. 3aTeM pac-
CMaTpHBacTCH Bonpoc noTepb b cxcbte imTaijoiiicii iiphcmhhkh 3iicpi'HCH. Floxa cxcMa
CBOAHTCH K COCJIHHCIIHIO IlIpHCMHHKa C SJICKTpOJIBHJIKYyIUCA CHJIOH HepCS COnpOTHBJIdIHC,
na KOTopoM HMeeT MecTo iieGobinoc /icficTBHTejibiioc siianeHHC natipajKciiHH no cpaBnennn
C T8KHM aiianeiiHCM HanpiDKciiHR npHCMiiHKa, iioKa3biBacTCH, «rro KpoMC axTHBHOH
MOLUHOCTH MOA1IO BBCCTH COOTBeTCTBCIHIO OnpeflCJICIIiyiO pCaKTHBIiyiO MOIHIIOCTT.,
KOMneiicHpyeMyio cxciuaMH KJiacca L, C h CBH3aTb onpc.nediciiiii.ic mohuiocth (bmcctc ¢
licKOTopbiMH npyrHMH) (popMyjioH na3WBacMOH npHMoyrojii.ni.iM napajuiejicnnnc”~oM
MoinnocTCH. Ojniaxo, Koivra nHTaioiuaa cxcMa craeT 6ojiee cjiojkhoh - iioiihthh KaicHX-
jihdo MoinnocTCH onpcflcJiIHCMbix na hx aaxcHMax oOMam.iBaioT, nocKOJii.Ky ne cnaRjKaroT
HIKpOpMaHHCH OR HX aKTMRIIbIX TOKaX, IlpH KOTOpiilX lipOHCXOMHT MHIIHMyM 1IOTCpl. B 3TOH
CXCMC lipH 3aflanilOM CliaBjKCHHH npHCMIIHKOB aKTHBHbIMH MOLHHOCTHMH. ToKH aKTHBHhIle
h /ipyrnc nc jibjihiotch Torjia b o6iu.cm opToronalJibiibie, uto gcjiaeT iicbo3M05khmm Ito-
CTpOHTb npBMOyroJlblibIH liapaJIJICJICIIHIICa MOUJUIOCTCH. TaXHM 0OOpaSOM BO3HHXaCT
HCOOXOJIHMOCTb 3aMCllellHB KJiaCCHMCCKOH TCOpHH MOI1IpiOCTeH lieKOTOpOH TCOpHeH onTH-
M H3annn. KpoMe Ronpoca MHiiHMinauHH noTepb, b paRoTc oBcyxyracTcB to*c Bonpoc
(pOpMbl TOKOB H IllanpaXCCIIHH [lipHCMHHKOB. 3tO aaKJIIOHaCTCB HJIH B COBMeCTIIOM
paccMaTpHBaiiHH oéohx BonpocoB nyTeM MHiiHMHaapHH cooTBercTBeiiiio no,no6paiiiibix
«JjyiiKUHonajioB, HJIH na hx nooTaejibiioM npeacTaBJieiiHH (byiiKUHonajiaMH mhiih-
MH3HpOBailHL!MH nO HCKOTOpbTM napaMCTpaM KOMIICIICaTOpOR, OTBGTCTBeHIIMM OTJICIIhIO
Bonpochi ofRcyxgiaioTCH cncpna c¢ iipHMenciiHCM iiexoTopbix CTaimapTHbix npocTpaiiCTB
CHraajioB HanpaaceiiHH h Toxa hm cioihhxch b uciih, TaxHX xaX L B 1 hjih hx npjiMbie
cyMMbi CBHjaniiLie ¢ MiioroaajKHMin.iMH 3jicMcirraMH; 3aTCM «liopMyjiHpyKiTCB adcTpaKTiio
C npHMeHCHHCM Jllos 1 .IX npOCTpailCTB rHJIhRcpTa Kax BHIlieyil OMHIiyTWX CHI'liajlbHbIX
npocTpaHCTB. B 3a,nainioM npocTpancTBe rnjibdécpTa mobcho npHiiHMaTb pa3Hbic 6a3HCH
H onTHMHsauHoinrbie pacHcrw npoBojiHTb na KoacptpHnHCirrax <Jypi.e tokob h naTipjukeiiHH
OTHOCHTEejIbHO 3THX 6a3HCOB. 3to CBH3MBaCTCH ¢ HCKOTOpOH rCOMCTpHMeCKOH (})OpMa-
jiH3an.Hen 3aicjiioMaioin,eHCB bo rbcjiciihh b o6iucm RecKoiieBiio pasMepiibix iioji-
MHoroo6pa3HH paccMaTpHBaeMbix npocrpaiicTR rm.6epTa nyTCM upHBejiciiH» paBiiocTiibix
II060HHMX yCJIOBHH OIITHMH3aUHOIIIIbIX BOIIpOCOB H, SaTCM, lipHMeilCIIHC Ha 3THX MHOrO-
oBpaaHBX HCKOTopbix reoMCTpHHCCKHX o6t.cktob. 3 ts HHTDb jiniiib TOJibKO iiaMCMeiia. 3a
HCKJHoneHHCM npocTbhix cjiynaeB, onTHMH3auHonni.ic Bonpochi jiHUib tojii.ko CTaBJiaioTCH
6e3 pemeiiHH cooTBeTCTBeimbix ypaBiieimfl ¢ i'HJibRepTORCKHMH apryMCinaMH HO311H-

KaKJIUHMH H3 HCOOXOHHMMX yCJIOBHH HCKOMMX MHIIHMyMOR.



