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Streszczenie: Podano og6lny 2-W model cigglo-dyskretny uktadéw liniowych oraz
jego przypadki szczeg6lnie modele typu Fomasiniego-Marchesiniego i Attasiego.

Whprowadzono réwniez og6lny 2-W model cigglo-dyskretny typu Roessera. Podano
rozwigzanie standardowego og6lnego modelu 2-W spetniajagce dane warunki brzegowe
oraz wyprowadzono wzor pozwalajgcy wyznaczy¢ odpowiedz tego modelu dla danych
wymuszen i warunkéw brzegowych. Podano warunki konieczne i dostateczne
osiggalnosci i sterowalnosci standardowego 2-W og6lnego modelu ciggto-dyskretnego.

GENERAL RESPONSE FORMULA AND THE REACHABILITY
AND CONTROLLABILITY OF 2-D CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS

Summary:A general 2-D continuous-discrete model of linear systems and its
particular cases the models of Fornasini-Marchesini type and Attasi type are introduced.
A general 2-D continuous-discrete model of Roesser type is also introduced. A solution
and the general response formula to the standard general 2-D continuous-discrete model
are derived. Necessary and sufficient conditions for the reachability and controllability of

the standard general 2-D continuous-discrete model are established.

ORPEAEAEHUE cPOPMYAbl AAH PACCMETA BbIXOAHbIX CHrHAAOB
A TAIOKE AOCTM>KHMOCTb H YriPABAHEMOCTb ABYXMEPHbIX
HENPEPbIBHO-AUCKPETHbIX CUCTEM

P e 3oMe: ripuseAeHa AByxwepHan oGutan HenpepuBHo-AncKpeTHaa

MOAeAb  Auneunbix cucreM a Tax>xe ee uacTHbie CAyeau - moaoam
runa  cpopnacuHu-MapuecuHu u Arracn. BaeAeHa oGutan  AByxwepnaa
HenpepuBHo-AucKpeTHaR MOASAL Tuna Pe3epa. A aho peweHue

CTaHAapTHON o6men AByxMepHoii moabam BbinoAHRiomen 3aAaHHbie
xpaeBbie ycAceua, a Tax”e noAyueHa oopMyAa, no xoTopon mo>kho
Tb BolXOAHbie enrHaAU  3TOh  MOAeAU  AAHBaA3HHbIX BXQAHIIX

B03AenCTBnA n xpaesbix ycAOBUA. OnpeAeAeHbi HeobxoAHMbie

n

AOCTaTOVHAe  YeAOBHH  aoctujkhmoctm u  ynpaBAneMOCTn  daHAapTHon

oGtuePi  AsyxwepHon  HenpepuBHO-AncxpeTHoCi  moacau.

1. Wprowadzenie

Do najbardziej znanych modeli liniowych ukladéw dwuwymiarowych (2-W) nalezg

modele dyskretne (obie zmienne niezalezne sg dyskretne) zaproponowane przez Roessera [20]

oraz Fornasiniego i Marchesiniego [2,3], Interesujacy przeglad wynikéw dotyczacych

2-W

uktadow dyskretnych jest podany w pracy [19]. 2-W modele ciagte, w ktérych obie zmienne

majg charakter ciggly, bylty rozpatrywane w pracach [1,4,22], Ostatnio w pracach [5,6,11]
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rozpatrywano rowniez modele cigglo-dyskretne, w ktorych jedna zmierina ma charakter
ciagly, a druga dyskretny. Tego typu modele pojawiajg sie w roznych dziedzinach techniki i
nauki [5,11], Przyktadami takich uktadéw sg procesy repetycyjne w gornictwie [21] oraz
procesy iteracyjne uczenia [18],

W pracy tej zostang wprowadzone ogélne modele 2-W typu Kurka [17,8,7], Fornasiniego-
Marchesiniego [2,3], Attasiego i Roessera [20,7,15], Podane zostanie rozwigzanie ogolnego
modelu standardowego oraz warunki konieczne i dostateczne osiggalnosci i sterowalnosci tego

modelu.

2. Modele 2-W uktadow ciggto-dyskrctnych e

Wezmy pod uwage og6lny 2-W model cigglo-dyskretny opisany réwnaniami

Ex(t,k+2)=Ax(t,k) +Ax(tk)+Ax(t,k+ 1)+
+BO0u(t,k) + Blu(i,k) + Bu(t,k + 1) (1a)
t &Rt ,k eZ +
y[t,k) = Cx{t,k) + Du{t,k) (Ib)

wymuszen, y{t,k) eR pjest wektorem odpowiedzi, E eR"",A eR"™B:e/i’", /= 0,1,2,
C &Rpin,D eR pm R jest zbiorem macierzy o wymiarach mxn i elementach z ciata liczb
rzeczywistych, A. jest zbiorem nieujemnych liczb rzeczywistych i Z+ jest zbiorem

nieujemnych liczb catkowitych.
Jezeliq*n lub det E =0, gdy g =n, to model (1) nazywamy singulamym. Jezelin=q i

det E * 0, to mnozac lewostronnie (la) przez E~' otrzymamy

o(le + 1) = Aix(t,k) + A{x{t,k) + Allx{t,k +\) +
+B'au{t,k) + B[u{t,k) + Blu(t,k + 1) (Ic)
przyczyni A%=E~iA,Bi;=E~'Bi,i1=0,1,2 .
Model opisany réwnaniami (Ic) i (Ib) nazywac bedziemy standardowym.

Warunki brzegowe dla (la) sa okre$lone zwykle nastepujaco

*(*,0) =*,(/),] eR+ oraz x(o,k) =x2(k),k eZ. )
przy czym r,(/) / x2(£) sag dane.

Szczegb6lnymi przypadkami ogdlnego modelu (1) sa:
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1) dlaA =B2- 0 pierwszy 2-W model cigglo-dyskretny typu Fomasinego-Marchesiniego,

2) dla Ag=0/'BO=0 drugi 2-W model ciagto-dyskretny typu Fonasiniego-Marchesiniego,
3)dlaAg=-A A iBt=B2=0 2-W model ciggto-dyskretny typu Attasiego.

Wezmy z kolei pod uwage og6lny 2-W model ciggto-dyskretny typu Roessera opisany

réwnaniami
=A +Bu(t,k) (3a)
x2{t,k +\) x2{t,k)_
tsR ,k eZ,
xXt,k)
y{tk)=C -Du{l,k) (30)
x2(t,k)

przy czym xx{ t, k) d: x I(t,k) eR"1ix2{t,k)zR sg semiwektorami stanu,
i

u(t,k)sRm jest wektorem wymuszen, y(t,k)eRp jest wektorem odpowiedzi,

EeR”in-« +n2), A&&R",B ,CeR”NiD eRFm

Jezeli qmn lub det E = 0, gdy g = n, to model (3) nazywamy singulamym. Jezelin=q i

det E * 0, to mnozac (3a) lewostronnie przez E~' mozemy model ten sprowadzi¢ do postaci
standardowej (£=1/,,).

Warunki brzegowe dla (3a) sa okreslone zwykle nastepujaco
(O,A)=x,(k),k 6 2+ oraz x2(/,0) =x2(/),t e I+ (4)

przy czym X, (Ar) i x2(i) sa dane.
Jezeli elementy wszystkich lub niektérych macierzy zalezg od zmiennych /i A, to modele (1)
i (3) nazywamy modelami ze zmiennymi wspotczynnikami.
Definiujac
xt{t,k):= Ex(t,k + 1)- Ax(t,k), x2(t,k):= x{t,k)

mozemy model (1) napisa¢ w postaci

u(t,k)
7 -A  x{tk) 0 Ay X(tk) Eg B, B2 L(tk)
0 E x2{tk+) 1A xtk) 00 ’

«(lLE+1])

Model (1) jest wiec szczegélnym przypadkiem modelu (3).

Niech
E=[ExE2]=[£, 0]+[0£,],£eii« £eRT*

oraz
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X, (1, k)"
4 k}=
x2(1,k)
Korzystajac z tych oznaczerh mozemy (3a) napisa¢ w postaci
[£, 0]x(t,k) +[0 £ 2]x(/,£ + )= Ax(l,k) + Bu(t,k)
Model (3) jest wiec szczeg6lnym przypadkiem modelu (1). Inne znane zaleznosci miedzy 2-W

modelami dyskretnymi [7] mozna réwniez uogélni¢ na 2-W modele ciggto-dyskretne.

3. Wyznaczanie rozwigzan modeli

Wezmy pod uwage standardowy model (1), E =1In. Dla uproszczenia oznaczenh

napiszemy réwnanie (la) w postaci
x{lLk + )= ANIN)* A\x{t,k) +AIx(t,k +\) + f{t,k) (5a)

przy czym
£{1,k\.= BOu(t, k) + B,u(t,k) + B2u(l, k + 1) (5b)

Zadanie nasze mozna sformutowac nastepujaco:
Dane sg macierze A,l=0,1,2, wektor f(l,k),l eRt,k sZ4 oraz warunki brzegowe (2).

Nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie x(l,k)j réwnania (5a) spetniajace warunki brzegowe (2) oraz
poda¢ wzdr okreslajacy odpowiedz y{t,k) w funkcji znanych macierzy A,C,D, wektoréw
f(t,k),u(l,k) iwarunkéw brzegowych (2).

Aby wyznaczy¢ rozwigzanie x(t,k) réwnania (5a),wezmy pod uwage to réwnanie dla k = 0.

Otrzymamy wowczas
x(1,1) = zI(/,1) + FO(/) (6a)

przy czym
Toi‘l = Ax, (i) + Ax, (/) +f{t, 0) (6b)

jest znane dla danych warunkéw brzegowych (2).
Rozwigzanie x(f,I) réwnania (6a) ma posta¢ [7,15]

x(t, ="="x2Al) + % Ot )
Podstawiajac z kolei k = 1do (5a) i korzystajac z (7) otrzymamy
x(r,2) = Ax(r, ) + Ax(t, 1) + Ax(t,2) +/(t,1) =
=AleAxAl)+ joe A<"FQNC/T] +

+A[ARNX ) + FO(t) + n)ilr] + Zfx(r,2) +/(r,1) =
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= Ax{t,2) +A(t) ©)

przy czym

AW:= A[eA'x2(l) + ] eAC<TFO(r)d r]+ ~FO(/) +/(/,1)
0

A=Ag+AA2
Rozwigzanie x{t,2) réwnania (8) ma posta¢

x{t,2) = enx2{2) +)e A" F{x)dr 9)
0
Analogicznie korzystajac z (5a) dla k =2 oraz (9) otrzymamy

x(t,3) = Ax(t,2) + Ax(t,2) + AX(/,3) +/(/, 2) =
+AA2e A'X2(2) + F, (/) + A2) e** 105 (r)rfr] + Ax(/,3) +/(/,2) =
= Ax{t,3)+F2{t) (10)
przy czym
F&):=A[eAXA$ +je A FI{JdA +AiFfa +f(t,2)
Rozwiazanie x(/,3) réwnania (10) (r)na postaé

x{t, 3) = e/d'x2(3) + J e AC~IF, (r)dr

0
Kontynuujac te procedure po k krokach otrzymamy

x{t,k) = eA2(k) + JeA(-% , (x)dx,k =12,... (11)
przy czym A_, (/) spetnia ré(\)/vnanie
Fk{t) = A[eAx2{k) +\e A "% i{x)dx\+ A[FkI{t) + f{t k) (12)
0
Niech Pt bedzie operatorem (odwzorowaniem) okreslonym nastepujaco
P.F{t) = A e A,-DIF{r)dx+AF{t) (13)
0

a Ptk=Pt°P'°..°P, k-krotnym ztozeniem tego operatora, przy czym P°- 1 (jest
tozsamoscia).
Korzystajac z tego operatora oraz oznaczenia

gk(t):= Ae*x2(k)+f{t,k)

mozemy roéwnanie (12) napisa¢ w postaci
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AW =/5A-W +&W *eZ, ; (14)
tatwo sprawdzi¢, ze rozwigzanie Fk(I) réwnania (14) ma postac

<0 (19)

przy czym FO(l) jest okre$lone zaleznoscig (6b).

Udowodnili$my wiec nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1

Rozwigzanie x(t,k) réwnania (5a) spetniajace warunki brzegowe (2) ma posta¢ (11), przy
czym FKk(t) jest okreslona zaleznoscia (15).

Podstawiajac (11) do (Ib) otrzymamy

t

y{t,k) = CeAt'x1(k) +c je A" )FN{T)dv+Du{t,k),t eR,,k eZ+ (16)
o

Wz6r (16) pozwala wyznaczy¢ odpowiedZz _y(zAr) dla danych macierzy A,Bni=0,1,2; C,D,
wymuszenia te(l,k) oraz warunkéw brzegowych (2).

4. Osiggalnosc¢ i stcrowalnosc¢

Wezmy pod uwage standardowy 2-W uktad ciggto-dyskretny opisany réwnaniem

x(r,A+1) = [10x(r,A-) + Mx(r,A-) + Ax(r,A + 1)+5i/(i,it) 17)
przy czym x(/,k),u(i,k),A> =0,1,2 sgzdefiniowane tak samojak dla (la), aB e i?“”.

Zaktadamy, ze
t/(t,k):=uk dla 0§t <T,TeR .,k eZ, (18)

przy czym uk jest state niezaleznie od i .

Warunki brzegowe dla (17) majg postac (2).
Definicja 1. Uktad opisany réwnaniem (17) nazywac¢ bedziemy osiggalnym w prostokacie
[2T, }y={({i,WER,xZ+0i t<T,0<k <N} (19)

jezeli dla dowolnych warunkéw brzegowych : x, (/),t e[0,77,x2(it), k e[l,JV] oraz dla kazdego
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wektora xf sR"™ istnieje wymuszenie u{t,k) dla ts[0,7'],£ efO.AN-I], takie ze
x{T,N) = xf.

Twierdzenie 2

Uktad opisany réwnaniem (17) jest osiggalny w prostokacie (19) wtedy i tylko wtedy, gdy
rzad (20)
przy czym )
i
Ri=\e~ TOPtBdr, i=0,l,...,N -\ (21)

a P, jest operatorem okre$lonym zaleznoscig (13).
Dowdd. Ze wzordw (11), (15) dla t-T ,k =N po uwzglednieniu, ze f(t,k) =Bu(tk),
zatozenia (18) oraz x{T,N) = x, otrzymamy

(22)

Z zatozenia xf i warunki brzegowe (2) sa dowolne. Z lewej strony réwnosci (22) mamy wiec
dowolny wektor n-wymiarowy. Istnieje wiec cigg u0,ux...,uNA wtedy i tylko wtedy spetniajacy
(22), gdy zachodzi (20).0

Definicja 2. Uktad opisany réwnaniem (17) nazywac¢ bedziemy sterowalnym w prostokacie
(19), jezeli dla dowolnych warunkéw brzegowycn. *,(/),t e\0,T\x k) k e[l,.iV] istnieje

wymuszenie u{t,k) dla / e[0,7°],k efO,// - 1],takie ze x[7',//]=0.
Twierdzenie 3

Uktad opisany réwnaniem (17) jest sterowalny w prostokacie (19) wtedy i tylko wtedy, gdy

spetniony jest warunek (20).

Dowod. Ze wzordow (11), (15) dla t-T ,k =N  po uwzglednieniu, ze f(t,k) =Bu(tk),

zatozenia (18) oraz x(T,N) =0 otrzymamy



142 T. Kaczorek

O+ 4%, (D1+ +1) dr=

(V) - an e
| 0

(23)

D k dowolnej, macierzy -i macierz e ~ jesl akesobtiwa. Z lewej strony rownosci (23) mamy

Wiee dowolny wektor a-wymjarowy- bajisje wHc ciag wtedy i tySco wtedy

speipig,igey (23), gdy zachodzi (20). O
VA e,\ierdZsaia 2 i. 3 wynika nastepujacy wazny wniosek Dla standardowej 2-W moddu (17)

pojecia osiggainosci. i sterowalnosci sa rownowazne analogicznie jak dla ciagtych; uktadéw

jednowymiarowych.
Przyk& ad

Wezmy poci uwage uktad.opisany rownaniem (17), ktérego

J 0llg J 10" , _ 3=
b& 1 h

Aby zbada¢ osiggainos¢ tego ukladu w prostokacie [1,2] korzystajac z (21) dia T—l
wyznaczamy

-1
in= jeniWr=ME en-Zj3= o

1. 1 r
jy "phrdz”N [ss3 s
0 0 -0

Ze wzoru (20)dla N=2 otrzymamy wiec

e-1,. e
rzad [A™Irzad 1 =2

Zgodnie z twierdzeniem 2 ukiad tenjest wiec osiggalny w prostokacie [1,2].
Aby wyznaczy¢ cigg sterowan ia0,«t} przeprowadzajacy ten uktad z warunkow brzegowych
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J <aR,x2{k)= keZ, (24)
do stanu x w punkcie (1,2) korzystamy z zaleznosci (21), ktéra dla T-\,N =2
przyjmuje postac
*/ - eAxi(2)- J H+4%i(H)+A AXI]dr= [1NA] (25)
Biorgc pod uwage, ze

"l- 2e AeAul) e’+e2'

= e =
22) l-e2 e'+2e\
y ec’

A(AXXr) + Ax, (1)) :A%e 0 dr, -

_er-1

oraz

JeNN/I(140Y(r) + Z,1,(r)) + zte/ Q1) ]rfr=

e2+e
2er+e2r
i > 0‘4 dr- 7 2 1
*E) _2er+2e2r-1_ —ec—Pe+=
2 2.
Z (25) otrzymamy uktad réwnan
e-1, e -e -3e+l
i i- -~e2+2e +-
o >fi*2+1i-* D) 2]
ktérego rozwigzanie ma posta¢
(e+1)(I- 7e +9e2-e3
(e-1)’ (26)
“QJ I+4e-9e2
i~
Korzystajac z (9) dla i =1 fatwo sprawdzi¢, ze sterowanie (26) przeprowadza ukifad ten z

fil .
warunkéw brzegowych (24) do stanu xf = w punkcie (1,2).
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5. Uwagi koncowe

Przyjmujac za punkt wyjscia warunki osiggalnosci w sposéb analogiczny, jak dla 2-W

uktadéw dyskretnych [9,10,12-14,16], mozna sformutowac i rozwigza¢ zadane sterowanie z
minimalng energig dla modelu (17).Uogdlnienie twierdzen 1,2 i 3 na przypadek standardowego
(E=/) modelu (1) nie jest trywialne i bedzie przedmiotem odrebnej pracy.
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Abstract

Recently the well-known theory of discrete 2-D systems has been extended for
continuous case, i.e. for the so called 2-D continuous-discrete systems. In the present paper
general response formula for linear, 2-D continuous-discrete systems with constant coefficients
and with non zero boundary conditions is derived. It is generally assumed that the set of
admissible controls contains constant controls. For such assumptions using pure algebraic
methods it is possible to express the solution formula in a rather compact form. Next,
definitions of local cotrollability and local reachability in a given rectangle are presented.
Moreover using the general response formula necessary and sufficient conditions for
controllability and reachability are formulated and proved. These conditions are expressed as
matrices rank conditions.

The theorems presented in the paper extend to the case of 2-D continuous-discrete linear
systems, the previous results given in literature for 2-D be pointed out the presented results can
be used in order to solve so called minimum energy control problem for linear 2-D continuous-

discrete systems with constant coefficients.



