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WYZNACZANIE ODPOWIEDZI ORAZ OSIĄGALNOŚĆ 
I STEROWALNOŚĆ 2-W UKŁADÓW CIĄGŁO-DYSKRETNYCH

Streszczenie: Podano ogólny 2-W model ciąglo-dyskretny układów liniowych oraz 
jego przypadki szczególnie modele typu Fomasiniego-Marchesiniego i Attasiego. 
Wprowadzono również ogólny 2-W model ciąglo-dyskretny typu Roessera. Podano 
rozwiązanie standardowego ogólnego modelu 2-W spełniające dane warunki brzegowe 
oraz wyprowadzono wzór pozwalający wyznaczyć odpowiedź tego modelu dla danych 
wymuszeń i warunków brzegowych. Podano warunki konieczne i dostateczne 
osiągalności i sterowalności standardowego 2-W ogólnego modelu ciągło-dyskretnego.

GENERAL RESPONSE FORMULA AND THE REACHABILITY
AND CONTROLLABILITY OF 2-D CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS

Summary:A general 2-D continuous-discrete model o f linear systems and its 
particular cases the models of Fornasini-Marchesini type and Attasi type are introduced. 
A general 2-D continuous-discrete model of Roesser type is also introduced. A solution 
and the general response formula to the standard general 2-D continuous-discrete model 
are derived. Necessary and sufficient conditions for the reachability and controllability of 
the standard general 2-D continuous-discrete model are established.

ORPEAEAEHUE cPOPMYAbl AAH PACCMETA BblXOAHbIX CHrHAAOB
A TAłOKE AOCTM>KHMOCTb H YriPABAHEMOCTb ABYXMEPHblX  
HEnPEPblBHO-AUCKPETHblX CUCTEM

Pe3ioMe: ripuseAeHa AByxwepHan oGutan HenpepuBHo-AncKpeTHaa
MOAeAb Auneunbix cucreM a Tax>xe ee uacTHbie CAyeau - moaoam 
runa cpopnacuHu-MapuecuHu u Arracn. BaeAeHa oGutan AByxwepnaa 
HenpepuBHo-AucKpeTHaR MOASAb Tuna Pe3epa. A  a ho peweHue 
CTaHAapTHOń o6meń AByxMepHoii moabam BbinoAHRiomeń 3aAaHHbie 
xpaeBbie ycAoeua, a Tax^e noAyueHa oopMyAa, no xoTopon mo>kho

paCCUHTWBaTb BblXOAHbie enrHaAU 3T0ń MOAeAU AAH 3aA3HHblX BXOAHbIX
B03AeńCTBnń n xpaesbix ycAOBuń. OnpeAeAeHbi Heo6xoAHMbie n 
AOCTaTOMHwe ycAOBHH aoctujkhmoctm  u ynpaBAneMOCTn daHAapTHon 
oGtuePi AsyxwepHon HenpepuBHO-AncxpeTHoCi moacau.

1. Wprowadzenie

Do najbardziej znanych modeli liniowych układów dwuwymiarowych (2-W) należą 

modele dyskretne (obie zmienne niezależne są dyskretne) zaproponowane przez Roessera [20] 

oraz Fornasiniego i Marchesiniego [2,3], Interesujący przegląd wyników dotyczących 2-W 

układów dyskretnych jest podany w pracy [19]. 2-W modele ciągłe, w których obie zmienne 

mają charakter ciągły, były rozpatrywane w pracach [1,4,22], Ostatnio w pracach [5,6,11]
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rozpatrywano również modele ciąglo-dyskretne, w których jedna zmierina ma charakter 

ciągły, a druga dyskretny. Tego typu modele pojawiają się w różnych dziedzinach techniki i 

nauki [5,11], Przykładami takich układów są procesy repetycyjne w górnictwie [21] oraz 
procesy iteracyjne uczenia [18],

W pracy tej zostaną wprowadzone ogólne modele 2-W typu Kurka [17,8,7], Fornasiniego- 

Marchesiniego [2,3], Attasiego i Roessera [20,7,15], Podane zostanie rozwiązanie ogólnego 

modelu standardowego oraz warunki konieczne i dostateczne osiągalności i sterowalności tego 
modelu.

2. Modele 2-W układów ciągło-dyskrctnych •

Weźmy pod uwagę ogólny 2-W model ciąglo-dyskretny opisany równaniami

C &Rpin ,D  e R ptm, R jest zbiorem macierzy o wymiarach mxn i elementach z ciała liczb 

rzeczywistych, A. jest zbiorem nieujemnych liczb rzeczywistych i Z+ jest zbiorem 

nieujemnych liczb całkowitych.
Jeżeli q * n  lub det E  = 0, gdy q = n , to model (1) nazywamy singulamym. Jeżeli n = q  i 

det E *  0, to mnożąc lewostronnie (la ) przez E~' otrzymamy

E x(t,k  + 1) = Ą x (t,k )  + A ,x(t,k) + Ą x (t,  k + 1) + 

+B0u(t,k) + B]u(i,k) + B2u(t,k +  l) (la)

t &Rt ,k  eZ +
y [ t ,k )  = C x{t,k) + Du{t,k) (lb)

wymuszeń, y { t ,k )  e R p jest wektorem odpowiedzi, E  eR ^ " ,Ą  e R ’’™,B: e / i ’" ,  /=  0,1,2,

¿ ( /.¿  +  l) = Ąix (t,k ) + A{x{t,k) + A!lx {t,k  + \) +

+B'au{t,k) + B[u{t,k) + B'lu(t,k + 1) (lc )

przyczyni Ą ’;=E ~iĄ ,B i,;=E~'Bi, i  =0,1 ,2  .

Model opisany równaniami ( lc )  i (lb) nazywać będziemy standardowym. 

Warunki brzegowe dla (la ) są określone zwykle następująco

*(*,0) = * ,(/) ,/ e R + oraz x(o,k) = x2(k ),k  e Z .  
przy czym r ,( /)  /  x2(£) są dane.

Szczególnymi przypadkami ogólnego modelu (1) są:

(2)
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1) dla Ą  = B2 -  0 pierwszy 2-W model ciąglo-dyskretny typu Fomasinego-Marchesiniego,
2) dla Ag = 0 /'B0 = 0 drugi 2-W model ciągło-dyskretny typu Fonasiniego-Marchesiniego,
3) dla Ag = - Ą Ą  i  Bt = B 2 = 0  2-W model ciągło-dyskretny typu Attasiego.

Weźmy z kolei pod uwagę ogólny 2-W model ciągło-dyskretny typu Roessera opisany 

równaniami

x2{t,k  + \)
= A

y { t,k )  = C

x2{t,k)_

xx{t,k )

x2(t,k )

+ B u (t,k )

-Du{l,k)

t s R , k  eZ ,

(3a)

(3b)

przy czym xx { t , k ) : = x l(t , k)  eR"1 i x 2{ t , k ) z R n' są semiwektorami stanu,
di

u ( t ,k ) s R m jest wektorem wymuszeń, y ( t ,k ) e R p jest wektorem odpowiedzi, 

E e R ^ i n -  «, + n 2), A & R ^ ,B  ,C  e R ^ i D  e R Fm.

Jeżeli q *■ n lub det E  = 0, gdy q = n, to model (3) nazywamy singulamym. Jeżeli n = q  i

det E *  0, to mnożąc (3a) lewostronnie przez E~' możemy model ten sprowadzić do postaci 
standardowej ( £ = / „ ) .

Warunki brzegowe dla (3a) są określone zwykle następująco
(O, A:) =  x, (k ), k 6 Z+ oraz x2 (/, 0) = x2 (/), t e  J?+ (4)

przy czym x, (A r) i x2(i) są dane.

Jeżeli elementy wszystkich lub niektórych macierzy zależą od zmiennych / i Ar, to modele (1) 

i (3) nazywamy modelami ze zmiennymi współczynnikami.

Definiując
xt{t,k):=  E x(t,k  + 1)- Ą x (t,k ), x2(t,k):= x{t,k )  

możemy model (1) napisać w postaci

7  - Ą  

0 E

x, {t,k )  

x2{t,k  + \)

0 Ag

1 A,

x,(t,k)

x2(t,k)

Eg B, B2 

0 0 0

u(t,k) 

u(t,k) 

«(/,£  + 1)

Model (1) jest więc szczególnym przypadkiem modelu (3). 

Niech
E  = [Ex,E 2] = [£, 0] +  [ 0 £ , ] , £ e i i « £ e RT*

oraz
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4 ‘,k } =
x,(/, k)' 

x2(l,k )

Korzystając z  tych oznaczeń możemy (3a) napisać w  postaci
[£, 0 ]x(t,k) + [0 £ 2]x(/,£  + 1) = A x(l,k )  + B u(t,k)

Model (3) jest więc szczególnym przypadkiem modelu (I). Inne znane zależności między 2-W  

modelami dyskretnymi [7] można również uogólnić na 2-W modele ciągło-dyskretne.

3. W yznaczanie rozwiązań modeli

Weźmy pod uwagę standardowy model (1), E = I n. Dla uproszczenia oznaczeń 
napiszemy równanie (la ) w postaci

x{l,k  + l)=  A ^ l ^ ) *  A\x{t,k) + A 1x (t,k  + \) + f { t , k ) (5a)

przy czym
f { l ,k \ .=  B0u(t, k) + B,u(t,k) + B2u(l, k + 1) (5b)

Zadanie nasze można sformułować następująco:
Dane są macierze A,,l = 0,1,2, wektor f ( l , k ) , l  e R t , k  s Z 4 oraz warunki brzegowe (2). 

Należy wyznaczyć rozwiązanie x (l,k ) j równania (5a) spełniające warunki brzegowe (2) oraz 

podać wzór określający odpowiedź y { t,k )  w funkcji znanych macierzy Ą ,C ,D ,  wektorów 

f ( t ,k ) ,u ( l ,k )  i warunków brzegowych (2).

Aby wyznaczyć rozwiązanie x(t,k )  równania (5a),weźmy pod uwagę to równanie dla k = 0. 

Otrzymamy wówczas
x (/,l)  = zl2x (/,l)  + F0(/) (6a)

przy czym
1'oi‘l  = Ą x , (i) + A,x, (/) + f { t ,  0) (6b)

jest znane dla danych warunków brzegowych (2).
Rozwiązanie x(f,l) równania (6a) ma postać [7,15]

x(t, 1) = ^='x2(l) + }  t ) J t  (7)
0

Podstawiając z kolei k = 1 do (5a) i korzystając z (7) otrzymamy

x(r, 2) = Ą x(r, l) + Ą x(t, l) + Ą x(t, 2) + / ( t , l )  =

= Ą[eA',x2(l)+ je A‘<"')F0(r)c/T] +
0

+ ^ [Ą e ^ X ‘2(l) + F0(t) + r)i/r] + zf2x(r,2) + / ( r , l )  =



= Ą x { t,2 )  + Ą ( t)  (S)

przy czym

Ą  W := A[eAl' x2(l) + j eA,('~T)F0( r)d  r] + ^,F0(/) +  / ( / , l )
0

A =  Ag + A,A2 
Rozwiązanie x{t,2 )  równania (8) ma postać

x{t,2 ) =  e ^ x 2{2) + ) e Â t)Fx{x )dr  (9)
0

Analogicznie korzystając z (5a) dla k = 2 oraz (9) otrzymamy

x(t, 3) = Ą x ( t,2 )  + Ą x (t, 2) + A2x(/, 3) + / ( / ,  2) =

+Ax[A2 eAl'x2{2) +  F, (/) + A2 J e**1- r)i=; ( r)rf r] + Ą x(/,3 ) + / ( / ,  2) =

= Ą x { t,3 )+ F 2{t)  ( 10)
przy czym

F&):=A[eAJx2($  + je Â F l{J d Ą  + AiFfa + f(t,2)
0

Rozwiązanie x(/,3) równania (10) ma postać

x{t, 3) = e /<i'x2 (3) + J  eĄ('~r)F, (r )d r
o

Kontynuując tę procedurę po k  krokach otrzymamy

x {t,k ) = eAJx2(k) + J eĄ('- % ,  ( x)dx,k = 1, 2 ,... (11)
0

przy czym Ą_, (/) spełnia równanie

Fk{t) = A[eĄ,x2{k) +  \ e Â ' % i{x)dx\ + A[Fk_l{t) + f { t ,k )  (12)
0

Niech Pt będzie operatorem (odwzorowaniem) określonym następująco

P,F{t) = Ą e Ai,-l)F{r)dx+ĄF{t) (13)
0

a Ptk = Pt °P'°...°P, k -krotnym złożeniem tego operatora, przy czym P,° - 1 (jest 

tożsamością).
Korzystając z tego operatora oraz oznaczenia

gk(t):= A e * x 2( k ) + f { t ,k )  

możemy równanie (12) napisać w postaci

Wyznaczanie odpowiedzi oraz osiaaalność i sterowalność 2-W układów ciągło-dvskn. . i
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Ą W  = /5Ą -,W  + & W  * e Z ,  ; (14)
Łatwo sprawdzić, że rozwiązanie Fk(l) równania (14) ma postać

( 15)
<=0

przy czym F0(l) jest określone zależnością (6b).

Udowodniliśmy więc następujące twierdzenie

Twierdzenie 1

Rozwiązanie x (t,k )  równania (5a) spełniające warunki brzegowe (2) ma postać (11), przy 

czym Fk(t)  jest określona zależnością (15).

Podstawiając (11) do (lb) otrzymamy

t

y { t,k )  = C eAt'x1(k) + c j e A'{" ’)Fk̂ {T )d v+ D u {t,k ),t e R „ k  eZ + (16)
O

Wzór (16) pozwala wyznaczyć odpowiedź _y(ż,Ar) dla danych macierzy Ą ,B n i = 0,1,2; C,D , 

wymuszenia te(l,k) oraz warunków brzegowych (2).

4. Osiągalność i stcrowalność

Weźmy pod uwagę standardowy 2-W układ ciągło-dyskretny opisany równaniem

x(r,A +l) = /l0x(r,A-) + ^ lx(r,A-) +A x(r,A  + l)+ 5 i/( i,it)  (17)

przy czym x ( /,k ) ,u ( i,k ) ,Ą >i  =  0,1,2 są zdefiniowane tak samo jak dla (la), a B  e  i?“ ” . 

Zakładamy, że
t/(t,k):=uk dla 0 ś t  < T ,T  e R .,k  e Z , (18)

przy czym uk jest stałe niezależnie od i .

Warunki brzegowe dla (17) mają postać (2).

Definicja 1. Układ opisany równaniem (17) nazywać będziemy osiągalnym w prostokącie

[2T, }  = {(i, Jfc) €  R, x  Z+:0 i  t  <, T, 0 <  k  <, N }  (19)

jeżeli dla dowolnych warunków brzegowych : x, (/), t  e [0 ,7 ’],x2(it), k e[l,JV] oraz dla każdego
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wektora xf  sR "  istnieje wymuszenie u{t,k) dla t s[0 ,7'],£  efO .A ^ -l], takie że 

x{T ,N ) =  xf .

Twierdzenie 2

Układ opisany równaniem (17) jest osiągalny w prostokącie (19) wtedy i tylko wtedy, gdy
rząd (20)

przy czym
i

Ri = \ e ^ T- t)P ‘t Bdr, i  = 0 , l , . . . ,N - \ (21)

a P, jest operatorem określonym zależnością (13).
Dowód. Ze wzorów (11), (15) dla t - T , k  = N  po uwzględnieniu, że f ( t , k )  = B u (t,k ), 
założenia (18) oraz x {T ,N ) = x ,  otrzymamy

(22)

Z założenia xf  i warunki brzegowe (2) są dowolne. Z lewej strony równości (22) mamy więc 

dowolny wektor n-wymiarowy. Istnieje więc ciąg u0,ux,...,uNA wtedy i tylko wtedy spełniający

(22), gdy zachodzi (20). □

Definicja 2. Układ opisany równaniem (17) nazywać będziemy sterowalnym w prostokącie
(19), jeżeli dla dowolnych warunków brzegowycn. * ,(/) ,ł e \0 ,T \x 2{k),k  e[l,.iV] istnieje 

wymuszenie u{t,k) dla / e [0,7’],k efO ,// - 1],takie że x[7',//] = 0.

Twierdzenie 3

Układ opisany równaniem (17) jest sterowalny w  prostokącie (19) wtedy i tylko wtedy, gdy 

spełniony jest warunek (20).

Dowód. Ze wzorów (11), (15) dla t - T , k  = N  po uwzględnieniu, że f ( t , k )  = B u (t,k ), 

założenia (18) oraz x (T ,N ) = 0 otrzymamy
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;( -V )  -  J  ̂ - ' * 1  t)  +  4 * , (  t)1 +  + 1 )
o l *=0

dr =

(23)

D k  dowolnej, macierzy - i  macierz e ~ jesl akesobłiwa. Z lewej strony równości (23) mamy 

Więę dowolny wektor a-wymjarowy- bajisje wHc ciąg wtedy i  tySco wtedy

speipią,iąęy (2 3 ), gdy zachodzi (20). □

Z ę,\ierd2saia 2 i. 3. wynika następujący ważny wniosek Dla standardowej 2-W m oddu (17) 

pojęcia osiągainości. i sterowalności są równoważne analogicznie jak dla ciągłych; układów 

jednowymiarowych.

P r z y k ł a d

Weźmy poci uwagę układ.opisany równaniem (17), którego

, 3 =,  J 0 1 l ą  J 10' , _

b &  l h

1Q

0 2

.Aby zbadać osiągainość tego układu w prostokącie [1,2] korzystając z  (21) dia T —l  

wyznaczamy

. i^= je^iWr=M£1(e^-Zj3=
e - 1

Q

1 . 1 r e

j y  ̂ p ^ d z ^  [ $ $ $  

0 0 -  0

l!

§

Ze wzoru (2 0 )dla N=2 otrzymamy więc 

rząd [Ą ^ I ^ r z ą d
e -1 ,. e 

1 = 2

Zgodnie z twierdzeniem 2 ukiad ten jest więc osiągalny w prostokącie [1,2].
Aby wyznaczyć ciąg sterowań ia 0,«t} przeprowadzający ten układ z warunków brzegowych



Wyznaczanie odpowiedzi oraz osiaealność i sterowalność 2-W układów ciagło-dyskr. . . 143

,/ <aR„x2{k) = ,k  eZ , (24)

do stanu x w punkcie (1,2) korzystamy z zależności (21), która dla T - \ , N  = 2

przyjmuje postać

*/ -  eA'xi(2) -  J  *) + 4*i( *)) + ̂  A',x1[\)]dr= [1 ,̂ Ą  ]

Biorąc pod uwagę, że

oraz

"l -  2e
A eA’tx1[l) =

e ’ + e 2'

1 - e 2 e '+ 2 e 2\
2(2)=

Ą(A,xXr) + Ąx,(r)) = Aje 
0

J  e'̂ (,* r)[/Jr( i40r 1( r) +  Z ,i,(r)) +  zte/,!rx2(l)]rfr=

y
dr, -

e c '
J0 0 _er -1

(25)

¡ > 0-4 2 er + e2r
d r -

J0 _2er + 2e2r- l_

z (25) otrzymamy układ równań 
e - l ,  e

o > fi* 2+1i - *

którego rozwiązanie ma postać
(e + l)(l -  7e + 9e2 -  e 3)

e2 + e

7 2 „ 1—e — 2e + — 
.2 2 .

-  e -  3e +1

- ~ e 2 +2e + -  
2 2 j

“OJ

( e - l) ’
l + 4 e - 9 e 2

i ^ r

(26)

Korzystając z  (9) dla i  =1 łatwo sprawdzić, że sterowanie (26) przeprowadza układ ten z
fil

warunków brzegowych (24) do stanu xf  = w punkcie (1,2).
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5. Uwagi końcowe

Przyjmując za punkt wyjścia warunki osiągalności w sposób analogiczny, jak dla 2-W 

układów dyskretnych [9,10,12-14,16], można sformułować i rozwiązać zadane sterowanie z 
minimalną energią dla modelu (17).Uogólnienie twierdzeń 1,2 i 3 na przypadek standardowego 
(£ = /) modelu (1) nie jest trywialne i będzie przedmiotem odrębnej pracy.
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Abstract

Recently the well-known theory of discrete 2-D systems has been extended for 

continuous case, i.e. for the so called 2-D continuous-discrete systems. In the present paper 

general response formula for linear, 2-D continuous-discrete systems with constant coefficients 

and with non zero boundary conditions is derived. It is generally assumed that the set o f  

admissible controls contains constant controls. For such assumptions using pure algebraic 

methods it is possible to express the solution formula in a rather compact form. Next, 

definitions o f  local cotrollability and local reachability in a given rectangle are presented. 

Moreover using the general response formula necessary and sufficient conditions for 

controllability and reachability are formulated and proved. These conditions are expressed as 

matrices rank conditions.

The theorems presented in the paper extend to the case o f 2-D continuous-discrete linear 

systems, the previous results given in literature for 2-D be pointed out the presented results can 

be used in order to solve so called minimum energy control problem for linear 2-D continuous- 

discrete systems with constant coefficients.


