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STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA UKLADAMI
CIAGLO-DYSKRETNYMI

Streszczenie: W pracy sformutowano oraz rozwigzano problem sterowania
z minimalng energig dla liniowych stacjonarnych uktadéw dynamicznych typu 2-D
ciggto-dyskretnych. Rozwigzanie zagadnienia sterowania z minimalng energia uzyskano
przy zatozeniu lokalnej sterowalnosci w ustalonym prostokacie uktadu dynamicznego
typu 2-D ciggto-dyskretnego. Otrzymane rezultaty stanowig uogélnienie na przypadek
uktadow dynamicznych typu 2-D ciagto-dyskretnych wczesniejszych wynikow
dotyczacych dyskretnych uktadéw dynamicznych typu 2-D.

MINIMUM ENERGY CONTROL OF CONTINUOUS-DISCRETE
DYNAMICAL SYSTEMS

Summary: In the paper minimum energy control problem for linear time-invariant
discrete-continuous 2-D dynamical systems has been formulated and completely solved.
This solution has been derived under the assumption that 2-D discrete-continuous
dynamical system is locally controllable in a given rectangular. The obtained results are
generalization to the case of linear discrete-continuous 2-D dynamical systems, of the
previous solutions of minimum energy control problems for different kinds of discrete

2-D dynamical systems.

MINIMUM-ENERGIE-STEUERUNG FUR KONTINUIERLICHE-DISKRETE
DYNAMISCHE SYSTEME

Zusammenfassung: In der Arbeit wird das Problem der Minimum-Energie-
Steuerung fir lineare kontinuierliche-diskrete dynamische Systeme mit zeitinvarianten
Koeffizienten vorgestellt. Es werden die lokale Steuerbarkeit auf bestimmten Rechteck
und die notwendige und ausreichende Bedingung fiir Steuerbarkeit definiert. Die. genaue
Ldésung fur das Problem der Minimum-Energie-Steuerung wird préasentiert. Diese Arbeit
bildet eine Verallgemeinerung von fritheren Verdffentlichungen zum Thema: Minimum-

Energie-Steuerung.

1. Wprowadzenie

Zagadnienie sterowania z minimalng energig réznego typu uktadami dynamicznymi

rozpatrywane byto w literaturze wielokrotnie [3],[4],[7]1,[8].[9]. Problem ten polega na
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wyznaczeniu postaci sterowania przeprowadzajgcego zadany stan poczatkowy ukiadu
dynamicznego do zadanego stanu koncowego w ustalonym czasie. Tak sformutowane
zagadnienie moze posiadaé rozwigzanie dla dowolnych stanéw poczatkowych oraz
koncowych jedynie przy dodatkowym zatozeniu sterowalno$ci rozpatrywanego uktadu
dynamicznego [7],[9],[10], Tak wiec przed przystgpieniem do rozwigzywania problemu
sterowania z minimalng energig nalezy sformutowaé efektywne kryteria badania sterowalnosci
rozpatrywanego uktadu dynamicznego.

W niniejszej pracy sformutowane zostanie zagadnienie sterowania z minimalng energia
dla liniowego stacjonarnego dyskretno-ciggtego uktadu dynamicznego typu 2-D to znaczy dla
uktadu dynamicznego opisanego uporzadkowanym zbiorem roéwnan rézniczkowych
zwyczajnych liniowych o statych wspotczynnikach [1],[2],[31.[4].[5].

W ostatnim okresie w zwigzku z mozliwymi licznymi aplikacjami tego typu ukiady
dynamiczne rozpatrywane byty w wielu publikacjach [3],[5],[6].[12], W pracach [5] oraz [6]
wyprowadzono ogélny wzér na posta¢ rozwigzania dla liniowego dyskretno-ciggtego uktadu
typu 2-D ze statymi wspo6tczynnikami oraz zadanymi niezerowymi warunkami poczatkowymi
i brzegowymi. Publikacja [2] zawiera warunki konieczne i wystarczajgce lokalnej
sterowalnosci w zadanym prostokacie dla liniowego dyskretno-ciggtego uktadu dynamicznego
typu 2-D, przy zatozeniu, ze sterowania sa funkcjami przedziatami statymi. Natomiast w pracy
[8] sformutowano i udowodniono warunki konieczne i wystarczajace lokalnej sterowalnosci
w ustalonym prostokacie lecz przy' zatozeniu, ze sterowania sg funkcjami catkowalnymi
z kwadratem w zadanym obszarze. Warunki te zostang doktadnie przedstawione w nastepnych
rozdziatach. W pracy [3] rozwigzano zagadnienie sterowania z minimalng energia dla
liniowego dyskretno-ciggtego uktadu typu 2-D, lecz przy dodatkowym zatozeniu, ze
sterowania sg przedziatami statymi funkcjami czasu.

W niniejszej pracy' rozwigzane zostanie zagadnienie sterowania z minimalng energig takim
samym uktadem dynamicznym jak w pracy [3], lecz bez dodatkowych zatozen
ograniczajgcych klase sterowan dopuszczalnych. Rozwigzanie tego problemu uzyskane
zostanie w oparciu o warunki konieczne i wystaczajace lokalnej sterowalnosci w ustalonym
prostokacie w  klasie sterowan  dopuszczalnych bedacych funkcjami catkowalnymi z
kwadratem. Warunki re wraz z dowodami zostaty' opublikowane w pracy’ [8],

Nalezy wyraznie podkresli¢, ze zarowno kryteria lokalnej sterowalnosci, jak i rozwigzanie
zadania sterowania z minimalng energig w istotny sposéb zaleza od wybranej przestrzeni

sterowan dopuszczalnych. W przypadku sterowan przedziatami statych warunki lokalnej
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sterowalnosci s bardziej restryktywne w odniesieniu do uktadu dynamicznego, gdyz
przestrzen sterowan dopuszczalnych jest mniejsza niz w przypadku sterowan catkowalnych
z kwadratem. Podobnie takze rozwigzania zagadnienia sterowania z minimalng energig
w istotny sposob zalezg od tego, jaka jest klasa sterowan dopuszczalnych. Tak wiec postac
sterowania z minimalng energig uzyskana w niniejszej pracy dla przypadku sterowan
catkowalnych z kwadratem jest ré6zna od postaci sterowania z minimalng energig otrzymang
w publikacji [3] dla takiego samego ukfadu dynamicznego, ale przy zatozeniu ze sterowania

dopuszczalne sg przedziatami statymi funkcjami czasu.

2. Model matematyczny uktadu

Niech bedzie dany liniowy dyskretno-ciggly uktad dynamiczny o statych

wspoétczynnikach opisany nastepujacymi réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi
xUi(0 = Aoxk(t) + A, xk,(t) + Buk(t) (1)
okreslonymi dla teR* oraz keZ*,
gdzie R *jest zbiorem nieujemnych liczb rzeczywistych,

T jest zbiorem nieujemnych liczb catkowitych,

xk(t) eRP jest wektorem stanu,

uk(t) eR" jest wektorem sterowan,

AOQ,A/ oraz B sg statymi macierzami o odpowiednich wymiarach.

W celu wyznaczenia rozwiazania uktadu rownan rézniczkowych (1) nalezy zada¢ warunki

brzegowe postaci nastepujacej
xOt) =p(t) dla leR* oraz xk@0) =q(k) dla keT 2)

gdzie p(t) oraz q(k) sa danymi funkcjami takimi, ze p(0) = q(0).

Ponadto zaktada sie, ze sterowania dopuszczalne sg catkowalnymi z kwadratem wektorowymi

funkcjami czasu, tzn. ukelL2([0,00),Rn).

W dalszej czesci pracy uktad dynamiczny opisany réwnaniami (1) rozpatrywany bedzie

w nastepujacym prostokacie:

[M,NJ= {(t,k)eR'xT : O<t<M , O0<k<N } ?3)
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Wykorzystujac rezultaty przedstawione w pracach [2],[3],[5] oraz [8] mozna poda¢ 0go6ing

posta¢ rozwiazania uktadu réwnan (1)
() =exp(a()gk) + £ (H(N*()+G(p(s))) + Z cl(e<<) @)

gdzie H*(t)jest nxn -wymiarowg macierzg okreslong nastepujagcym wzorem

0 0 0
il ®)
A0 Je x p (N ,-st.i))AOexp(A,s”dst |, ...di,
0

Natomiast G\ (p(s)) :12([0,/],R") -> R" jest liniowym ograniczonym operatorem

zdefiniowanym w sposéb nastepujacy:

(6)

0
C\ :L2([0,t],Rm) —» R" jest liniowym ograniczonym operatorem okre$lonym nastepujagcym

wzorem

™

A0 Jexp(/4,(ii.,., - sk_,))Bul(sk_,)dsk ,dst i, ...ds.
0

Poniewaz ukfad dynamiczny (1) jest uktadem liniowym, wiec jego rozwigzanie dane wzorem

(4) zalezy liniowo zaréwno od warunkéw brzegowych, jak iod sterowania.

3. Lokalna sterowalno$¢ uktadu

W niniejszym rozdziale przytoczony zostanie bez dowodu znany z literatury warunek
konieczny i wystarczajacy lokalnej sterowalnosci ukitadu dynamicznego (1) w ustalonym
prostokacie [8], Zatozenie o lokalnej sterowalno$ci uktadu dynamicznego (1) odgrywa bardzo

wazna role przy formutowaniu i rozwigzywaniu zadania sterowania z minimalng energia.
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Definicja 1
Uktad dynamiczny (1) nazywa sig lokalnie sterowalnym w prostokacie [M,N] jezeli dla
dowolnych warunkéw brzegowych (2) oraz dowolnego wektora x( eRn istnieja sterowania
u,{t) 6 L2([0,M],Rm) ,i e[0,N - 1] takie, ze zachodzi nastepujacy warunek :

xN(M) = xf 8
Twierdzenie 1

Uktad dynamiczny (1) jest lokalnie sterowalny w prostokacie [M.NJ wtedy i tylko wtedy, gdy

zachodzi nastepujacy warunek

rzad\WO \WX!...\Wi .. \WNt\=n 9)
gdzie W=CM(CM)’,i=Q\,2,...N- 1 sa nxn -wymiarowymi statymisymetrycznymi
macierzami, natomiast (C~)":/?" ->L;([0,M],4?"),/=0 , 1 , 2 , sga operatorami
sprzezonymi okre$lonymi w sposéb nastepujacy:

(Qy) =B exp(/4, (3.N' — exp(i4j (st (2— flO)
LATexp(AT(s, - s2))4 exp(Ar(i-s,))

Petny dowdéd twierdzenia 1zamieszczony jest w publikacji [8],

4. Sterowanie z minimalng energig

Niech bedzie dany liniowy uklad dyskretno-ciggty postaci (1) z warunkami
brzegowymi (2). Dodatkowo zaklada sie, ze uktad ten jest lokalnie sterowalny w zadanym

prostokacie [M.NJ- Ponadto okreslony jest wskaznik jako$ci nastepujacej postaci:
j(«0(0,»«(0...,«,(/),....,«*.,()=au) = 0 m»,«) (i)

gdzie Q jest mxm -wymiarowa symetryczng dodatnio okreslong macierza.

Problem sterowania z minimalng energig mozna sformutowac nastepujaco: dany jest lokalnie
sterowalny uktad dynamiczny (1) z warunkami (2) oraz wskaznikiem jakosci (11). Nalezy
wyznaczy¢ sekwencje sterowan {uo(t),Ui(t),...,u,(t),...,un.i(0} przeprowadzajagcych uktad
dynamiczny (1) z dowolnych warunkéw brzegowych postaci (2) do zadanego stanu
koncowego Xf = xtfM) oraz minimalizujgcych wskaznik jakosci (11). Nalezy zaznaczy¢, ze
bez zatozenia o lokalnej sterowalnosci uktadu dynamicznego (1) rozwigzanie tak

postawionego zadania sterowania optymalnego nie zawsze jest mozliwe, gdyz wéwczas pewne
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podprzestrzenie liniowe stanéw koricowych nie sg przez uktad dynamiczny (1) osiggalne.

Wskaznik jakosci (11) reprezentuje wazong energie sekwencji sterowan.

W celu efektywnego rozwigzania zadania sterowania z minimalng energia definiuje sie

nastepujaca macierz:

nN= 2 12
i=0 =0 (12)

gdzie Wg,, ,j=0,1,2  N-I sag«*?» -wymiarowymi symetrycznymi i dodatnio okre$lonymi

macierzami o postaci nastepujacej:

M ! ]
WQi = Jexp(A,(M - i,))A Jexp (", (5, -5 2)A0Jexp(A,(s2-53) ...
.. A0 Jexp(A,(s,,,m - ss_i))BQBTexp(A[ -sN_,))AI (13)

.0
..eXp(Ak(s2~s3))AD exp(Ai(s,-52))A0 exp(AFr (M -s,))di”_lds™_1 ...c/s,
Nalezy zaznaczy¢, ze lokalna sterowalno$¢ uktadu dynamicznego (1) w prostokacie [M,N] jest
réwnowazna odwracalnosci macierzy Wg .

Dla skrocenia zapisu wprowadza sie nastepujgce oznaczenie :

=txp(A,M)g{N)+"{H {M)q(i) +GM{p{s)) (14)

i=0
Wektor xi,eR" zalezy wytgcznie od warunkdw brzegowych (2).
Wykorzystujagc wprowadzone wczesniej symbole i oznaczenia definiuje sie sterowanie o

postaci nastepujacej:
u?(0 =Q-'(CMyWg'(x,-xb) dla i=0,12.,W -1 oraz ie[0,M] (15)

Obecnie sformutowane zostanie zasadnicze twierdzenie rozwiazujace efektywnie zagadnienie

sterowania z minimalng energig uktadem dynamicznym (1).

Twierdzenie 2

Jezeli uktad dynamiczny (1) jest lokalnie sterowalny w danym prostokacie [M,NJ, wéwczas
sterowanie zdefiniowane wzorem (15) przeprowadza uktad dynamiczny (1) z zadanych
warunkéw brzegowych (2) do zgdanego stanu koncowego o postaci wektora Xf eR"

w punkcie [M.NJ, oraz minimalizuje wskaznik jakosci (11).
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Ponadto odpowiadajgca temu sterowaniu minimalna warto$¢ wskaznika jakosci wyraza sie
nastepujacym wzorem :

(16)

Dowéd

Dowdd twierdzenia sktada sie z trzech zasadr czych czesci, a mianowicie :

1) wykazania, ze sterowanie okreslone wzorem (15) przeprowadza uktad dynamiczny (1)
z zadanych warunk6éw brzegowych (2) do zgdanego stanu kofAcowego Xf,

2) wykazania,ze sterowanie okre$lone wzorem (15) minimalizuje wskaznik jakosci dany
zaleznoscig (11),

3) wykazania prawdziwosci wzoru (16) okreslajacego minimalng warto$¢ optymalnego

sterowania okreslonego relacjg (15).

ad 1) Podstawiajac relacje (15) do wzoru na og6lng posta¢ rozwigzania (4) oraz
wykorzystujagc wprowadzone oznaczenia (7),(12) i (13) uzyskuje sie nastepujace réwnosci:
X,(M)=*i+ £ CM(u°(0) =xb+ £C MQ-'(CMyW Q'(xf -x b)
=xb +WQMQ'(xf -x b) =xb+xf -x b =xf

Zatem sterowanie dane relacjg (15) przeprowadza uktad dynamiczny (1) z zadanych

warunkéw brzegowych (2) do zadanego stanu kohcowego X.

ad 2) W celu wykazania,ze sterowanie dane wzorem (15) minimalizuje warto$¢ wskaznika
jakosci (11),zatézmy,ze u(t) jest dowolnym innym sterowaniem réwniez realizujgcym
przejscie od zadanych warunkéw brzegowych (2) do zgdanego stanu koncowego Xf. Zatem

na mocy relacji (4) zachodzi nastepujaca rownos$¢:

Zc> f(0-~(0) =0 (7)

Zatem prawdziwa jest nastepujaca relacja :
(18)

"Ecu«i“(b-«,0(0)=0
£ ( (0)

Na podstawie zaleznosci (15) oraz (18) uzyskuje sie rownosci:
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Z(uf(0-«2(0)T(ciyfra'(x/-xt) = 2>,‘,(O—«,((0)re».°(0=0 (19)

Wykorzystujgc rownosc (19) otrzymuje sie nastepujace zaleznosci:

‘7 <(OTQE(") ="Z < (0rG#0 +zU " (0-«! (O)7GW/(0 - «%(0) 0)
i=0 i-0 1=0

Poniewaz ostatni sktadnik po prawej stronie rownosci (20) jest zawsze nieujemny, wiec biorac
pod uwage posta¢ wskaznikajakosci (11) natychmiast otrzymuje sie nastepujacg nierownosé:

J(ud)>J(u°) (21)

Zatem sterowanie dane wzorem (15) minimalizuje wskaznik jakosci (11).

ad 3) Wyprowadzenie zaleznosci (16) polega na podstawieniu optymalnego sterowania o
postaci (15) do wzoru (11) okreslajacego wskaznik jakosci. Stad otrzymuje sie nastepujace
réwnosci:

au®)= Z Im»tm =2\(Q~'(CMy (xf -xB)TQZ(ALly ™' (x,-x bt =

i=1 o 0

=’s -xb)T'c,,Q -"(cMywe'(x,-xb)ydt =

i=0 o
=(X,-xb)TwQrz '] c ‘lo-\c My jt WQ\x f -xb) = (x/ -xb)TWQR\x/ -xb)

1=0 o

Zatem wzOr (16) okre$lajacy optymalne sterowanie zostat wyprowadzony, co jednocze$nie

konczy dowod catego twierdzenia.

6. Przypadek szczegdlny

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy przypadek szczegdlny liniowego dyskretno-ciggtego
uktadu dynamicznego (1), dla ktdrego macierz A/ jest zerowa. Rozpatrzmy zatem ukiad

dynamiczny opisany nastepujgcymi réwnaniami:
*fi(0= Axt(0+But(l) , teR* |keZ* (22)

Warunki brzegowe dla réwnania (22) majg posta¢ (2), a wiec sg takie same jak w przypadku

uktadu dynamicznego (1).
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Wykorzystujac zaleznosci przedstawione w rozdziale 2 mozna stosunkowo prosto wyrazié

rozwigzanie rownania (22) za pomocg oznaczen wprowadzonych uprzednio.
xk(t) =~H -} P (si)dsldSj...dsk +
(23)

+I:z” (A qik _o + i3 (i<, ..A
('FO e nn n

Liniowy operator CM: ¢,([0,M],Rm) R"™ ma w tym szczeg6lnym przypadku nastepujaca

postac:
A sz
CM 0)= - (24)
Zatem operator sprzezony jest dany wzorem:
cMy =bt(at-')t (25)
(eMy =be(a®-0% iy
Wykorzystujagc zaleznosci (24) oraz (25) mozna podaé¢ wzdér na macierze W, ,i=0,J,2,...,N-J
a mianowicie
M k (26)
(A-/-1)!

Zatem biorgc pod uwage zaleznosci podane w rozdziale 3 oraz 4 mozna poda¢ formute
okreslajacg macierz Wq .

i*n-i

Ar-'BQ~'BT(Ar-)T (@7
E? (N-i-I)\
W rozpatrywanym szczeg6lnym przypadku wektor Xb przyjmuje nastepujacg stosunkowo

prosta postac:

Al fw-ira *y\
e _ (28)
=’v'J)])-m + Z — q(k~o

m n ~0

Wykorzystujac zaleznosci (25),(26),(27),(28) oraz twierdzenie 2 mozna poda¢ rozwigzanie

zadania sterowania z minimalng energig dla uktadu dynamicznego (22).
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Whniosek

Sterowanie z minimalna energia dla ukfadu dynamicznego (22) jest dane zaleznoScig (4)

z modyfikacjami wynikajacymi ze wzoréw (25),(26),(27) oraz (28).

6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono rozwiazanie zadania sterowania z minimalng energig dla
liniowego dyskretno-ciggtego uktadu dynamicznego o statych wspétczynnikach. Przy
rozwiazywaniu tego zagadnienia wykorzystano metody teorii operatoréow liniowych oraz
rachunku macierzowego. W rezultacie otrzymano posta¢ sterowania minimalno-
energetycznego oraz wzOr okre$lajgcy minimalng warto$¢ energii sterowania. Przy
wyznaczaniu rozwigzania istotng role odgrywa lokalna sterowalno$¢ uktadu dynamicznego
w ustalonym prostokacie. Z tego wzgledu w pracy zamieszczono rdwniez podstawowa
definicje oraz warunek konieczny i wystarczajacy lokalnej sterowalno$ci. Warunek ten polega
na badaniu rzedu pewnej odpowiednio zdefiniowanej macierzy sterowalnosci lokalnej.

W pracy rozpatrzono takze pewien przypadek szczegolny dyskretno-ciggtego uktadu
dynamicznego, dla ktérego jedna z macierzy jest zerowa. W tym szczegblnym przypadku
wzory okre$lajgce sterowanie minimalno-energetyczne znacznie sie upraszczajg i swoja forma
sg zblizone do klasycznych wzoréw obowigzujacych dla liniowych ciggtych uktadow
dynamicznych.

Uzyskane w pracy rezultaty mozna stosunkowo tatwo uogoélni¢ na przypadek liniowych
dyskretno-ciggtych uktadéw dynamicznych ze zmiennymi w czasie wspoétczynnikami. Wymaga
to jedynie wprowadzenia znanej z literatury macierzy tranzycji stanu [4], Natomiast struktura
podstawowych wzoréw nie ulega w tym przypadku zadnym istotnym zmianom. Innym
mozliwym kierunkiem uogélmien jest rozpatrzenie liniowych .singularnych dyskretno-ciggtych

uktadéw dynamicznych.
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Abstract

In the paper general mathematical model of linear continuous-discrete dynamical
systems with constant coefficients is introduced. This model is represented by the set of linear
differential equations with constant coefficients and with appropriate defined boundary
conditions. Using standard pure algebraic approach general response formula to the regular
continuous-discrete model is derived. The obtained solution depends linearly on boundary
conditions and on controls functions.
It is generally assumed, that the admissible controls are square-integrable functions in some
given finite time interval.Moreover, it is assumed, that the dynamical system is locally
controllable in a given rectangle, i.e. it can be steered to an arbitrary final state using the
admissible controls. The necessary and sufficient condition for local controllability in a given
rectangle is presented without proof. This condition is a matrix-type condition and it is similar
to the standard controllability condition. The concept of local controllability in a given

rectangle plays an important role in minimum energy control problem.
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The minimum energy control problem for linear continuous-discrete dynamical sysytem can be
defined as follows: for a given mathematical model and boubdary conditions it is necessary to
find a control function which steers our dynamical system to a desired final state and
moreover,minimizes special quadratic performance index. This performance index represents
the weighted energy of controls. In the paper,using the general pure algebraic approach, the
minimum control problem for linear continuous-discrete dynamical sysytem with constant
coefficients has been completely solved. This solution of the minimum control problem
contains analytical formula for optimal control and moreover, gives the simple equality for the
minimum value of the control energy. The solution of this problem has been obtained under
the asssumption,that our dynamical system is locally controllable in a given rectangle and
moreover, there are no any restrictions posed on the controls and trajectory .

The minimum energy control results givem in the paper extend to the case of square-
integrable controls the previous results derived for piecewise constant controls. It should be
pointed out, that it is possible to generalize these results in order to cover the case of linear

singular continuous-discrete dynamical sysytems or systems with variable coefficients.



