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PROBLEM KOLOROWANIA WIERZCHOLKOW GRAFOW.
PRZEGLAD ALGORYTMOW | ZASTOSOWAN

Streszczenie: Problemy kolorowania graféw naleza do najtrudniejszych zagadnien
kombinatorycznych w sensie ztozonosci obliczeniowej. Ostatnio pokazano, ze
skonstruowanie wzglednie przyblizonego algorytmu wielomianowego dla kolorowania
wierzchotkow grafit jest problemem NP-trudnym. W niniejszej pracy dokonano
przegladu oszacowan liczby chromatycznej grafu, przegladu zastosowan problemu
kolorowania oraz przegladu przyblizonych algorytméw kolorowania wierzchotkéw ze
szczegdlnym uwzglednieniem ich ztozonosci obliczeniowej, doktadnosci i struktury
trudnych do kolorowania graféw.

PROBLEM OF COLORING THE VERTICES OF A GRAPH.
THE SURVEY OF ALGORITHMS AND APPLICATIONS

Summary: Graph coloring problems belong to the hardest combinatorial problems
with respect to the computational complexity. Recently, it has been shown that designing
of a relative approximation polynomial algorithm for coloring graph vertices is NP-hard.
In the paper we review some bounds on the chromatic number of a graph, practical
applications of vertex coloring, and approximate algorithms for graph coloring with
particular reference to their computational complexity and a structure of hard to color

graphs.

DAS PROBLEM DER GRAPHENFARBUNG.
UBERSICHT DER ALGORITHMEN UND ANWENDUNGEN

Zusammenfassung: Wenn man als Kriterium die rechnerische Komplexitat nimmt,
gehort die Graphenfarbung zu den schwierigsten kombinatorischen Problemen.
Neuerdings hat sich erwiesen, daR die Entwicklung, der relativ angenaherten
Polynomial-Algorithmen, ein NP-schwieriges Problem ist. Diese Arbeit ist eine Ubersicht
der Wertungen der chromatischen Zahl, der praktischen Anwendungen der
Knotenpunktfarbung und der angenaherten Algorithmen fir Graphenfarbung bei
Beriicksichtigung ihrer rechnerischen Komplexitat und der Strukturen welche schwer zu

féarben sind.

1. Wprowadzenie

Problemy kolorowania graféw naleza do najtrudniejszych probleméw kombinatorycznych.
Ostatnio pokazano na przykiad, ze skonstruowanie wzglednie przyblizonego algorytmu
wielomianowego dla kolorowania wierzchotkéw grafu jest problemem NP-trudnym [22],
Ogo6lnie  w problemie kolorowania graféw wyrézniamy dwa zadania: kolorowanie
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wierzchotkéw i kolorowanie krawedzi. Pomimo ze oba zadania sa NP-zupetne, kolorowanie
wierzchotkéw jest trudniejsze z punktu widzenia mozliwosci skonstruowania efektywnych
algorytméw przyblizonych. Oba problemy majg tez wiele zastosowan praktycznych w postaci
klasycznej i rozszerzonej.

Niniejszy tekst jest pierwszym z dwodch artykutow przegladowych poswieconych
metodom kolorowania graféw. Rozwazymy tutaj zagadnienie kolorowania wierzchotkéw
grafu na tle zastosowan w wybranych zagadnieniach elektroniki, telekomunikacji, automatyki i
informatyki. W szczeg6lnosci dokonamy przegladu dolnych i gornych oszacowan liczby
chromatycznej grafu, przegladu wielomianowo kolorowalnych klas graféw oraz przegladu
praktycznych  zastosowan problemu kolorowania wierzchotkéw grafu. Nastepnie
zaprezentujemy niektore przyblizone algorytmy kolorowania wierzchotkow ze szczeg6lnym
uwzglednieniem ich ztozono$ci obliczeniowej, doktadnosci i struktury trudnych do

kolorowania grafow.
2. Pojecie liczby chromatycznej

Niech bedzie dairy graf G = (4}£) bez petli i krawedzi wielokrotnych. Zbiér V mocy
\hi -n nazywamy zbiorem wierzchotkéw, za$ zbiér £ mocy |£| =m nazywamy zbiorem
krawedzi. Méwimy, ze G jest k-barwny, jesli jego wierzchotki mozna pokolorowa¢ k r6znymi
barwami w ten sposob, ze zadne wierzcholki sasiednie nie sa pokolorowane tg sama barwa.
Moéwimy wtedy réwniez, te istnieje k-pokoiorowanie grafii G. Najmniejsza liczbe k, dla ktdrej
G jest (--barwny,nazywamy liczbg chromatyczng grafii G i oznaczamy przez x(G), za$ graften
nazywamy k-chromatycznym. Zatem ¢-pokolorowanie grafu jest podziatem zbioru V na k
podzbioréw' niezaleznych.

Istnieje wiele metod kolorowania wierzchotkéw dowolnego grafii, zarowno doktadnych,
jak i przyblizonych. Niech ,4(G) oznacza liczbe koloréw uzytych do pokolorowania grafii G
metoda A . Z kazdg taka metoda kolorowania zwigza¢ moznafunkcjg dobroci A: N-rR, gdzie
N - {1, 2,..} zdefiniowang nastepujaco:

Aw) = max {/i(G)/x(G): G ma najwyzej n wierzchotkdw).
Funkcja ta charakteryzuje jako$¢ rozwigzan generowanych przez algorytm A w najgorszym
przypadku danych. Zauwazmy, ze dla kazdego algorytmu kolorowania A mamy A(n) <n,
natomiast dla kazdego algorytmu doktadnego A(n) = 1.

Dla danego algorytmu A. najmniejszy trudny do kolorowania graf definiuje sie jako
najmniejszy w sensie liczby wierzchotkéw graf G, taki ze pewna implementacja algorytmu A
daje wynik -4(G) > x(G). Jedli jest wiecej takich graféw n-wierzchotkowych, wybiera sie ten,
ktéry ma najmniejsza liczbe krawedzi.  Natomiast najmniejszym bardzo trudnym do
kolorowania grafem jest taki najmniejszy graf G, dla ktérego kazda implementacja algorytmu
A daje wynik A(G) > x(G).
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Jest jasne, ze %(Kn) =n, gdzie Aj, jest grafem petnym rzedu n i w zwiazku z tym mozna
tatwo zbudowaé grafy o dowolnie duzej liczbie chromatycznej. Z drugiej strony %(G) - 1
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest grafem pustym oraz x(G) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
niepustym grafem dwudzielnym (czyli nie zawiera cyklu nieparzystego). Nie wiadomo, przy
jakich warunkach graf G jest 3-chromatyczny, chociaz tatwo poda¢ przyktady takich graféw
(np. cykliczne o nieparzystej liczbie wierzchotkow). Ogélnie, nie jest znany zaden prosty wzoér
na liczbe chromatyczng dowolnego grafu i musimy zadowoli¢ sie jej oszacowaniami, zaréwno
z dotu,jak iz gory.

Dolne oszacowanie liczby chromatycznej wyznaczone jest przez rozmiar najwiekszej kliki
grafu G, ktory oznaczaé bedziemy przez to. Poniewaz w dowolnym pokolorowaniu grafu G
wszystkie wierzchotki kliki muszg otrzymac rézne kolory, wiec

© < %{G) (1
Niestety, nie jest znana zadna efektywna metoda wyznaczania liczby klikowej o i panuje
gteboki pesymizm odnosnie tego, czy warto$¢ ® moze by¢é policzona w czasie
wielomianowym. Réwniez doktadno$¢ tego oszacowania nie jest zadowalajgca w najgorszym
przypadku. Istniejg bowiem grafy Alj, takie ze %(Mj) = i, mimo iz graf A// nie zawiera
tréjkata, czyli o(Mj) <2,dlai= 1.2,....
Innym oszacowaniem dolnym jest

s X(G), (2)
n - 2m

ktore jest fatwo obliczalne dla kazdego grafu G. Jednakze jego doktadnos¢ jest gorsza niz (1),
gdyz n2/(n2-2m) < .
Nieco lepsza sytuacja panuje w zakresie gérnych oszacowan liczby chromatycznej, Jezeli
Aoznacza maksymalny stopien wierzchotka grafu G, to G jest (A+l)-barwny, czyli
X(G) S A+t 3)
Poprawnos$¢ tego oszacowania mozna tatwo wykaza¢ przez indukcje wzgledem liczby
wierzchotkdéw grafu.
Brooks [5] udowodnit, ze istnieja tylko dwie klasy graféw, dla ktérych zachodzi réwnos¢
w 0szacowaniu (3). Sa to: grafy cykliczne C2*+I> dla ktérych ySCik+l) ~3 i AfC ~i) - 2 oraz
grafy petne Kn, dla ktérych x ( A =niA(Aj,) = n-l. Zatem, je$li G mKniA > 3, to
X(G) < A (4)
Najgorszym z punktu widzenia oszacowan (3) i (4) typem graféw sg gwiazdy A j~ dla ktérych
A(AU ) = A Zatem réznica A(AU) - %{Kx* -k -2 moze by¢ dowolnie duza, gdy k rosnie do
nieskoriczonos$ci. Oba oszacowania moga by¢ obliczone w czasie 0(rri),
Innym tatwo policzalnym oszacowaniem z gory jest
X(G) sa/2ot+ !, (5)
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Oszacowanie to jest bardzo kiepskie dla graféw dwudzielnych Kkk, ktére majg k2 krawedzi.

Zatem dla tych graféw réznica ~"2k2 + 1-X(G)=V 2*-1 moze by¢ dowolnie duza, gdy /:—»00.
Innym prostym oszacowaniem gornym jest
X(G) < X+)\ (6)
gdzie X jest dtugosciag najdtuzszej drogi prostej w grafie G. Niestety, znalezienie najdtuzszej
drogi w G jest problemem NP-trudnym. Co wiecej, oszacowanie to nie jest precyzyjne, co

wida¢ na przyktadzie $ciezek/*,, dla ktérych X(Pn) =n-1«
3. Ztozono$¢ obliczeniowa kolorowania

Naczelnym pytaniem w dziedzinie kolorowania grafow jest pytanie o ztozonosc
obliczeniowg problemu optymalnego kolorowania dowolnego grafu G. Niestety nie jest znany
rzad ztozono$ci obliczeniowej, a jedynie dolne i gbrne oszacowanie liczby dziatan 4>(//l,/z)
potrzebnych do rozwiazania tego problemu. Mianowicie,

ii(m+n) < §(m,n) < 0O(/«rt2.45n). (7)
Oszacowanie dolne wynika stad, ze z jednej strony kazda krawedz jest tu istotna i musi by¢
sprawdzona co najmniej raz, z drugiej za$ strony kazdy wierzchotek musi mie¢ nadany jakis$
kolor. Oszacowanie g6rne wynika z analizy ztozonosci pewnego algorytmu optymalnego
kolorowania graféw dokonanej przez Lawlera [21],

Oszacowanie (7) jest oczywiscie bardzo nieprecyzyjne. Wynika to stad, ze problem
okre$lenia wartosci liczby chromatycznej w przypadku ogolnym jest NP-zupetny [19]. Co
wiecej, zagadnienie to pozostaje trudne do rozwigzania nawet wéwczas, gdy G jest grafem
nalezacym do jednej z ponizszych rodzin:

1 Grafy planarne.

2. Grafy krawedziowe.

3. Grafy tukowe.

4. Grafy o ograniczonym stopniu.
5. Grafy o ograniczonej grubosci.
6. Grafy 0 ograniczonym rodzaju.

7. Grafy bezpazurowe.

Z drugiej strony problem kolorowania wierzchotkbw mozna rozwigzaé w czasie
wielomianowym, gdy G jest grafem nalezacym do jednej z ponizszych rodzin:

1. Grafy zewnetrznie planarne.

. Grafy dwudzielne.
3. Grafy kubiczne.
4. Grafy doskonate.
5

6

N

. Grafy cieciwowe.
. Grafy przedziatowe.
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7. Grafy szeregowo-réwnolegte.
8. Grafy permutacyjne.
Wiecej szczeg6tow na ten temat wraz z odpowiednig bibliografig mozna znalez¢ w [18],

4. Przeglad zastosowan

Jak wspomniano na wstepie, problem kolorowania wierzchotkow grafu ma wiele
zastosowan praktycznych w nauce i technice, zarowno w postaci czystej, jak i rozszerzonej,
tzn. z uwzglednieniem dodatkowych kryteridw iograniczen. Jednakze musimy pamietac, ze im
bardziej dany problem techniczny jest ogolny, tym stabszy pozostaje jego aspekt
chromatyczny. Ponizej podajemy liste udokumentowanych zastosowan kolorowania
wierzchotkowego w rozhiciu na odpowiednie grupy tematyczne z dziedziny elektroniki
i informatyki.

A. Diagnostyka elektroniczna.

1. Minimalizacja liczby testow lokalizujgcych uszkodzenia uktadu logicznego [1],

2. Testowanie poprawnosci potgczen drukowanych na ptytce obwodu LSI [12].
B. Technologia elektroniczna.

3. Podziat uktadu elektronicznego na warstwy [2],

4. Pewne aspekty tzw. umieszczania grafow w ksigzkach [9],

5. Przydziat kanatéw dla potgczen drukowanych na ptytce obwodu LSI [14],

C. Telekomunikacja.
6. Projektowanie kodow wykrywajacych btedy w systemach transmisji danych [7],
7. Przydziat czestotliwosci roboczych dla telefonii komérkowej [25],
D. Informatyka.
8. Minimalizacja tablic roboczych dla kompilatoréw [11],
9. Przydziat rejestréw maszyny cyfrowej [8].
E. Rachunek macierzowy.

10. Szacowanie rozrzedzonych macierzy Jacobiego [10],

11. Przyblizanie rozrzedzonych macierzy Hessego [24].

12. Oszczedno$¢ pamieci dla macierzy rozrzedzonych [28],

F. Szeregowanie zadan.

13. Uktadanie rozktad6w zaje¢ dydaktycznych [29].

14. Przydziat pracownikoéw do prac o ustalonym harmonogramie [6],

Oczywiscie, powyzsze konkretne zastosowania problemu kolorowania wierzchotkdw nie
wyczerpujg wszystkich przypadkéw, gdzie stosuje sie algorytmy kolorowania graféw
(pomijamy tutaj np. zastosowania ekonomiczne). Najbardziej popularne sposréd tych

algorytméw prezentujemy w nastepnym punkcie.
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5. Przeglad algorytméw przyblizonych

W praktyce, gdy trzeba kolorowa¢ grafy majace kilkaset wierzchotkéw, zmuszeni
jesteSmy stosowac algorytmy przyblizone. Dlatego jest niezwykle istotne gruntowne poznanie
wiasnosci takich algorytmow, a zwiaszcza ztozonos$ci obliczeniowej, dobroci kolorowania i
struktury trudnych do kolorowania grafow.

Istnieje kilkadziesigt opublikowanych metod przyblizonego kolorowania wierzchotkéw
grafu. Moznaje podzielié¢ na metody liniowe, tj. takie, ktére majg liniowg funkcje dobroci, oraz
subliniowe, tj. takie,ktérych funkcja dobroci ro$nie wolniej niz liniowo. Poniewaz algorytmy
liniowe sg zwykle prostsze w implementacji, w dalszym ciggu ograniczymy si¢ do omoéwienia
takich wtasnie metod. Mimo ograniczenia zakresu naszych zainteresowan nie jesteSmy w stanie
dokonac petnego przegladu algorytméw liniowych. Dlatego skoncentrujemy sie na najbardziej
klasycznych algorytmach o liniowej funkcji dobroci, tj. na algorytmach sekwencyjnych.

Algorytm sekwencyjny zdefiniowany jest nastepujaco. Niech wierzchotki grafu G beda
ustawione w cigg v1,...,vn. Wéwczas pokoloruj Vj kolorem 1, a kazdy nastepny wierzchotek v-
kolorem o mozliwie najnizszym numerze. £atwo zauwazy¢, ze pokolorowania otrzymywane ta
droga w istotny sposob zalezg od przyjetego uszeregowania wierzchotkow. Rzeczywiscie, jesli
c0 jest optymalnym pokolorowaniem grafu G, to kolorowanie wierzchotkéw ustawionych w
kolejnosci niemalejgcych wartosci cO(v,) prowadzi do pokolorowania optymalnego. A wiec
wystarczy zna¢ wiasciwg kolejnos¢ kolorowania wierzchotkéw. Lecz znalezienie takiej
kolejnosci w zbiorze n\ mozliwych nie jest tatwe.

Z algorytmem sekwencyjnym zwigzane jest nastepujace oszacowanie liczby chromatycznej
grafu. Niech S(G; vj,..,v,,) bedzie oszacowaniem liczby koloréw uzytych przez algorytm

sekwencyjny S zgodnie z uporzgdkowaniem Vv|,...,v,,. Woéwczas
X(G)S5(G; vi,..,v,) = maxmin {/, p(v/)+I}t (8)
isn

gdzie p(v,) jest stopniem wierzchotka V-, Co wiecej, Grimmet i McDiarmid [13]

pokazali, ze w przypadku przecigtnym algorytm sekwencyjny daje pokolorowania prawie na
pewno nie odbiegajgce w dwdjnaséb od liczby chromatyczne;j.

Istnieja trzy podstawowe sposoby porzadkowania wierzchotkdw grafu, bedace zrodiem
trzech réznych algorytmow sekwencyjnych: LF, SL i SLF. Dwa pierwsze sg statyczne w tym
sensie, ze w drugiej fazie algoiytmu poczatkowa kolejnos¢ wierzchotkow nie uiega zmianie.
Trzecia metoda jest dynamiczna, bo wybor nastepnego wierzchotka zalezy od koloréw

przydzielonych jego poprzednikom.
5.1. Metoda LF

W metodzie pierwszy-najwiekszy, zwanej symbolicznie LF (ang. Largest-First),
wierzchotki sg najpierw porzadkowane w kolejnosci nierosngcych stopni, a nastepnie odbywa
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sie wiasciwe kolorowanie sekwencyjne. Algorytm ten zostat po raz pierwszy podany przez
Welsha i Powella [29] w nieco odmiennej, lecz réwnowaznej postaci. Jego ztozonos¢ jest
proporcjonalna do rozmiaru grafu, czyli 0(m+n). Mozna pokazaé, ze dla kazdego grafu G

LF(G) < max min {, p(v,)+I}. 9)
isn

Algorytm pierwszy-najwiekszy optymalnie koloruje cykle nieparzyste, gwiazdy, a ogélnie
petne grafy ;-dzielne. Jednakze czasami nie jest on w stanie optymalnie pomalowac¢ nawet
Sciezek. Rodzing najgorszych do kolorowania graféw dla LF podat Johnson [17]. Jest to
rodzina petnych regularnych graféw dwudzielnych G*=(F<.A), z ktérych wyjeto Kk
naprzeciwlegtych krawedzi. Na rysunku 1podano czwarty z kolei grafJohnsona.

Rys. 1 GrafGa trudny dlaLF

Fig. 1 Graph Ga hard for LF method
Jezeli wierzchotki kolorowane sg w porzadku v vj,....«* vA, to kazda para malowana jest
nowym kolorem. Zatem LF(G¢) =k =nl2. Skoro \V]c\=2k i yjflk) =2, to LF(n) = 0(n).
Najmniejszym trudnym do kolorowania grafem dla LF jest $ciezka P5. Najmniejszym bardzo

trudnym do kolorowania grafem dla LF jest tzw. koperta jak na rysunku 2 [26],

Rys. 2. Najmniejsze trudne grafy dla LF
Fig. 2. The smallest hard graphs for LF method

5.2. Metoda SL

W metodzie ostatni-najmniejszy, podanej przez Matule i inn. [23] i nazwanej symbolicznie
SL (ang. Smallest-Last), wierzchotki sg porzadkowane v,,...,v,, w taki sposéb, ze dla kazdego

7=1,...,« wierzchotek v- ma minimalny stopied w podgrafie grafu G indukowanym przez
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wierzchotki Porzadkowanie wierzchotkéw mozna zinterpretowac jako proces redukcji
grafit polegajacej na sukcesywnym usuwaniu wierzchotkéw o aktualnie najmniejszym stopniu.
Algorytm SL mozna zrealizowaé¢ w czasie 0(m+n). Mozna tez pokaza¢, ze
SL(G) < max min {/, p,(v.)+1}, (10)
isn j<ii J
gdzie pjiyj) jest stopniem wierzchotka Vjw podgrafie indukowanym sekwencjg SL ograniczong
do i pierwszych wierzchotkéw grafu G.

Algorytm ostatni-najmniejszy optymalnie koloruje drzewa, cykle i grafy unicykliczne,
kota, grafy Mycielskiego oraz grafy ztozone z niezaleznych $ciezek taczacych dwa ustalone
wierzchotki. Ponadto SL koloruje prawie optymalnie grafy planarne. Jednakze ma on duze
ktopoty juz z grafami dwudzielnymi. Rodzine trudnych do kolorowania graféw dwudzielnych
podali Coleman i More [10]. Na rysunku 3 podajemy trzeci graf w tej rodzinie. Jezeli
wierzchotki malujemy wedtug nastepujacej kolejnosci SL: ghsh....gk,shp hrb...,phrh
“UvU~ubvb t0 kazda para zostanie w efekcie pokolorowana kolorem ;+l. Zatem
SL(GK) =/c+1i poniewaz | Vk\ =6k, wiec SL(n) =0(/i).

Rys. 3. Graf G3 trudny dla SL
Fig. 3. Graph G3 hard for SL method

Najmniejszym trudnym do kolorowania grafem dla SL jest pryzma. Najmniejszym bardzo

trudnym do kolorowania grafem dla SL jest pryzmatoid z rysunku 4 [26],

Rys. 4. Najmniejsze trudne grafy dla SL
Fig. 4. The smallest hard graphs for SL method
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5.3. Metoda SLF

Jeszcze inny sposéb porzadkowania wierzchotkéw zaproponowat Brelaz [4], Zat6zmy, ze
wierzchotki grafu G zostaly juz czesciowo pokolorowane. Przez stopien nasycenia
wierzchotka bezbarwnego v rozumiemy liczbe ro6znie pokolorowanych wierzchotkow
sgsiednich do v. W metodzie SLF jako vj bierzemy wierzchotek o najwiekszym stopniu i
przydzielamy mu kolor 1, a nastepnie dla kazdego i=2,...,n jako V- wybieramy wierzchotek o
najwiekszym stopniu nasycenia i kolorujemy go najnizszym mozliwym kolorem. Jezeli jest
wiecej niz jeden taki wierzchotek, to jako v- brany jest wierzchotek o najwiekszym stopniu
p(v,). Tak otrzymane uporzadkowanie nazywamy saiuracyjnym LF lub SLF (ang. Saluration
Largest-First). Algorytm SLF moze by¢ wykonany w czasie 0(mlog/t). Mozna pokaza¢é, ze

liczba koloréw

SLFiG) < max maxp,(v,)+l, (11)
isn iij

gdzie p,-(vy) jest stopniem wierzchotka Vj w podgrafie indukowanym przez vj,...,v€j,v?
Algorytm SLF optymalnie koloruje grafy dwudzielne, kota, cykle i grafy unicykliczne.
Jednakze juz dla graféw 3-chromatycznych jego rozwigzania moga by¢ dowolnie odlegte od
optymalnych. Dobrg ilustracjg tego faktu sa grafy G kZ3 o \VjI\ =0{n) wierzchotkach,
pokazane na rysunku 5. Jezeli wierzchotki grafu G malowane sg w kolejnosci
al>bl>cl,-;ak’bbck’du >tk ]> 22k-2>t0 SLF(G/i)=k+1 Zatem SLF{n) =0(n) [20],

Rys. 5. Graf Gj trudny dla SLF
Fig. 5. Graph G3 hard for OZF method
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Najmniejszy trudny graf i najmniejszy bardzo trudny do kolorowania graf dla metody SLF sg

pokazane na rysunku 6 [27],

Rys. 6. Najmniejsze trudne grafy dla SLF
Fig. 6. The smallest hard graphs for SLF method

6. Zakonczenie

Powyzej opisaliémy trzy najbardziej znane algorytmy sekwencyjne. Aczkolwiek dziatajg
one dos¢ dobrze w przypadku przecietnym, ich funkcja dobroci jest liniowa, czyli najgorsza
mozliwa. Przeglad powyzszy konczymy wzmiankg na temat czterech algorytméw kolorowania
majacych subliniowg funkcje dobroci kolorowania. Sg to w kolejnosci:

1. Algorytm Johnsona [17] o dobroci A(/i) = 0(nAogn).

2. Algorytm Wigdersona [30] o dobroci zI(/r) = 0(H(loglog«/log«)?2).

3. Algorytm Bergera i Rompela [3] o dobroci /!(«) = 0(«(loglogw/log/r)3).

4. Algorytm Halldérssona [15] o dobroci A(n) =0(/r(loglog»)2/log3u).

Sa to algorytmy o coraz wiegkszej zawitoSci kodu i dlatego coraz trudniejsze do
zaimplementowania (cho¢ ich ztozono$¢ obliczeniowa nie jest duza). Ostatni algorytm dat
asumpt do sformutowania hipotezy, ze najlepsza funkcja dobroci dla algorytmu przyblizonego
kolorowania graféw jest A(n) = ©(/;/logew) dla pewnego ¢ > 3.
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Abstract

Graph coloring problems belong to the hardest combinatorial problems. Recently, it has
been shown that designing a relative approximation polynomial-time algorithm for coloring
graph vertices is NP-hard. In general, in the graph coloring problem the following tasks are
considered: coloring the vertices and coloring the edges of a graph. Although both tasks are
NP-complete, the problem of coloring the vertices is harder than that of coloring the edges
with respect to effective polynomial-time algorithms. Also, both problems have numerous

practical applications.

This article is the first of two review papers on graph coloring problems. We consider
herein the problem of coloring the vertices of a graph against a background of practical
applications in selected areas of electronics and telecommunication engineering, automation
and computer science. In particular, we review the following: bounds on the chromatic
number, technological problems in which vertex coloring has been successfully applied and
some polynomial approximation algorithms for vertex coloring.



