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ALGORYTM HARMONOGRAMÓWANLA PRODUKCJI PORCJAMI 
Z POJEDYNCZYM OGRANICZENIEM ZASOBOWYM

Streszczenie: W  referacie opracow ano efektyw ną m etodę harm onogram o- 
w an ia  produkcji porcjam i w problem ie w ieloetapow ym , w k tó rym  rozw aża się 
w ystępow anie pojedynczego ograniczenia zasobowego w pierw szym  etapie. M etoda 
w ykorzystu je  właściwości algory tm u W agelm ansa-Hoesela-K olena w celu T -k ro tnej 
redukcji złożoności obliczeniowej a lgorytm u, gdzie T  je s t liczbą etapów .

ALGORITHM FOR LOT-SIZE SCHEDULING WITH A SINGLE RESO­
URCE

S um m ary : T h e  paper presen ts an efficient m ethod  for th e  dynam ic lot-size 
scheduling  w hen a  single resource is lim ited  in th e  first period. T he  m ethod  uses 
p a rticu la r p ropertie s  of th e  W agelm ans-Hoesel-K olen algorithm  to  reduce th e  com ­
p lex ity  of a lgo rithm  T  tim es, where T  is th e  num ber of periods.

EIN ALGORITHMUS DER HARMONOGRAMMBILDUNG FÜR DIE PRO­
DUKTION IN DEN PARTIEN BEIM EIZELNEN VORRATLICHEN 
BESCHRÄNKEN

Z usam m enfassung: Im  R eferat w urde eine effektive M ethode der H arm ono- 
g ram m bildung  für die P roduk tion  im  P artien  in einem  Problem  m it vielen E tappen , 
in  dem  w ird  einzelne vorrätliche B eschränken im  ersten  E tappe  erwogen, b earbe ite t. 
D iese M ethode  b en u tz t eigenartige E igenschäfte des A lgorithm en W H K  zwecks der 
R ed u k tio n  der R echnenkom plieziertheit T  m al, wo T  ist die Zahl der E tappen .

1. Sform ułowanie problem u

W  klasycznym  problem ie W agnera-W hitina harm onogram ow ania produkcji porcjam i 
[5] je s t poszukiw any p lan  produkcji pojedynczego w yrobu n a  horyzoncie czasu złożonym  
z T  e tapów , p rzy  znanym  zapotrzebow aniu  w każdym  z etapów . Z akłada się, że nieze- 
row a p ro d u k c ja  w danym  e tap ie  w iąże się z pew nym i niezerowym i kosztam i w znowienia
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p rodukcji, n iezależnym i od jej wielkości. Z ak łada się przy  ty m , że m ożliw a je s t w danym  
e tap ie  p ro d u k c ja  o wielkości p rzekraczającej bieżące zapotrzebow anie i m agazynow anie 
nadw yżki, p rzy  czym  uw zględnia się koszt m agazynow ania jednostek  w yrobu.

P rob lem  ten  m ożna zap isać,jak  następu je:

T
m i n ^ ( s | 0 ( +  ctx t +  h ^ l f )  (1)

i=i

p rzy  ograniczeniach:
I t i  + x t -  I t  =  dt

0 iś x t ^  M tvt
It >  0
Io =  I t  = 0
v( €  {0,1}

gdzie zm iennym i decyzyjnym i zad an ia  są: z , -  wielkość produkcji w okresie i ,  v t -  zm ienna 
b in a rn a  =  1 jeżeli wznowiono produkcję w i, /,+ -  s tan  zapasu  w yrobu n a  koniec e tap u  
t. P a ra m e tra m i zadan ia  są: s t -  koszt w znaw iania produkcji, ct -  jednostkow y koszt p ro ­
dukcji w  e tap ie  i ,  h f  -  koszt m agazynow ania jednostk i w yrobu w e tap ie  i , dt -  zap o trze­
bow anie n a  w yrób w e tap ie  i ,  M t -  do stateczn ie  duża  stała.

W  wielu zagadnieniach p lanow ania produkcji rozw aża się produkcję  w ielu rodzajów  
w yrobów  (np. N )  w ykorzystu jących  w spólne zasoby konieczne do produkcji. W  m odelu  
rozw ażanym  w n in iejszym  opracow aniu uw zględniam y is tn ien ie  jednego , zagregow anego 
zasobu dodatkow ego. Zasób ten  je s t w ym agany w ilości ejti d la  w znow ienia produkcji 
w yrobu i- te g o  w e tap ie  i ,  p rzy  jednostkow ym  zużyciu pkt (po rc ja  zasobu w ym agana do 
produkcji jed n o stk i w yrobu). D ostępność zasobu w e tap ie  t  je s t ograniczona przez Q t.

F orm alny zapis rozw ażanego zadan ia  planow ania p rodukcji p rzedstaw ia się n a s tęp u ­
jąco:

N  T

m in  Y ] Y , ( s ktvkt +  cjtizjbt +  htt lkt )
k = l  t=zl

przy  ograniczeniach:

Ik , t -1 + X k t - I t t  =  dkt d la  t =  i k =
x ki <  M v kt

Ikt >  o
£jtLi(e/ttu*i + p ktx kt) <  Q t d la  t =

v k t 6  {0>1}

gdzie oznaczen ia  są  iden tyczne do opisanych poprzednio , rodza je  w yrobów  są indeksow ane 
przez i ( a  e tap y  przez ł.

W arto  zw rócić uwagę, że jes teśm y  zain teresow ani rozw iązyw aniem  powyższego zadan ia  
w uk ładzie  sterow an ia repetycy jnego , gdzie w jed n y m  kroku  algory tm u  repetycy jnego  po­
dejm ujem y decyzję o asortym encie  i wielkości p rodukcji w najb liższym  etap ie , a  następn ie  
pow tarzam y a lgo ry tm  w kolejnych krokach d la  dalszych etapów . W  ty m  kontekście je s t in ­
te re su ją ca  możliwość przeform ulow ania ograniczeń zasobow ych w kolejnych e tapach , tak  
by m ożna  je  było sprow adzić, p rzynajm nie j w pew nym  stopn iu , do ogran iczen ia  e tap u
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pierwszego. W  ten  sposób m ożem y m ieć do czynienia tylko z jednym , skalarnym  ogran i­
czeniem  zasobow ym . Dalej pokażemy, że rozw iązyw anie tak  otrzym anego zadan ia  m oże 
być zrealizow ane szczególnie efektywnie.

R ozw ażm y za tem , jak  oszacować od dołu zużycie zasobu w e tap ie  p ierw szym ,tak . aby 
un iknąć  trudności z dostępnością zasobu w etapach  następnych. Chcem y zagw arantow ać 
w arunki, dzięki k tó ry m  d la  dowolnych stanów  zapasów n a  koniec e tapu  pierwszego będzie 
m ożliw a p ro d u k c ja  zasp o k a ja jąca  zapotrzebow anie w e tapach  następnych. Z p u n k tu  w i­
dzenia  w ykorzystyw ania zasobów najbardziej krytyczny przypadek zachodzi d la  zerowego 
stanu  zapasów  n a  koniec e tap u  pierwszego.

Zużycie zasobu w e tap ie  t  przy  produkcji równej bieżącem u zapotrzebow aniu w yraża 
się w zorem :

N

Cdt = J 2 i e i‘ v n  +  P i t d i i )
1 = 1

S um aryczna ilość zasobu brakującego do zaspokojenia bieżącego zapotrzebow ania w e ta ­
pach t  =  2 ,. . . ,  m  je s t równa:

m

E ( g » -
t= 2

W  ten  sposób pow sta je  dolne ograniczenie n a  zużycie zasobu w e tap ie  pierwszym :

m  N

max  {52(Cdt -  Qt)}  <  £ (e ,m ,'i +  P;iz;i)(=2 ;=1

W  nin iejszym  opracow aniu  przedstaw iono efektyw ną m etodę harm onogram ow ania p ro­
dukcji po rc jam i w sform ułow anym  powyżej problem ie w ieloetapow ym , w k tó rym  rozw aża 
się w ystępow anie pojedynczego, zagregowanego ograniczenia zasobowego w pierw szym  
etap ie . M e to d a  w ykorzystu je  relaksację Lagrange‘a  do dekom pozycji problem u. W ielo­
kro tne , efektyw ne rozw iązyw anie podproblem ów  je s t możliwe dzięki w ykorzystaniu  spe­
cyficznych właściwości prob lem u i cech algorytm u W agelm ansa-H oesela-K olena. Prow adzi 
to  do T -k ro tne j redukcji złożoności obliczeniowej algorytm u, w stosunku do stosowanych 
dotychczas m etod . W  rozdziale 4 omówiono zaim plem entow ane dwie w ersje algory tm u 
W H K  rozw iązyw ania podproblem ów  zdekom ponow anych i p rzebadano ich num eryczne 

właściwości.

2. R elaksacja Lagrange‘a obustronnego ograniczenia  
zasobow ego

P rzy jm ijm y  q =  m ax 2^m;$r{Z!nU(C,<« — <5t)} i załóżmy, że 0 ^  q < Q\ .  O bustronne 
ograniczenie zasobow e w e tap ie  pierw szym  m ożna sprowadzić do równości w prow adzając 

dodatkow ą, ogran iczoną zm ienną d o pe łn ia jącą  s:

N

+ P a x i i )  + s  ~  Q\ — 0 dla 0 < s ^ Qi — ę
¿=1
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Jeżeli dokonam y relaksacji L agrange‘a  tego ograniczenia równościowego, m nożn ik  będzie 
nieograniczony co do znaku , n a to m ias t du a ln a  funkcja  L agrange‘a  w zględem  pojedynczego 
m nożnika /i =  /ii przybierze postać:

N T
L p ( p )  =  m in ]T(s itvit + citx it + hitl £ )  + n(52(euvn +  pux,i)  + s - Q i )

x ,v ,s  . _Lt=! <=1 1=1
M ożna się te raz  pozbyć pom ocniczej zm iennej s  dokonując w stępnie  m inim alizacji po s. 
W idać , że jeżeli p  ^  0, to  m in im um  osiągane je s t d la  s  =  0, n a to m ias t d la  p  < 0 
s — Q\  — q. Z a tem  funkcja  L p { p )  będzie m iała  postać:

' N  T

L p ( p )  =  m in
x ,v 0 5“ 11*' +  + hit l f t )

1=1 ł = l
- n Q ( n )

przy ograniczeniach:

/+ ,_! +  x it -  1?, =  dit d la  t =  i i =
xa  <  M v it
Ą  >  o
vu 6  {0,1}

gdzie.’

-  , \ /  s u +  /m.i t =  1 _ . . f cH + pp it t =  1 , . f Q x p  ^  0
Si' M  =  { s i ,  t * 2 ' CuM  =  \ c it t > 2 ' Q M  =  { q p  < 0  '

F unkcja L p ( p )  je s t funkcją  w klęsłą i kawałkam i liniow ą. Funkcję L p ( p )  m ożna zapisać 
także  w innej postac i, uw idocznia jącej m ożliw ą dekom pozycję zadania:

L d {p ) = J 2  ¿ ¡ 0 0  -  ^<200  (2)
i'—i

gdzie:
T

Li (p )  =  m in  ^ 2 ( ś i tv it +  cp x p  +  h itI ^ )  (3)
i=i

Z adanie  relaksacji L agrange‘a  polega n a  m aksym alizacji L p [ p )  względem  nieogran i­
czonego p.  Ze w zględu n a  szczególną postać  zadan ia  du a ln a  funkcja  Lagrange‘a  m oże być 
m aksym alizow ana szczególnie efektyw nie m e to d ą  iteracy jnej aproksym acji subgradiento- 
wej funkcji L p  złożonej w każdej ite racji z dwóch odpow iednio dobieranych kawałków li­
niowych. D la dwóch w artości m nożnika, d la  k tórych  subgrad icn ty  m a ją  przeciw ne znaki, 
w yznaczany je s t p u n k t p rzecięcia aktyw nych odcinków  w ykresu L p  w tych punk tach . 
W  uzyskanym  now ym  punkcie p  obliczam y wartos'ć L p (p ) .  Jeżeli w o trzym anym  punk ­
cie w artość L p ( p )  je s t poniżej aproksym acji, to nowy p u n k t wchodzi do bieżącej pary
punk tów , zas tęp u jąc  jeden  z dotychczasow ych p u n k tów ,tak  aby w pozostaw ionych punk ­
tach  nachylenie funkcji było w dalszym  ciągu  różnych znaków . W  przeciw nym  p rzypadku , 
czyli jeżeli w artość L p { p )  je s t rów na w artości aproksym acji, to  w znalezionym  punkcie 
zn a jd u je  się m aksim um  funkcji L p ,  co kończy działan ie  algorytm u.

R ozw iązanie zadan ia  relaksacji Lagrange‘a  um ożliw ia w yznaczenie przybliżonego do­
puszczalnego rozw iązan ia  zadan ia  pierw otnego w w yniku zastosow ania prostych  heury ­
stycznych p rocedur korekcyjnych [2].
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3. P rzyrostow y algorytm  obliczania L d { i i )

D la usta lonych  w artości m nożnika /t obliczenie L d (h ) sprow adza się do /'/-k ro tnego  
rozw iązan ia  podzadań  postaci klasycznego problem u W W  d la  pojedynczych wyrobów [4]. 
N ależy się liczyć z fak tem , że liczba iteracji doboru m nożników Lagrange‘a m oże być 
znaczna. D latego też  spraw ą is to tn ą  jes t jak  najbardziej efektywne obliczanie w artości

P rzykładow o, w ykorzystanie klasycznego algorytm u W agnera-W hitina d a je  złożoność 
0 ( N T 2), n a to m ia s t w ykorzystanie najefektyw niejszych algorytm ów  [1,4, 3] da je  złożoność 
O ( N T l o g T ) .

Z auw ażm y jed n ak , że zm ian a  w artości m nożnika będzie wpływać jedynie  n a  p aram etry  
podzadań  w e tap ie  pierw szym . M ożna za tem  spodziewać się, że jes t możliwe uniknięcie 
p ow tarzan ia  w ielu kosztownych obliczeń zw iązanych z e tapam i dalszym i. C hcem y zatem  
opracow ać odpow iedni a lgory tm  przyrostow y, w k tó rym  będziem y mogli w ykorzystyw ać 
rezu lta ty  z poprzednich  iteracji u rucham iając  tylko jeden  krok algorytm u w ieloetapo­
wego, krok zw iązany z e tap em  pierw szym . W łaściwości tak ie  zapew nia regresywny algo­
ry tm  W H K  W agelm ansa-H oesela-K olena [4]. W  rezultacie, jak  pokażemy, zredukujem y 
złożoność obliczeniow ą jednego kroku algorytm u do O ( N l o g T ) .

3.1. Opis algorytm u W HK

D la uproszczen ia  rozw ażań pom ijam y indeks pojedynczego w yrobu oraz zależność 
w spółczynników  od ¡i. M ożna też pokazać, że problem  ogólny m ożna przetransfor- 
m ow ać do p roblem u równoważnego z zerow ym i kosztam i m agazynow ania1 [4]. Rozważam y 
za tem  problem  decyzyjny (1) z ht =  0. W prow adzam y wielkość zapotrzebow ania zaku­

m ulowanego: dij =  J2t=i dt-
Podstaw ow ą rolę w a lgory tm ie W H K  odgryw a funkcja G(i)  oznaczająca  m in im alny  

koszt do jścia  od e ta p u  id o  e ta p u  końcowego T , przy założeniu zerowego stanu  zapasów  
/( =  0. Je s t ona  zdefiniow ana następująco :

G(t)  =
m in (Si +  ctdt ;_i +  G(i))  jeżeli d, >  0

Ki^T+l

jeżeli d< — 0m min ¡G(t  +  1), m in s t +  Ctdi,,-! +  G(i)
L i+ K i^ r+ i

d la  celów algo ry tm u  doda je  się sztuczny e tap  T  +  1. Zachodzi oczywiście: G ( T  +  1) =  0.
B ezpośrednie w yznaczenie w artości m inim um  we wzorze na  G(t)  w ym agałoby T  — t + l  

porów nań, co prow adziłoby do całkowitej złożoności tej operacji równej 0 ( T 2). M oże ona 
być zredukow ana do 0 ( l o g T ) .

N a rysunku  1 pokazano w ykres wielkości G(t)  w zależności od zapotrzebow ań zaku­
m ulow anych dtT. Zaznaczone punk ty  oznaczają w łaśnie pary  liczb (dtT, G[t))  w yznaczone 
d la  kolejnych e tap ó w ,p o czy n a jąc  od e tap u  T  +  l ( a  kończąc na  e tap ie  1.

L in ią  c iąg łą ,oznaczoną jako  L ii, zaznaczono uw ypuklenie dolne zbioru tych  punktów . 
L in ia  L E  je s t w ykresem  pewnej funkcji g : g(z )  =  w  <-» {z,  w )  €  L E .  Jak  w idać,m usi być

1 Podstaw iając: c, :=  c, +  W artość funkcji celu ulega zmianie o s ta lą  -  h, £ \ =] d i .
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R y s .  1 . M in im alny  koszt w zględem  zapo trzebow an ia  zakum ulow anego 
F ig . 1 . M in im um -cost function  w ith  respect to  accum ulated  dem and

ona funkcją w ypukłą. P u n k to m , w których funkcja g  zm ien ia  sw oje nachylenie, odpow ia­
d a ją  pew ne e tap y  harm onogram u. Niech r  oznacza liczbę punktów  za łam an ia  w ykresu g 
p o czy n a jąc  od e tap u  t +  1. W ówczas przez i + l = i ( l ) < . . . <  t ( r)  = T  +  1 oznaczym y 
e tap y  o d p ow iada jące  tym  załam aniom  i nazw iem y je  etapami znaczącymi  (ang. efficient  
pcriods).

D la każdego e tap u  znaczącego (p u n k tu  za łam an ia  w ykresu) w yznaczam y p u n k t przecięcia 
p rostej pionowej p rzechodzącej przez p u n k t (c/tx , 0) z p ro s tą  o nachyleniu  ct p rzechodzącą  
przez odpow iedni p u n k t za łam an ia  w ykresu g. P u n k t przecięcia o najm niejszej pionowej 
w spółrzędnej w yznacza m in i^ r f c i i / , , ,^ ) . . !  -f G(t (p) )} .  Niech t(q) oznacza e tap  znaczący, 
d la  którego osiągane je s t to  m inim um :

ą :=  min
i G(l[p))  — G[t (p  +  1))

r, m i n  ( p : 1 <  p  <  ;■ A   ------------------------ <  ct

t(q)  m a  oczyw isty sens następnego  e ta p u  w znow ienia produkcji po  e tap ie  t. W arto  za­
uw ażyć, że w m om encie gdy  poszukujem y w artości funkcji op tym alnego  kosztu  dojs'cia 
d la  e tap u  f(m am y dany  zb ió r e tapów  znaczących będący  podzb io rem  etapów  rozw ażanych 
poprzednio: i -f 1 , . . . ,  T  o raz  że są  one w sposób n a tu ra ln y  uporządkow ane w zględem  n a ­
chyleń odcinków  prostoliniow ych:

G ( i ( p ) ) - G ( i ( p + 1 ) )
, p  1, . . . , 7 i .

W niosek je s t więc tak i, iż możliwe je s t w yznaczenie t (q)  w czasie O (lo g T ).
Załóżmy, że w yznaczona zosta ła  w artość funkcji G{t) .  A lgory tm  m usi te raz  przejść do 

rozw ażenia e tap u  t  — 1, uak tua ln ić  zb iór e tapów  znaczących i w yznaczyć G(t  — 1). D la 
celów ilustracy jnych  m ożem y zastosow ać n as tęp u jącą  procedurę  geom etryczną:

• dodaj punkt [dtj, G(f))(
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•  zn a jd ź  na jm łodszy  e tap  znaczący  i(s),tak i że nachylenie odcinka łączącego (dtj ,  G( t ) )  
z ( 4 ( 4  y ,  G (i( s )))  je s t większe niż nachylenie odcinka łączącego (4 ( ,+ ¡)tr ,  G (t( s+ 1 )) )
z (4 (3 ) ,r ,G ( i( s ) ) ) ,

•  now y zb ió r e tapów  znaczących sk łada się z e tap u  t  i e tapów  od t ( s)  do t(r).  

P rzeb ieg  p rocedury  pokazano n a  rysunku  2.

R y s .  2 . U ak tualn ian ie  zbioru etapów  znaczących 
F ig .  2 . U pgrad ing  of the  set of efficient periods

By dokładniej zdefiniować e tap  ¿(s), należy jeszcze rozważyć przypadek , gdy  dt =  0. 
W ów czas e ta p  znaczący  t +  1 je s t zastępow any przez e tap  t. W  ty m  w ypadku je s t więc: 
s =  2. O gólnie: s ^  q. D efiniujem y więc:

s :=  m m
. i  . , , .  . , . n . G ( 0 - G ( * ( p ) k  < ? ( t ( p ) ) - G ( t ( p + l ) )

ę , m m |p  : i +  1 <  p <  i >  0 A ^  +  1} _  1

O sta teczn ie , algo ry tm  W H K  m ożna zapisać w sposób następu jący : 

I n ic ja l iz a c ja
Policz c(, d.tT d la  t — 1 , . . .  ,T  oraz C O R ;
W staw  e ta p  T  +  1 do L;

I t e r a c j e
fo r  i :=  T  d o w n to  1 d o  
b e g in

Szukaj q(t)  :=  m in

G(t )  := s t +  c j [ 4 r  -  4(«).t] +  G(q(t))-, 
i f  (dt =  0 a n d  G(t  +  1) <  G (i)) t h e n  
b e g in

T  +  1, m in  {p  6  L  : p  <  T  +  1 A <  c ,} ] ;
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G (ł) : = G ( t  +  1);
s :=  l( t  -f 1);

e n d
e lse
b e g in

i f  dt >  0 t h e n
s : = t +  1

e lse
s :=  l(t  +  1);

e n d
U suń z L w szystk ie p (tak ie  ż e i  +  1 p < s  ;
W staw  t  do L;

e n d .

O d tw o r z e n ie  h a r m o n o g r a m u  o p ty m a ln e g o
i : = l ;
w h ile  i ^  T  d o
i f  (dt =  0 a n d  G(t)  =  G( t  +  1)) th e n  

t : - t +  1
e lse
b e g in

x t := d.lT  -  d?(i),r; 
s t :=  1; 
t ■.= q(t);

e n d .

W  pow yższym  opisie L oznacza specja lną  s tru k tu rę  danych, w której przechow yw ane 
są  e tap y  znaczące , k tó ra , ja k  w iemy, uporządkow ana je s t z definicji w zględem  nachyleń 
odcinków  w ykresu funkcji g. O p era to r l(p) w yznacza następ n y  po p e tap  znaczący  z n a j­
du jący  się w L.

3.2. Im plem entacja algorytm u

O pracow ano dw ie w ersje a lgory tm u  W H K  różn iące się m iędzy sobą s tru k tu rą  op era ­
cy jną  i szczegółam i algory tm icznym i. P ierw sza, podstaw ow a w ersja je s t zgodna z o ryg inal­
nym  opisem  algory tm u  i m atem aty czn y m  oszacow aniem  złożoności a lgo ry tm u , d ru g a  zaś 
je s t m odyfikacją o p ie ra jącą  się n a  w ynikach eksperym entów  i specyficznych w łasnościach 
dzia łan ia  a lgory tm u.

W e r s ja  p o d s ta w o w a . A by całkow ita  złożoność a lgo ry tm u  by ła  praw ie liniow a (tzn . 
0 ( T  log T ) ) ,  dw ie kluczowe operacje  w każdej ite rac ji a lgo ry tm u  m uszą być w ykonane 
w czasie logary tm icznym . Te dw ie operacje, to  w staw ianie nowego e ta p u  znaczącego do
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L -stru k tu ry  lub usuw anie etapów  ju ż  nie będących znaczącym i oraz w yszukiw anie w tej 
s tru k tu rz e  e ta p u  q(t)  o m ożliw ie najm niejszym  indeksie, d la  którego nachylenie funkcji g 
będzie m niejsze od  kosztu  produkcji ct. Spełnienie tego w arunku jes t możliwe tylko pod 
w arunkiem  zrealizow ania w staw iania i w yszukiw ania binarnego, co w oczyw isty sposób 
prow adzi do zastosow ania drzew a binarnego jako  L -struktury.

E tap y  znaczące w drzew ie są  uporządkow ane względem swoich num erów  oraz, co za 
ty m  idzie, w zględem  wielkości nachyleń odcinków  liniowych funkcji g. Jak  zostało po ­
kazane w części opisow ej,d la  m alejących num erów  etapów  znaczących rosną nachylen ia  
prosto lin iow ych odcinków  funkcji op tym alnych  kosztów. W ylan ia  się jednak  konieczność 
zrealizow ania o p e ra to ra  /(s ) , w yznaczającego num er e tapu  znaczącego w ystępującego 
bezpośrednio  po e tap ie  s. Tego nie zapew nia podstaw ow a s tru k tu ra  drzew a binarnego, 
d latego  konieczne je s t w plecenie w drzewo listy  liniowej, w której uszeregowane byłyby 
kolejno e tap y  znaczące. Tak pow stała  specjalna L -struk tu ra  będąca  połączeniem  drzew a 
binarnego  i listy  liniowej. N a rysunku  3 pokazano jej schem at.

korzeń

n il n il  n il n il n il n il n il  n il

R y s .  3 . Schem at L -struk tu ry  
F ig . 3 . L -struc tu re  schem e

N ajbardzie j sk ra jn e  e lem enty  w drzew ie to  oczywiście sztuczny e tap  T  +  1 oraz e tap  
znaczący  o najm n ie jszym  d o tą d  indeksie -  oznaczony n a  schem acie jako  ”n r m in” . Z m ienna 
k o rz e ń  przechow uje adres korzenia drzew a. K ażdy elem ent drzew a posiada  trzy  po la  
wskaźnikowe: dw a w skazujące n a  lewe i praw e poddrzew o oraz jedno  n a  e ta p  chronolo­
gicznie następ n y  w s tru k tu rze . U trzym anie  wysokiej efektywności obliczeniow ej, ja k ą  ofe­
ru je  drzew o b inarne , w ym aga jednak  zachow ania w yw ażenia drzewa. Tak więc po  każdym  
w staw ieniu i usunięciu e lem en tu  należy, o ile je s t to  konieczne, p rzyw racać w yw ażenie 
d rzew a u ru ch am ia jąc  specjalne procedury  rekurencyjne.

M o d y f ik a c ja  a lg o r y tm u .  O m ówiony powyżej a lgory tm  w ym aga dość zaaw ansow anych 
zabiegów  program istycznych  skup ia jących  się jedyn ie  wokół obsługi L -struk tu ry , k tó ra  za­
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pew nia  na jm n ie jszą  teo re tyczn ie  złożoność obliczeniow ą algory tm u. Im p lem en tac ja  o p a rta  
n a  s tru k tu rz e  drzew iastej jako  podstaw ow ej s tru k tu rze  operacyjnej w algory tm ie  nie je s t 
jed n ak  ła tw a. P row adzi po n ad to  do stosunkow o dużego ziiżycia pam ięci operacy jnej, co 
nie je s t bez znaczenia , gdy pom yśli się nie ty le  m oże o wielkiej liczbie e tapów  horyzon tu  
p lanow ania , co o dużym  zestaw ie w yrobów  pow iązanych ze sobą w spólnym i zasobam i 
produkcyjnym i.

D ośw iadczenie w skazuje, że d la  realnych  danych produkcja  ”n a  zapas” dokonuje się 
najw yżej n a  kilka etapów  naprzód , gdyż przy  większych p a rtiach  dom inow ać zaczyna ją  
koszty obc iążen ia  m agazynu  i zam rożenia  produkcji. W  tak im  razie, jeże liby  w poszuki­
w aniu q(t )  p rzeszukiw ać e tap y  znaczące kolejno, p o czy n a jąc  od o sta tn io  w staw ionego do 
L -struk tu ry , to  spraw dzanych etapów  będzie kilka. Zważywszy, iż aby  dokonać tego sa­
m ego w drzew ie, m usieliśm y dojść w poszukiw aniach aż do liścia, s t r a ta  będzie niew ielka, 
bądź  naw et osiągniem y zysk.

N asuw a się za tem  zastosow anie p rostej s tru k tu ry  danych, ja k ą  je s t zw ykła lis ta  je d ­
nokierunkow a pe łn iąca  ro lę L -struk tu ry . P o la  jej rekordów  zaw ierają  więc ty lko  po jed n y m  
po lu  w skaźnikow ym . A dres p o czą tk u  listy  przechow yw any je s t w zm iennej p o c z a t e k _ l i s ty  
i w skazuje on n a  e tap  o sta tn io  w staw iony do zbioru  etapów  znaczących. Po zakończeniu 
dzia łan ia  a lgo ry tm u  je s t n im  oczyw iście e tap  1.

Z p u n k tu  w idzen ia  sam ej konstrukcji p rogram u zysk z uproszczenia s tru k tu ry  danych 
je s t oczyw isty  i bardzo  w idoczny:

- P o la  rekordów  L -s tru k tu ry  zaw iera ją  tylko jedno  pole wskaźnikowe oraz nie m uszą 
posiadać  po la  m ieszczącego znacznik  w yw ażenia węzła.

- P ro ced u ra  w staw ian ia  je s t w prost banalna , w ykonuje się w czasie s ta ły m  i zaw iera 
ty lko  28 linii p rogram u.

- P ro ced u ra  usuw ania serii etapów  za s tąp iła  w ielokrotne w yw ołania p rocedury  usu ­
w ania jednego  e lem en tu  i zaw iera jedyn ie  8 linii p rogram u.

3.3. Im plem entacja algorytm u dla w ielu  rodzajów w yrobów

W  m om encie gdy w m iejsce jednego  w yrobu będziem y m ieć ich pew ną liczbę oraz 
będziem y chcieli w ykorzystyw ać m ożliw ie dużo in form acji z poprzednich  ite rac ji poszu­
kiw ań op tym alnego  m nożnika, m uszą ulec zw ielokrotn ieniu  w szystkie s tru k tu ry  danych 
używ ane w a lgo ry tm ie  podstaw ow ym . Inform acje o tych s tru k tu rach  przechow yw ane są 
w liście liniowej jednokierunkow ej, k tórej e lem en t zaw iera pola:

- n u m er w yrobu,

- koniec listy  param etrów  etapów  d la  danego w yrobu,

- w skaźnik n a  e tap  pierw szy n a  tej liście,

- w skaźnik n a  korzeń L -stru k tu ry  d la  danego wyrobu^
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- adres szczy tu  stosu  d la  harm onogram u najlepszego niedopuszczalnego,

- adres szczy tu  stosu  d la  harm onogram u dopuszczalnego,

- adres e lem en tu  o sta tn io  wstaw ionego do L -struktury ,

- adres w yrobu następnego .

P onad to  listy  param etrów  etapów  rozszerzono o wielkości zużycia zasobu przy w znowieniu 
i p rodukcji oraz o po la  przechow ujące pierw otne w artości kosztów w znowienia i produkcji, 
co m a  znaczenie d la  e ta p u  pierwszego, w k tórym  p aram etry  te  zm ien ia ją  się p rzy  każdej 
zm ianie m nożnika Lagrange‘a.

4 . W ynik i eksperym entalne

D la  po rów nan ia  szybkości obu realizacji algory tm u W K H  przeprow adzono szereg eks­
perym en tów  d la  p rzesadn ie  dużej liczby etapów  T  — 3000. Poniew aż podejrzew ano, że 
d ruga  rea lizac ja  m oże okazać się w olna w sytuacjach , gdy z danych zadan ia  będą w ynikały 
harm onogram y o dużych seriach produkcyjnych (w tedy procedury  usuw ania i w yszukiw a­
n ia  e ta p u  q b ęd ą  m usiały  p raw dopodobnie przejrzeć duże liczby e tapów ), szczególną uwagę 
zw rócono n a  przykłady , w k tórych  koszty w znow ienia produkcji dom inu ją  znacznie nad 
kosztam i m agazynow ania.

O to  w yniki eksperym entów  —  czasy2 podane w sekundach:

R odzaj danych W HK1 W HK2
s , h  st 10 1.49 0.65
s <  100, h <  10 1.60 0.83
s s? 1000, A <  10 1.76 1.10
s ^  10000,h <  10 1.70 1.15
s si 100000, h ^  10 1.65 1.21
s <  100000,h =  1 1.70 1.21
s ^  1000000, A si 10 1.70 1.31
s <  10000000, /z ^  10 1.43 1.26

M ożna zauw ażyć, iż w p rzypadku  realizacji drzew iastej czas obliczeń pozosta je  na  
pew nym , n iezm iennym  poziom ie niezależnie od proporcji m iędzy kosztam i w znow ienia i 
m agazynow ania. D la  realizacji listowej n a to m ias t czas ten , gdy w eźm iem y dw a sk ra jne  

przykłady , wzrósł dw ukro tn ie . Jednakże  i on, jak  się w ydaje ,pod lega pew nej stabilizacji 
i m im o w szystko pozosta je  krótszy. D la danych z p rzykładu  pierwszego, gdzie koszty lo­
sow ane były  z jednakow ego przedziału, czas obliczeń wykonywanych przez im plem en tację  
listow ą byl ponad  dw ukro tn ie  krótszy! W arto  też  zauw ażyć, że liczba etapów  rozw ażana 
w p rzyk ładach  (3000) je s t bliska górnej granicy dopuszczalnego przez im plem en tację  
d rzew ias tą  rozm iaru  zadan ia . W niosek je s t więc tak i, że d la  dopuszczanych przez im ­
p lem en tac ję  rozm iarów  zadan ia  nie uw idoczni się je j przew aga. O bie wersje a lgory tm u

2M ierzono czas w ykonania zasadniczej części a lgorytm u, bez w czytywania danych z pliku, odtw arzania  
harm onogram u i zapisyw ania go w pliku (m ikrokom puter IBM P C /386 , 33 M U z).
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porów nyw ano rów nież szczegółowo n a  w ielu seriach bardziej realistycznych klas zadań  
o zróżnicow anych wartos'ciach w spółczynników  [2] d la  T  =  10 ,20 ,50 ,100 ,200 . W yniki 
obliczeń p o tw ierd za ją  przew agę algo ry tm u  zmodyfikow anego d la  w szystkich klas zadań.

O m ów ione a lgo ry tm y  m ogą być w ykorzystyw ane w a lgory tm ie p rzyrostow ym  przy  
rozw iązyw aniu  zadań  d la  w ielu wyrobów. Podczas w ielokrotnego obliczania L d {h ) koszt 
rozw iązania  podprob lem u d la  pojedynczego w yrobu je s t skracany T  razy  i trw a  ty lko po­
jedyncze m ilisekundy (n a  IBM  P C /3 8 6 ). W  przypadku  zastosow ania przedstaw ionego w 
p racy  a lgory tm u  w system ach  p lanow ania p rodukcji (M R P II) będzie możliwe rozw iązyw anie 
zadań p rak tycznych  o znacznie w iększych rozm iarach  niż dotychczas.
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A b s t r a c t
T h e  p ap e r p resen ts an  efficient scheduling m ethod  for th e  m u lti-item  dynam ic  lot-size 

scheduling prob lem , in w hich a  single lim ited  resource is considered.
T he  lim ita tio n s of th e  resource in subsequent periods are  transfo rm ed  in to  a  lower 

bound  for th e  resource lim ita tio n  in th e  first period. As a  resu lt, an ap p rox im ate  re la­
xed p rob lem , w ith  doubly  constra ined  lim ita tio n  in  th e  first period  is fo rm ula ted . T h is 
prob lem  m ay be efficiently solved by a  specialized m ethod , based on L agrange decom posi­
tion . T h e  m e th o d  uses p a rticu la r p ropertie s o f th e  problem  and  p a rticu la r fea tu res o f th e  
W agelm ans-H oesel-K olen a lgo rithm  for solving decom posed subproblem s. In  com parison 
to  th e  b e s t ex is ting  m ethods, th is  one allows to  reduce th e  com plex ity  of th e  a lgo rithm  T  
tim es, w here T  is a  num ber of periods.

Two d is tin c t varian ts o f th e  W H K  algorithm  for solving decom posed subproblem s 
a re  im plem en ted . E x tensive num erica l experim en ts show a  superio rity  of th e  m odified 
a lg o rith m  over th e  original W H K  algorithm .


