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SZEREGOWANIE ZADAN W OTWARTYM SYSTEMIE
DUOPROCESOROWYM

Streszczenie: W niniejszej pracy rozwazamy szczegélny przypadek otwartego
systemu obstugi, dla ktérego przedstawiamy optymalny algorytm wielomianowy.
Ograniczenie w stosunku do ogoélnie sformutowanego problemu “Open Shop”, ktéry jest
NP-trudny, polega na przyjeciu zatozenia, ze czas wykonywania poszczegélnej operacji
zalezy jedynie od procesora, na ktérym jest ona wykonywana i moze przyjmowac jedng
z dwéch wartosci: 1 (na szybkich procesorach) lub L (na wolniejszych), gdzie Z e N.

OPEN SHOP SCHEDULING IN DUOPROCESSOR SYSTEM

Summary: A particular case of the Open-Shop Scheduling Problem for which we
show an exact polynomial algorithm is presented. The restriction of the generally
formulated problem, which is NP-hard, is the assumption that the processing time of
each task depends only on the type of the processor which executes it and can be equal
to one of two values: 1 (for fast processors) and L (for slower ones), where L e N.
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1. Wstep

Model otwartego systemu obstugi zajmuje istotng pozycje w problematyce szeregowania
zadan. Notacja i specyfikacja problemu "Open Shop" rozwazanego w ponizszej pracy zostaty
zaczerpniete z pozycji [1], W og6lnym przypadku juz dla trzech procesorow problem
znajdowania optymalnego uszeregowania jest NP-trudny [2], Tym niemniej dla pewnych
szczegOlnych przypadkéw znane sg dokiadne algorytmy wielomianowe. Obszerny przeglad
takich przypadkoéw przedstawiono ostatnio w pracy [3], Przedstawione dalej rozwazania
dotyczg przypadku, w ktérym czas wykonywania operacji zalezy jedynie od typu procesora, na
ktérym jest ona wykonywana, przy czym zakfada sie, ze w systemie wystepuja jedynie dwa
typy procesoréw. W pierwszej czesci przedstawiamy dolne i gdérne oszacowania dtugosci
uszeregowania. Prezentowane tam konstrukcje optymalnych uszeregowan sg nastepnie
bezposrednio wykorzystane do przedstawienia wielomianowego, doktadnego algorytmu
rozwigzujacego postawiony problem. Na zakonczenie omawiamy ewentualne mozliwosci

uogolnienia modelu, dla ktérego zaprezentowany algorytm moze mieé zastosowanie.

2. Definicja problemu

Niech odpowiednio:

Ms = - 0znacza zhior szybkich procesoréw,
M w= - zbior wolnych procesoréw,
J=|yo0, - zbio6r zadan,

gdzie/:, r,ne Nu {0}

Kazde zadanie } skfada sie z k +r operacji: ktore
muszg by¢ wykonywane odpowiednio na procesorach Mg, A/f,....Mk_ \,Mg,M ™ | |
Czas wykonania operacji ofj (0°j) na procesorze szybkim (wolnym) wynosi 1 (£), gdzie Z jest

dowolng liczbg naturalna. Ponadto zakfada sie, ze zadne dwie operacje wchodzace w skiad

tego samego zadania nie moga by¢ wykonywane réwnoczes$nie oraz kazdy procesor wykonuje
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€0 najwyzej jedng operacje w tym samym czasie. Rozwigzanie problemu polega na okresleniu
momentow rozpoczecia wykonywania kazdej operacji w taki sposob, aby moment zakoncze-
nia wykonywania ostatniej z nich byt najwczesniejszy z mozliwych. Operacje nie moga by¢
przerywane, a ich kolejnos¢ wykonywania jest dowolna. Tak okre$lony model jest
szczegblnym (duoprocesorowym) przypadkiem klasycznego problemu otwartego systemu
obstugi (Nonpreemptive Open-Shop Scheduling) NOSS.

Okreslony powyzej problem duoprocesorowego systemu otwartego mozna przedstawic
w terminach teorii grafow jako przypadek przedzialowego kolorowania krawedzi grafu
dwudzielnego G =(Vj, Vs, Vw, E), gdzie kazdemu procesorowi M- (M") odpowiada
wierzchotek v/ e Vs (v-ve K(), kazdemu zadaniu Jt odpowiada wierzchotek v- e VJt a
kazdej operacji ofj (0,j) odpowiada krawedz efj e E (e"j e E). Vjoraz Vs cj Viy stanowig
podziat wierzchotkow grafu G na dwa zbiory niezalezne, k-pokolorowanie krawedziowe grafu
G polega na przypisaniu kazdej krawedzi efJ (e,” ) koloru (interwatu L koloréw) ze zbioru
{1, 2 tak aby zadne dwie sasiednie krawedzie nie otrzymaty tego samego koloru. W tym
przypadku optymalne rozwigzanie polega na znalezieniu ~-pokolorowania krawedziowego,
gdzie k = X'(G) jest réwne indeksowi chromatycznemu grafu G.

zadania
va v/

procesory szybkie procesory wolne

Rys. 1. Grafilustrujacy przypadek szeregowania w otwartym systemie duoprocesorowym

Fig. 1 Graph of open shop scheduling in a duoprocessor system

Krawedzie typu e‘J (e,” ) zostaty zaznaczone cienka (grubg) linia.
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3. Dolne i'gérne oszacowanie indeksu chromatycznego

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

PIM = [{(v,v') e E\v e v V' 6 Fs| (stopien wierzchotka v w podgrafie indukowanym
przez zbiér wierzchotkéw Vju Vs ),
PI(v)={(vv) e e\vE Vfyv V's (stopien wierzchotka v w podgrafie indukowanym

przez zbiér wierzchotkéw Vju Vw\
5(v) = p[(v) + L wPjr(v) (stopien wazony wierzchotka v),

A(G) =

max 5(v) (maksymalny stopien wazony w grafie G ).
VGW,J,MW()( ymalny stop ywg )

Lemat 1. %((?) S A(G).
Dowod: Nieréwnos¢ wynika bezposrednio z definicji indeksu chromatycznego i przedziatowe-

go pokolorowania krawedziowego.

[

Lemat 2. Jezelir =n, to x'(G) < A(G).
Dowdd:
r-L +k gdyveFj,
<SV) =jl--Z, gdy v €,
[r gdy vefj.
Stad A(G) = rL+k.
Okre$lmy przypisanie koloréw krawedziom grafu G w nastepujacy sposéb:
\[{i+))L +k+\ {i+j)L +k +2,... (i +j+])L +K] gdyi+j<r
{[li+j-r)L +1,(i+j-r)L +2,.. Xi+j-r +1)L] gdyi+j>r

(**) kol[efj) =[iL+j+1,
gdzie kol(e) oznacza kolor lub interwat koloréw przydzielony krawedzi e. Pokazemy, ze

przypisanie to daje A(G)-pokolorowanie krawedziowe grafu G, tzn. dowolne dwie krawedzie

(v. Hi), (v, w?) incydentne do dowolnego wierzchotka v nie otrzymujg tego samego koloru

oraz maksymalny uzyty kolor jest nie wiekszy niz A(G). W tym celu rozpatrzmy kolejno

wszystkie mozliwe przypadki:
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1. v e Vj. Niech v= vf. Mozliwe sg trzy przypadki:

1.1. Wj, w2 e Vw . Niech Wj = vj, w2 = V/f. Bez utraty og6lnosci mozemy zatozy¢, zej <h.
Mozliwe sg trzy przypadki:

1.1.1. i+j>r . Wowczas: kol(v, Wj) = [(" +j-r)L+ 1, ..., (i+] -r+ 1)1],

kol(v, w2) = [ +h-r)L+ 1,..., (/+h-r+ 1)L], Wystarczy zauwazy¢, ze:

(i+j-r+ DL <(i +h-r)L + 1, gdyzj +\ <h.

1.1.2. i+h>r orazi+j <r. Woéwczas: kol(v, W) =[(i+j)L +k+1 , ,(i+]+ 1)L +Kk],
Ao/(v,w2) =[(/ +h-r)L+1,..., (/+h-r+ 1)1], Wystarczy zauwazy¢, ze:
("+h-r+L<(i+j)L +k+ 1, gdyz h-j <r-1

1.1.3. /+ h<r. Wéwczas rozumowanie jest podobne jak w przypadku 1.1.1.

1.2.W] g Vw orazw2 e Vs.Niech w, = vj, w2 = vf,. Mozliwe sg dwa przypadki:

1.2.1. i+j> r. Wéwczas: kol(v, Wj) = [(/'+] -r)L+ 1,... ,(i+j-r + DEf],

kol{v, w2) = [iL + h+ 1], Wystarczy zauwazy¢, ze: (/+_/-r+ \)L <iL+h+ 1, gdyzj <r-1
1.2.2.i+j <r. Wowczas: kol(v, w,) = [(/+j)L+k+ 1,..., (" +j+ )L +K],

ko/(v, w2) = [iL +h + 1], Wystarczy zauwazy¢, ze: (/ +j )L +k+ 1>iL+h + 1, gdyz h <k
1.3.wg, w2 g Vs.Niech W = vj, w2=vh. Oczywisciej * h. Wowczas:

kol(v, w,) = [iL +j+ 1]~ [iL +h + 1] = kol(y, w2).

2.vg Vw orazw, w2 g Vj.Niech v=vj ,wx=v/,w2 =vp. Bez utraty ogélnosci mozemy
zatozy¢, ze i <p. Mozliwe sgtrzy przypadki:

2.1 i+j>r. Wowczaskol(v, W) =[(/+j -f)L+ 1, ..., (/ +j-r + L],

kol{v, w2) = [(p +j-r)L +1,..., {p +] - r +\)L], Wystarczy zauwazy¢, ze:

(i+j-r+ YL<{p+j-r)L+ 1, gdyz i<p-1

22.p+j>r oraz i+j< r. Wéwczas: kol(v, w,) =[G +j)L+k+ 1,..., (/+j+\)L +k],
kol(v, w2) = [{p +j-r)L+ 1,..., (p +]j-r+ 1)L]. Wystarczy zauwazy¢, ze:
(p+j-r+\)L< (i+j)L +k+ 1, gdyzp-i<r-1

2.3.p +j<r. Wdwczas rozumowanie jest podobne jak w przypadku 2.1.

3.vg Vs orazwh w2y Vj.Niech v=vj,w, =v/,w2=vj. Oczywiscie i *p. Wowczas:
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kol{v, #'[) = [iL +j + 1] \pL +j + 1] = kol(v, w2).

tatwo zauwazyé, ze w kazdym przypadku przydzielone sg kolory z przedziatu
{1,2,... ,A(G)}, gdyz:
(/+j)L +k+ 1> 1 oraz i+j<r => (/'t+_/+ )L+ k<rL +k- A(G),
[+j>r=>(/+j-r)L+ 1> 1 oraz (i+j-r+ 1)L ¢ (r- )L <A(G) oraz

1<iL+j+1<(r-\)L +k< A(G).

Lemat 3. Jezelir>n, to X(G) » A(G).
Dowadd:

rL+k gdy ve Wt
6(v) = nL gdy ve W,

v gdy ve Vs.
Stad, wobec r >n, A(G) =rL+ k. Legalne pokolorowanie w tym przypadku otrzymujemy
przez dotgczenie do grafu G dodatkowych r-n wierzchotkéw (wraz z odpowiednimi,
wychodzacymi z nich, krawedziami) odpowiadajgcych dodatkowym zadaniom, sprowadzajac
problem do przypadku objetego przez lemat 2. tatwo zauwazy¢, ze dodanie owych
dodatkowych zadan w tym przypadku nie zmienia warto$ci A, a zatem na mocy lematu 2

istnieje A(G)-pokolorowanie krawedziowe nadgrafu grafu G, i tym samym grafu G.

Lemat 4. Jezelir <n oraz k <(>i - r)L, to x'(G) £ A(G).
Dowod: A(G) = max{rL +k, nL, n) = nL, poniewaz k <(n - r)L. W tym przypadku zbiér k
szybkich procesoréw moze by¢ podzielony ra n - r podzbiordw o mocy nie wiekszej niz L:

Ve =MOuVA...vVnru gdzicVi*j =>VinV-=0 oraz Traktujac chwilo-
ij i

wo kazdy ze zbioréw Fj jako "zastepczy" wolny procesor® otrzymujemy przypadek objety

lematem 2 (n zadan, n wolnych procesoréw, 0 szybkich procesoréw). Mozliwe jest zatem
pokolorowanie takiego grafu G = (Vj,0,Viy u\vO0,...,V,,_r_i"E j przy uzyciu nie wiecej niz
A(G')= nL koloréw. Legalne pokolorowanie grafu G otrzymujemy przez dowolne rozbicie

kazdego z interwatow dtugosci L przydzielonych w G' krawedziom typu na co
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najwyzej krawedzi L w grafie G, gdzie vfteVj i O<h< L. W przypadku gdy

\Vj\ <h, niektére kolory z interwatu przydzielonego ] pozostana niewykorzystane.
Lemat 5. Jezeli o< n oraz k> (»- r)L, to %'(G) < A(G).

Dowod: A(G) = max{rL +k, ni, «} =rL +k, poniewaz k> @1 - r)L. Konstrukcja A(G)-poko-
lorowania krawedziowego przebiega analogicznie jak w dowodzie lematu 4, z tg ré6znicg ze w
konstrukcji grafu G' spetniajgcego zatozenia lematu 2 jedynie (« - r)L szybkich procesoréw

dzielimy nan-r grup po L procesoréw traktujac chwilowo kazdg z nich jako procesor wolny.

[l

4. Algorytm

Bezposrednim wnioskiem z lematow 1, 2,..., 5jest:
Twierdzenie 1. y!/(G) =A(G) dla kazdej instancji problemu duoprocesorowego systemu

otwartego.

[
Konstruktywne dowody lematéw 2, 3, 4, 5 bezposrednio ksztattuja doktadny algorytm
szeregowania, ktdrego sterowanie wyglada nastepujaco:
procedure DuoSzereg(n, r, k)\
{n, r, k oznaczaja odpowiednio liczbe zadan, liczbe wolnych oraz szybkich procesoréw }
begin
if = mthen przydziel czas operacjom zgodnie z formutami (*) oraz (**) (lemat 2)

else

if n <r then przydziel czas operacjom zgodnie z formutami (*) oraz (**) (lemat 3)

else
ifk <(/; - r)L then przydziel czas operacjom zgodnie z konstrukcjg opisang w
dowodzie lematu 4

else przydziel czas operacjom zgodnie z konstrukcja opisang w dowodzie lematu 5

end
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Ztozono$¢ obliczeniowa powyzszego algorytmu wynosi O(ww), gdzie m =r +k jest
liczbg wszystkich procesordw. Wynika to z faktu, ze kazdej z nm operacji musi by¢
przydzielony odpowiedni interwat czasu, ktérego warto$¢ moze by¢ wyliczona w czasie 0(1).
Konstrukcje zastepczego graiu G\w przypadku, gdy n > £ moga by¢ oczywiscie zrealizowane
w czasie O(nm). Z drugiej strony, poniewaz liczba krokéw musi byé co najmniej

proporcjonalna do nm, wiec jest to algorytm optymalny w sensie ztozonosci obliczeniowej.

5. Podsumowanie

Opisany powyzej przypadek otwartego systemu obstugi jest na tyle szczeg6lny, ze trudno
mie¢ nadzieje na bezposrednie praktyczne wykorzystanie przedstawionego algorytmu. Moze
on jednak stuzy¢ do stworzenia heurystyki pomocnej w zaprojektowaniu suboptymalnych
algorytmoéw uwzgledniajgcych bardziej ogdiny przypadek problemu "Open Shop".

Z drugiej strony nalezy zauwazy¢, ze przedstawiony algorytm moze by¢ wykorzystany
do szerszej klasy przypadkéw, niz to wynika z okreslonej w drugim paragrafie definicji
problemu. Np. zatozenie o tym, ze kazde zadanie sktada sie doktadnie z r +k operacjg moze
by¢ zastgpione bardziej og6lnym (dopuszczajacym, ze niektdre zadania majg mniej operacji),
mianowicie Zze istnieje przynajmniej jedno zadanie o r+k operacjach, o ile r>n lub
k> (n- r)A,oraz ze istnieje przynajmniej jeden procesor wolny, na ktérym wykonywanych jest
n operacji, o ile r<n i k<(n-r)L. W takiej bowiem sytuacji warto$¢ A pozostaje
niezmieniona (uzasadnienie jak w dowodzie lematu 3). Réwniez zatozenie o wykluczeniu
mozliwosci przerywania wykonywania operacji moze by¢ opuszczone (nie wptywa ono na

dolne oszacowanie z lematu 1, a zatem algorytm znajduje rozwiazanie optymalne).
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Abstract

The Open-Shop Scheduling (OSS) problem in a general case is described as follows:
There are given two collections: a collection of processors M - {MI,M2,...,Mm} and
a collection ofjobs J= {JItJ2--, J,,}- Each job Jt consists of m tasks o, j, olj2,...,0bm where O/ m
has to be processed on the processor My The processing time of each task is known.
A processor cannot work on pair of tasks at a time and no two tasks of the same job can be
processed simultaneously. Furthermore, in nonpreemptive OSS no interruption is allowed
during processing of a task. A solution of this problem is the schedule with a minimum
completion time.

In general case this problem is NP-hard. In this paper we present a polynomial 0 (mn)
exact algorithm for particular case of the nonpreemptive OSS, where the processing time of
each task depends only on the type of the processor which executes it and is equal to one of
two values: 1 (for fast processors) and L (for slower ones), where L 6 N. An example for this
model can be a concurrent execution of similar programs on a computer with two types of
processors (e.g. numerical and communicative). We also present easy formulas which allow to
find immediately the minimum completion time. Finally, we discuss the possibility to generalize

our model so that presented algorithm can still be useful.



