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Streszczenie: W pracy sformutowano heurystyczny algorytm rozwigzywania za-
dania komiwojazera w przestrzeni wielowymiarowej z metryka euklidesowa. Algo-
rytm wykorzystuje konstrukcje i whasnosci krzywej wypetniajacej d-wymiarowa kostke.
Krzywa ta jest uog6lnieniem dwuwymiarowej krzywej Sierpinskiego. Do opisu krzy-
wej wykorzystano systemy jterowanych funkcji afinicznych (IFS) wprowadzone przez
Barnsleya do konstrukcji obiektéw fraktalnych. W pracy przedstawiono wyniki eks-
perymentéw numerycznych.

NG SALESMAN PROBLEM IN
EUCLIDEAN SPACE

Summary: A heuristic algorithm for Travelling Salesman Problem solution in
multidimensional Euclidean space is presented. The algorithm is based on a construc-
tion of a spacefilling curve, which fills d-dimensional cube. The curve is d-dimensional
generalization of two-dimensional Sierpifiski spacefilling curve. Iterated affine func-
tion system (IFS) is used to describe the curve. Some numerical experiments are

reported.
EIN ALGORITHMUS FUR RUNDREISEPROBLEM IM MEHRDIMEN-
SIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM

Zusammenfassung: Ein heuristischer Algorithmus fiir Rundreiseproblem im mehr-
dimensionalen euklidischen Raum wird entwickelt. Der Algorithmus wird die Kon-
struktion der verallgemeinerteSierpiriski-Fillraumkurve verwendet. Die Fillraumkurve
wird mit iterierten affinen Funktionssystemen (IFS) beschrieben. Es wird tber nu-
merische Teste berichtet.
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1. Wstep

Zagadnienie komiwojazera (TSP) polega na wyznaczeniu najkrotszej zamknietej drogi
przechodzacej przez kazdy z n danych punktéw. Zadanie to ma bardzo wiele réznorodnych
zastosowan i jest jednym z kluczowych zagadnien dyskretnej optymalizacji poczagwszy
od lat 30 obecnego wieku. Obszerny przeglad prac dotyczgcych zagadnienia ko-
miwojazera mozna znalez¢ w ksigzce [7] z 1985. W niniejszej pracy bedziemy sie zaj-
mowac szczeg6lng klasg zadan TSP, w ktérej poszczegolne punkty sg okreslone poprzez
ich wspotrzedne w przestrzeni d-wymiarowej, a odlegtosci miedzy nimi sg wyznaczane
zgodnie z metryka euklidesowg. Taki problem bedziemy w skrécie oznacza¢ przez ETSP.

Problem TSP w og6lnym przypadku jest zadaniem nalezgcym do klasy probleméw
NP-zupelnych. Réwniez zadanie ETSP, nawet w przypadku dwuwymiarowym, jest pro-
blemem NP-zupetlnym. W zwiazku z tym szczegoélnie intensywnie rozwijane s prace nad
konstrukcjg algorytmoéw heurystycznych pozwalajacych w krétkim czasie wyznaczy¢ do-
bre, cho¢ niekoniecznie optymalne rozwigzanie problemu ETSP.

Bartholdi i Platzman [2,9] wroku 1989 pokazali jak wykorzystaé krzywg Sierpifiskiego
do przyblizonego rozwigzywania problemu komiwojazera z odlegtosciami euklidesowymi
(ETSP) na ptaszczyznie. Sam pomyst wykorzystania krzywych wypetniajacych przestrzen
pochodzi jednak, jak twierdzi J.M. Steele [11], z niepublikowanej pracy S. Kakutani z 1966
roku.

Krzywymi wypetniajacymi ptaszczyzne (spacefilling curves) zaczeto sie zajmowac juz
pod koniec XIX wieku. Prace te zapoczatkowat G. Peano.Przez dtugi czas nie intereso-
wano sie krzywymi wypetniajagcymi przestrzern wiecej niz dwuwymiarowa. W 1980 roku
S.C. Milne [g] pokazatjak uog6lni¢ dwuwymiarowa krzywg Peano do krzywej w prze-
strzeni d-wymiarowej. W pracy tej Milne udowodnit réwniez, ze wprowadzona przez
niego krzywa zachowuje miare Lebesgue'a, a odpowiadajgca jej transformacja Ix —Id
jest funkcja Lipschitzowska ze stalg Lipschitza rdwng

W 1984 roku W.J. Gilbert [5] pokazal natomiast, jak uogd6lni¢ pochodzacg z 1891
roku krzywga Hilberta. Obie wymienione powyzej krzywe : zaréwno uog6lnienie krzywej
Peano, jak i krzywej Hilberta sa krzywymi otwartymi. W wielu zastosowaniach (np. w
ETSP) uzasadnione jest uzycie krzywej cyklicznej ( zamknietej ) , ktéra nie wyrdznia
zadnego Kkierunku w przestrzeni, ani zadnego z punktéw przestrzeni jako poczatkowy
badZz koncowy. Krzywa o tej wiasnosci na ptaszczyznie jest uzyta przez Bartholdiego i
Platzmana krzywa skonstruowana w 1912 roku przez Sierpinskiego.

W zwigzku z tym pojawita sie potrzeba znalezienia krzywej zamknigetej wypeiniajacej
przestrzen wielowymiarowa, a doktadnie wielowymiarowa kostke. Konstrukcje takiej krzy-
wej, ktdrg mozemy uwazac¢ za wielowymiarowe uogdlnienie krzywej Sierpiiskiego,

autorka przedstawita w pracy [13].
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Ogolnie rzecz biorac, idea algorytmu heurystycznego rozwigzania ETSP przy wyko-
rzystaniu pewnej krzywej wypetniajacej przestrzen polega na uporzadkowaniu punktéw
zgodnie z ich kolejnoscig wystepowania na krzywej. Uporzadkowanie to wyznacza ko-
lejno$¢ wystepowania punktéw w trasie komiwojazera. Podstawowg zaletg tego typu al-
gorytow jest, poza ich prostota, to, ze wyznaczenie trasy dla danego zbioru punktéw
jest rownowazne z okre$leniem rozwigzania dla kazdego podzbioru tych punktéw (upo-
rzgdkowanie punktow nie ulega zmianie). Rdwniez pojawienie sie dodatkowych punktow
nie powoduje nadmiernych komplikacji. Wystarczy wyznaczy¢ potozenie tych punktow
na krzywej i odpowkdnio do niego wiaczy¢ je do trasy. Wymaga to wykonania jedynie
O(logn) operacji arytmetycznych, gdzie n jest liczbg punktéw znajdujacych sie w trasie.
Samo wyznaczenie potozenia danego punktu na krzywej wymaga wykonania 0(d) opera-
cji arytmetycznych, gdzie d jest wymiarem przestrzeni ( por. [13]).

2. Opis algorytmu

Algorytm zaktada istnienie ciggtego odwzorowania Fi(t) odcinka Ix — [0,1] w d-wy-
miarowg kostke h = [0,1] x [0,1] x *+mx [0,1]. Odwzorowanie to zachowuje miare Lebes-
gue‘a oraz jest przeksztatceniem Lipschitzowskim z wyktadnikiem j, to znaczy:

| TA(<D)-*i(*D)Il <c(]ii-i2])z
W przypadku krzywej przedstawionej w pracy [13] mamy ponadto:
[ Fi{h) - Fdfh) || <e(A(i.i2)t

gdzie: A (ii,t2) = min {|ii - i2|,1—|U —i2 [}, a | || oznacza norme euklidesowg. W
obu przypadkach ¢ = 2 «\/d + 6.
Zachowywanie miary Lebesgue‘a rozumiemy jako spetnianie przez Fd(t) nastepujacego

warunku:
dla kazdego mierzalnego zbioru A C Id

A {Fd\A) =M a-

gdzie fii i m sg odpowiednio miarami Lebesgue‘aw R i Rd Zachowywanie miary mozemy
intuicyjnie rozumie¢ jako wihasnos¢ krzywej, ktéra powoduje, ze krzywa z jednakowga
intensjunosciag (réwnie gesto) wypetnia catg przestrzen. Natomiast Lipschitzowsko$¢
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transformacji oznacza, ze krzywa zachowuje bliskos'¢, to znaczy punkty potozone blisko
siebie na krzywej s, rownoczesnie potozone blisko siebie na kostce. Punkty bliskie sobie
na kostce nie muszg jednak znajdowac sie blisko siebie na krzywej. Jak wiadomo [4],
Fd(t) nie moze by¢ odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym. Z praktycznego punktu
widzenia istotna jest mozliwo$¢ wyznaczenia dla kazdego x e 1d takiej wartosci i & I\ ,
ze Fd(t) = x.

Niech odwzorowanie ~(x): Id —»h ] bedzie takim odwzorowaniem, ktére spetnia
warunek "M'(Y) £ F~}(x). W pracy [13] pokazano, jak skonstruowa¢ odwzorowania Fd(t)
i \P(:z) przy spetnieniu dodatkowego warunku Fd{0) = J*d(lI). Odwzorowanie Fd opisuje
krzywa wypetniajacg kostke Id, ktdra ze wzgledu na warunek Fd(0) = /¢ (1) jest krzywa
zamknietg. Odwzorowanie Fdmozna opisa¢ wprowadzajac dwie rownoliczne rodziny prze-
ksztatcen, jedng dziatajaca na kostce Id,a drugg dziatajgcg na odcinku I\

WprowadZmy w Id rodzine przeksztatcen W:

"§-(s
5~ (5" 02,0%2
- (5 Pdixd

gdzie oj,- 6 {o,1}

Wszystkich takich przeksztatcen jest doktadnie 2d. Ponumerujemy je w taki sposéb,
ze wektory £2, = (/3 jo 2 ,Pd,i)r definiujace jednoznacznie dane przeksztatcenie w; sg
uporzadkowane tak jak kody Graya [e¢] okreslajgce kolejnos¢ obchodzenia wierzchotkéw
d-wymiarowej kostki Id. Ztozenie dowolnej skonczonej liczby przeksztatcen w;-, ow,-20...0
Win, generuje pewng podkostke w Id o boku réwnym 2~n.

WprowadziliSmy w ten sposob system iterowanych funkcji (IFS), [1]

W = {wuw2...,w2d 1,Id -+ Ii]
ktérego atraktorem jest cata kostka Id. Dalej zdefiniujemy system 2d przeksztatcen
G — {<To, <Ti, ' -92d-\ih —yh]
dziatajacych na odcinku I,

9,(t) = ~d+ 2~d(i - 1)+ 2-dt, o < t<1,2=1,2,...,2d- 1.
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gdzie bd jest wspdtczynnikiem zaleznym od wymiaru przestrzeni, przy czym
bd=2d 1 —bd-i + 1, & =1

Warto$¢ bd rosnie do nieskonczonos$ci wraz z d rosngcym do nieskoficzonos$ci, natomiast
bd2~d zmienia sig, co tatwo sprawdzi¢, od s dla d = 2 do | dla d dazacego do nieskoriczo-
nosci. Kazde z odwzorowan < przeksztatca li w przedziat domkniety lub dwa przedzialty
domkniete o tacznej dtugosci 2~d. Podobnie kazde z odwzorowarn t>- przeksztatca kostke Id
w kostke wi(ld) o objetosci 2~d. Kazdy punkt z odcinka li mozna przedstawi¢ jako punkt
staty pewnego ztozenia nieskonczenie wielu przeksztatcen Oba systemy przeksztatcen
W i G maja te same przestrzenie kodowe E.

Aby zdefiniowa¢ funkcje Fd(t): I\ — Id musimy kazdemu punktowi t & li przy-
porzadkowaé jednoznacznie pewien punkt x € Id i to w taki sposob, by obrazem catego
odcinka byta cata kostka Id, to znaczy: Fd{h) = {x : x = Fd(t), t g ij} = Id. Naturalng
droga jest uczynienie tego poprzez adresy w przestrzeni koddw E. Tutaj przedstawiliSmy
jedynie idee konstrukcji proponowanej krzywej wypetniajacej d-wymiarowg kostke. W
pracy [13] sformutowano szczeg6towo sposéb definiowania Fd oraz zbadano jej wiasnosci.
Wykorzystanie krzywej wypetniajacej do liniowego porzadkowania punktdéw lezacych w
Id wymaga postugiwania sie owzorowaniem 'k(z) przeprowadzajgcym Id w Ij. Nieistnienie
jednoznacznego odwzorowania odwrotnego do Fd nie ma praktycznego znaczenia. Jak to
wynika z pracy [13], zbiér F j1(x) dla kazdego x € Id jest zbiorem skonczonym zawie-
rajacym co najwyzej 2d punktéw z odcinka, z ktérych jeden nalezy wybra¢. Dotyczy to
wszystkich punktéw, ktérych wspoétrzedne w Id majg skonczone dwdéjkowe rozwiniecia, a
wybor 'j'(z) wiaze sie z podjeciem decyzji, czy na przyktad punkt o wspotrzednej xi = 172

nalezy do podkostki [o,1/2] x ... czy do podkostki [1/2,1] X —

2.1. Algorytm

Niech X — (Xi, Xi,..., Xn) bedzie zbiorem punktéw w /;, dla ktérych nalezy wy-
znaczy¢ trase komiwojazera. Nalezy dla kazdego punktu okresli¢ U — P(Ar;), a nastepnie
uporzadkowaé punkty zgodnie z niemalejagcymi wartosciami i,. O

W Dodatku umieszczono program napisany w Mathematice, ktdry zawiera algorytm
wyznaczania potozenia punktu z Id na krzywej wypetniajacej, to znaczy obliczania 't(z),
X 6 ld-

Na rysunku 1. przedstawiono przyblizenie omawianej krzywej przedstawione w postaci

tamanej taczacej 511 punktdw réwnomiernie rozmieszczonych w trojwymiarowej kostce.
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Rys.1.Krzywa wypetniajgca tréjwymiarowga kostke
Fig.1.Spacefilling curve, which fills 3-dimeusional cube

3. Wyniki eksperymentéw numerycznych

W czesci tej przedstawione wyniki obliczer numerycznych miaty da¢ poglad,jak zacho-
wuje sie badany algorytm. W tablicach 1-3 przedstawiono dtugos$¢ drogi ETSP otrzymang
za pomocg krzywej wypetniajacej przestrzen. Punkty losowano z kostki Id z rozktadem
réwnomiernym. Odlegtosci miedzy punktami byly obliczane zgodnie z normg euklidesowsg.
Wszystkie eksperymenty polegaty na na 100-krotnym losowaniu zestawow n punktéw (z
rozktadem réwnomiernym) z kostki d-wymiarowej i kazdorazowym obliczeniu diugosci
drogi wyznaczonej przez badang heureze.

W tablicy 1. przedstawiono wyniki dla d = 3 i roznych n. Warto$é-Srednig dtugosci
drogi oznaczono przez h,r, a wariancje dtugosci drogi przez a2.
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Poza $rednig, dtugoscia drogi wyznaczano jeszcze warto$ci wspdtczynnikéow a =

oraz fi — Jak wiadomo z badan Beardwooda, Baltona i llammecrsleya (1959)
[7]|Warto$¢ oczekiwana optymalnej dtugosci drogi ETSP, w przypadku gdy wspdtrzedne
punktéw sg realizacjami niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie rGwnomiernym,

a n —00, ma postac

gdzie a jest wspdtczynnikiem zaleznym od d, ktérego warto$¢ jest czesto wigzana z \/d

[10].
Tablica 1

Dtugos¢ drogi ETSP wyznaczona metoda krzywej wypetniajacej d = 3

d n har az a fi
wymiar przestrzeni liczba punktéw dtugo$¢ drogi

3 10 5.07 0.34 0.63 0.34

3 50 15.48 0.57 o.es 0.38

3 100 24.50 o.68 o0.66 0.38

3 500 72.49 156 o.e6 0.38

W tablicy 2. przedstawiono wyniki dla ré6znych d i ustalonego n = 100.

Tablica 2

Dtugos¢ drogi ETSP wyznaczona metodg krzywej wypetniajagcej n=100

d n hgr a2 a fi
wymiar przestrzeni liczba punktéw dtugosc¢ drogi

4 100 37.84 230 0482 0.34
5 100 49.025 123 0,551 0.371
6 100 60.02 342 0528 0.373
7 100 70.73 428 0.516 0.379
8 100 80.84 416 0.508 0.384
9 100 90.75 3.70 0.505 0.391
10 100 99.40 158 0.498 0.394

Dla poréwnania, zamiast proponowanej krzywej uzyto wielowymiarowego odpowiednika
krzywej Peano wprowadzonego przez Milne’a [g]. Przy d —3 oraz 100 punktach losowa-
nych w taki sam sposob jak poprzednio otrzymano $rednig dtugos¢ trasy (Srednia ze 100
eksperymentéw) réwng 25.05, natomiast dla d = 5 i pozostatych parametrach bez zmian
$rednia ta wynosita 53.11.

Przeprowadzono jeszcze wyrywkowe eksperymenty dla innych d i n. Przedstawiono je

w tablicy 3.
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Tablica 3
Diugo$¢ drogi ETSP wyznaczona metodg krzywej wypetniajacej

d n hr az a P
wymiar przestrzeni liczba punktow dtugosé drogi

5 500 72.71 041 0.67 0.38

10 500 424.01 143 0.499 0.39

20 10 17.21 092 043 0.38

20 100 163.63 424 046 0.40

Przedstawione eksperymenty wskazuja, ze wartos¢ $rednia dtugosci drogi wyznaczonej
metodg krzywej wypetniajgcej jest nie dtuzsza w badanym zakresie niz

h,r< 04Vd+s en"-W,

Nie przeprowadzono badan dla d = 2, poniewaz odpowiednie wyniki mozna znalez¢
w pracach [2], [9]. Otrzymana przez autoréw tych prac warto$¢ $rednia (dla rozktadu
rownomiernego) nie przekraczata 0.956-y/n.

4. Dodatek

Ponizej zamieszczono program napisany w Mathematice, ktéry stuzy do wyznaczania
potozenia punktu z wielowymiarowej kostki na krzywej wypetniajacej. Funkcja Kodm
przypisuje kazdemu punktowi z kostki Id liczbe z przedziatu [0,1]. Argumentami funkcji
sg: d - wymiar przestrzeni (liczba naturalna), k - liczba naturalna okre$lajagca doktadnos¢
(dtugosé dwojkowego rozwiniecia wspétrzednych punktu), x_List - wspétrzedne punktu
przedstawione w postaci listy o dtugosci d.

Kodm[d_,k_,x_List]:=(
Btock[{xx,beta,bd,cd,ii,jj,KM,km,kb,be>,
bd=1;

XX=X;

beta={};

KM={>;

Do[bd=2~ii-bd+1,{ii,d-1}];
cd=bd*2"(~d);

tt=1-cd;

(* dla kazdego x wyznaczamy be Olub 1 w zaleznosci,czy x,0.5 czy nie *)
Do[ (* k razy *)beta=-Q;

Do [xi=xx[[ii]1] ;
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If [xi<l/2 ,be=0,be=1] ;
AppendTo [beta.be] ;
xx[[1i]1=(xi-1/2)/(be-1/2) ,
{i1,d}1;
(* teraz wyznaczamy numer odwzorowania kb *)
ww=0; kb=0;
Do[be=beta[[d-i1i+1]] ;
I f[be+ww==1,kb=kb+2" (d-i1),];
ww=Abs[be-ww] , {ii,d}];
1 f[kb==2"d,kb=0,] ;
AppendTo[KM, kb]
1.k
Do[ kb=KM[[k-jj+111;
tt=(cd+(kb-1)+tt)/2d;
If [tt<0,tt=1+tt,] ;
. —CiJ-Ki;
tTt])

LITERATURA

[1] Barnsley M. , Fractals Everywhere. Academic Press, Inc. New York 1988.

[2] Bartholdi J.J., Platzman L.K. , Heuristics based on spacefilling curves for combina-
torial problems in Euclidean space, Management Sci. Vol.34 (1988), pp.291-305.

[3] Bertsimas D., Grigni M., Worstcase Examples for the Spacefilling Curve Heuristic
for the Euclidean Traveling Salesman Problem Vol.8(1989) s.241-244.

[4] Dugundji J., Topology, Allyn and Bacon, Boston, MA 1970.

[5] Gilbert W.J., A Cube-filling Hilbert Curve , The Mathematical Intelligencer Volse
(1984), pp 78.

[6] Gilbert E.N. , Gray codes and Paths on the n-cube. Bell System Tech. J. Vol.37
(1957) pp. 815-826.

[71 Karp R.M., Steele J.M., Probabilistic analysis of heuristics, in The Traveling Sale-
smen Problem. A Guided Tour of Combinatorial Optimization, ed. by E.L. Lawlwr
J.K. Lenstra, A.G.H. Rinnooy Kan, D.B. Shmoys, 1985 John Wiley and Sons Ltd.,
Chichister, New York, Brisbane, Toronto, Singapore.



250 E.Skubalska-Rafajlowicz

[s] Milne S.C., Peano Curves and Smoothness of Functions, Advances in Mathematics
Vol.35 (1980), pp.129-157.

[9] Platzman L.K., Bartholdi J.J., Spacefilling Curves and the Planar Traveling Sale-
sman Problem, Journal of ACM , Vol.36 (1989) pp. 719-737.

[10] Steele J.M., Snyder T.L., Worst-Case Growth Rates of Some Classical Problems of
Combinatorial Optimization, SIAM J. Computing Vol.18 (1989) nr 2 5.278-287.

[11] Steele J.M.,Efficacy of Spacefilling Heuristics in Euclidean Combinatorial Optimiza-
tion, Operations Res. Letters Vol.s (1989) s.237-239.

[12] Steele J.M., Probabilistic and Worst Case Analysis of Classical Problems of Com-
binatorial Optimization in Euclidean Space, Mathematics of Operations Research,
Vol. 15 (1990), nr 4 s.749-770.

[13] Skubalska-Rafajlowicz E.(Krzywa typu Sierpifiskiego wypetniajagca d-wyrniarowg
kostke, Prace ICT 1993.

Recenzent: Prof.dr inz. Henryk Kowalowski
Wptyneto do Redakcji do 30.04.1994 r.

Abstract’

The aim of the paper is to formulate a heuristic algorithm for Travelling Salesman
Problem solution in multidimensional Euclidean space . The algorithm uses properties of
a spacefilling curve, which fills d-dimensional cube. The curve is d-dimensional generali-
zation of two-dimensional Sierpifski spacefilling curve. The construction of the curve is
based on the existence of a continuous mapping Fd from the unit interval I\ = [o, 1] onto
the d-dimensional cube Id = [0,1] x [0,1] x *+mx [0,1] . The transformation is Lebesgue
measure preserving and is Lipschitzian of order j. This means that it fills homogeneously
the space and it preserves nearness. Points which are close together in the unit interval
are mapped onto points close together in the cube. Bartholdi and Platzman have shown
how one can build heuristics for ETSP in the plane based on the Sierpiniski spacefilling
curve. The idea of the spacefilling heuristic for ETSP consists in ordering points as they
appear along a spacefilling curve . Some numerical experiments are reported.



