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SZYBKI ALGORYTM SELEKCJI ZADAN

Streszczenie:W pracy pokazemy algorytm rozwiazywania problemu wyboru pod-
zbioru zadan przeznaczonych do realizacji na jednej maszynie. Kryterium wyboru
jest zysk zwigzany z realizacja poszczeg6lnych zadan. Zysk ten pomniejszany jest
o kary zwiazane z czasem oczekiwania zadania na wykonanie. Sformutowano model
problemu w postaci specyficznego zadania programowania dynamicznego. W pracy
pokazemy, ze istnieje doktadny wielomianowy algorytm rozwigzania o ztozonos'ci
0(n2).

FAST ALGORITHM FOR TASKS SELECTION

Summary: We show in the paper an algorithm for solving a problem of the choice
of a subset of tasks waiting to be performed on a single machine. The objective is to
maximize the total profit which consists of prizes we get for every completed task.
The profit is decreased by penalties payed for waiting times of the chosen tasks.
The model of the problem is stated as a specific dynamic programming problem. We
present exact polynomial-time algorithm which solves the problem in 0(n?2).

SCHNELLER ALGORITHMUS FUR WERKAUSWAHLPROBLEM

Zusammenfassung: In der Arbeit wird ein Algorithmus fiir Werkauswahlprob-

lem auf einer Machine formuliert, bei denen nicht alle Werkstiicke realisiert sollen.
Die Auswahlkriterium ist Realisierungsprofit, der fir jede ausgewadhltes Werk er-
reicht wird und Reihenfolgerealisierungskosten die proportional mit Wartezeit fir
jedes Werk betragen werden. Maximisierung von Nettoprofit ist die Zielkriterium
fur aufstehende Optimierungsausgabe. Mathematisches Modell fiir dieses Problem
mit der Anwendung der dynamischen Programmierung wird gegeben. Ein exakter,

polynomialer Algorithmus mit Komplexitdt 0(n2) wird presentiert.
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1. Wstep

W pracy rozwazany jest nastepujgcy problem: n zadan oczekuje w kolejce do realizacji
na pojedynczej maszynie. Nie wszystkie zadania muszg zosta¢ zrealizowane. Zadanie j-te
wymaga do zrealizowania uzycia maszyny w czasie pj. Za kazde wykonane zadanie otrzy-
mamy zysk w ustalonej wielkos'ci zj. Zysk ten zostanie pomniejszony o kare zwigzang
z czasem pobytu zadania w systemie. Zatem najwiecej zyskujemy na realizacji zadan
o krétkich czasach wykonania. Nie optaca sie¢ natomiast wykonywanie zadan o dtugim
czasie realizacji, szczeg6lnie w sytuacji, gdy mamy do wykonania inne zadania o lep-
szym stosunku zysku Zj do czasu ich wykonania pj. Chcemy zmaksymalizowaé zysk
netto, ktéry skitada sie z optat (otrzymanych za wykonanie zadan) pomniejszonych o
kary ptacone proporcjonalnie do terminéw zakonczenia realizacji poszczegélnych zadan.
Naszym celem jest dokonanie wyboru podzbioru zadan przeznaczonych do wykonania
oraz ustalenie kolejnos'ci ich realizacji. Po dokonaniu wyboru suma optat otrzymanych
za wykonanie zadan zostaje ustalona i warto$¢ kryterium zalezy jedynie od kolejnosci
obstugiwania zadan.

Ze wzgledu na prostote sformutowania postawiony wyzej problem moze znalez¢ za -
stosowanie jako zagadnienie czeSciowe wchodzace w sktad bardziej ztozonych zadan szere-
gowania zarowno w przypadku konstrukcji algorytéw doktadnych,jak i prostych oblicze-
niowo heurez.

Problem kolejnosciowy z ustalonym z géry zbiorem zadan, ktére majg byé wykony-
wane na jednej maszynie, tak by minimalizowa¢ sumaryczny wazony czas pobytu zadan
w systemie (czas zakonczenia realizacji poszczegdlnych zadan), zostat rozwigzany w roku
1956 przez Smitha [5]. Jak wiadomo, optymalne uszeregowanie otrzymujemy w tym
przypadku poprzez uporzadkowanie zadan zgodnie z nierosngcymi wartosciami "t

W przypadku gdy wszystkie wagi Wj sg takie same ( powiedzmy réwne 1), zadania
nalezy wykonywac¢ zgodnie z niemalejacym porzadkiem czaséw realizacji pj. W konsek-
wencji- istotnym problemem jest problem wyboru podzbioru zadanh, ktére majg zostac
zrealizowane, a nie problem ich uszeregowania.

Omawiany problem wyboru jest szczegélnym przypadkiem szerszej klasy zadan ze-
branych i sformutowanych w pracy [3], przypadkiem,dla ktérego udato sie uzyskac efekty-
wne algorytmy rozwigzania. Przedstawiony problem wyboru zadan ma pewne formalne
zwiazki z modelami szeregowania zadan ze zmiennymi czasami realizacji [1], [6]. Mozna
pokaza¢, ze pewng (do$¢ waska zresztg) klase probleméw tego typu mozna rozwigzywac
w bardziej efektywny sposéb ( to znaczy za pomocg algorytmu o ztozonosci 0(n2),a nie
jako ogélne zagadnienia przydziatu).

W pracy sformutujemy algorytm ( 0(n2)) rozwigzania problemu wyboru zadan przy
wagach jednostkowych (wj = 1) oparty na rozwigzaniu pewnego szczeg6lnego zagadnienia
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programowania dynamicznego. Pokazemy rowniez, ze w przypadku gdy zyski zj sa pro-
porcjonalne do czaséw wykonywania zadan, to znaczy:

Zp=v-pj; j=1....n,

algorytm rozwigzania problemu daje sie znacznie uprosci¢ i ma ztozonos$¢ O(nlogn), przy
czym wiekszo$¢ czasu dziatania algorytmu pochtania porzagdkowanie zadan, natomiast
sam problem wyboru wymaga wykonania co najwyzej 0(n) operacji.

Prostota proponowanego tu algorytmu jest na tyle duza, ze mégtby on znalez¢ za -
stosowanie do rozdziatu zadan miedzy procesory w sieciach o rozproszonej i niejednorodnej
mocy obliczeniowej. Serwer sieci lokalnej dokonywathy selekcji zadan, ktorych realiza-
cji sie sam podejmie, kierujgc sie umownymi zyskami i czasami realizacji zaleznymi od
jego mocy obliczeniowej. Pozostate zadania odsytane bylyby do realizacji przez wezet o
wiekszej mocy obliczeniowej. Doktadniejszy opis algorytmu przystosowany do przedsta -

tiionej wyzej sytuacji zamieszczony zostanie w innej pracy.

2. Sformutowanie problemu

Niech J = {1,2,...,«} oznacza zbidr zadan do wykonania. Okreslone sg czasy realizacji
zadan pj > 0, j € J oraz zyski zwigzane z wykonaniem kazdego zadania Zj > 0, j 6 Jm
Zadania mogag by¢ wykonywane w dowolnej kolejnosci, przy czym w kazdym momen-
cie czasowym wykonywane moze by¢ tylko jedno zadanie. Niech S C J oznacza zhior
zadan, ktore zostang zrealizowane. Wyznaczenie zbioru S jest podstawowym problemem
decyzyjnym, ktéry nalezy rozwigza¢. W celu uproszczenia zapisu przyjmiemy, ze zadania
zostaly ponumerowane zgodnie z niemalejgcymi czasami wykonania, to znaczy pj > Pj+i-
Gdyby wszystkie zadania miaty zosta¢ zrealizowane, to zgodnie z regutg Smitha zadanie
0 numerze u powinno by¢ realizowane jako pierwsze, a zadanie o numerze jeden jako

ostatnie (pierwsze od konca).
Niech X,j 1<i,j < n bedzie 0-1 zmienng decyzyjng o nastepujacej interpretacji:

1, gdyj —te zadanie wybrano do wykonania jako i —te
(liczac pozycje od konca), (j € S),

0, w przeciwnym przypadku.

Model matematyczny problemu mozemy wtedy sformutowac¢ w nastepujacy sposob:

D
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przy ograniczeniach".

n

@ | IE e (2)
cz.j <1, i- 3
i=i

Xij = 1==>xmi=0, m>il<jij= )
X{j 6 {0,1}, (5)

Ograniczenie (4) oznacza, ze jesli zadanie j-te jest wykonywane jako i-te (od konca), to
zadne z zadan o dtuzszym czasie wykonywania (/ < j) nie moze go poprzedzaé, czyli nie

moze zosta¢ ustalone na pozycji ¢4-1, i+ 2,.... Zadanie optymalizacji (I)-(5) mozna
rozbi¢ na nzadan czastkowych, w ktoérych liczba wybranychzadan jestzgdryustalone
W kazdym z tych zadan zaktadamy, ze zrealizowano doktadnie k zadan (k =1,2,..., n).

Optymalna warto$¢ funkcji celu jest wtedy réwna:
Y = maxkYk (6)

gdzie Yk jest wartoscig funkcji celu dla problemu (I)-(5) z dodatkowym ograniczeniem:
£1> « = * (7
m=1j=1

Prowadzi to do nastepujgcego schematu obliczeniowego bazujacego na idei programowa-
nia dynamicznego.
Algorytm

Yij = max{Yij-uYi-u-i +zj-i mpj], 0<i‘<j<n,

Y,0=0, Yij=0, n>i>j> 1
Yk=n,,. k=1,2,...,n.

y - max Yk

1<k<n

Yij oznacza zysk (netto) zwiazany z umieszczeniem j-tego zadania na pierwszej pozycji

(liczac od konca). Yij i = 2,3,...,n oznacza maksymalny zysk (netto),jaki mozna
uzyska¢ umieszczajac na i-tej pozycji (liczac od konca) zadanie o numerze rownym i, i+
1 Zadania o numerach mniejszych niz i pomijamy, gdyz musza one zajmowac

wczesniejsze (liczac od konca) pozycje.
Rozwigzanie zadania jest rownowazne ze znalezieniem najdtuzszej drogi w sieci, ktorej
strukture przedstawiono schematycznie na rysunku 1. Wymaga to wykonania 0(n2)

operacji arytmetycznych.
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21- 3p3

Rys.1.Struktura obliczeniowa problemu selekcji zadan
Fig. 1.Computational structure of tasks selection problem

3. Zadanie z zyskami proporcjonalnymi do czaséw realizacji

W przypadku gdy dla kazdegoj £ J

zj =v-pj, v>0,

zn - npn
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gdzie v jest pewng, znang, stalg, problem selekcji zadan znacznie sie upraszcza. Przy takim
zatozeniu jesteSmy w stanie poda¢ algorym wielomianowy rozwigzania o ztozonosci 0(n)
(lub 0(nlogn) wiaczajac w to sortowanie zadan zgodnie z dtugoscig czaséw ich wykony-
wania).

Algorytm prostego wyboru

Krok 1. Jezeli v, ktore pojawia sie w (8),jest wieksze niz liczba zadan n, wtedy opty-
malnym rozwigzaniem jest zrealizowanie wszystkich zadan zgodnie z ich uporzad-

kowaniem. W przeciwnym przypadku, gdy v < n, przejdz do kroku 2.

Krok 2. Okresl liczbe r w nastepujacy sposdb:
r=n+ 1—/[u]

gdzie [w] jest najmniejszg liczbg catkowitg wieksza (réwng)u. Rozwigzaniem opty-
malnym jest usuniecie ostatnich r (zgodnie z przyjetag numeracja) zadan jako nie
przynoszacych zyskow i wykonanie n —r zadan o dtuzszych czasach realizacji.

Poprawnos$¢ algorytmu wynika z analizy poprzedniego modelu. Je$li przyjmiemy, ze
zj = vPj oraz pj > Pj+i, to dla kazdego j > i otrzymamy:

YV > Kj+i

co pociagga za sobg Yk = V**, k = 1,2,...,n. Optymalnym rozwigzaniem jest warto$¢
Y = Ym, takie ze:
zm- rnpm = (v- m)pm >0,
\

ZmH - ("i+ DPm+l =(v-m - Dpm+l <0

Inny dowod poprawnosci algorytmu przedstawiono w pracy [4],

4. Podsumowanie

Prostota proponowanego tu algorytmu daje szanse na stworzenie szybkiej metody selekcji
nawet duzej liczby zadan, szczegoélnie jesli zgodzimy sie na zastosowanie przyblizonego
losowego algorytmu sortowania [2].

Uogolnienie proponowanego modelu selekcji zadan do przypadku z kosztami uwzgled-
niajgcymi wazone czasy oczekiwania zadan (ue » 1) wydaje sie fatwe i powinno prowadzi¢

do doktadnego algorytmu o ztozonosci 0(rt3).
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W tym miejscu warto zwréci¢ uwage na og6lniejszy aspekt sformutowanego w pracy zada-
nia, a mianowicie na negocjacyjny charakter problemu. W odréznieniu od klasycznych
zadan szeregOKania, dopuszcza sie tutaj rezygnacje z realizacji czesSci zadan, wtedy gdy
nie jest ona optacalna. Zauwazmy, ze rezygnacja ta nie musi by¢ ostateczna, lecz oz-
nacza¢ moze odtozenie zadan do nastepnego etapu rozliczeniowego oraz moze sie wigzac
ze zmianami warunkow ich realizacji (zmiana zysku badz realizatora). Takie spojrzenie na
rozwazane w pracy zadanie pozwala je widzie¢ jako element wielostopniowego problemu

programowania produkciji.
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Abstract
In the paper the following situation is considered: n tasks wait to be processed on
a single machine. Not all tasks must be perfomed. Task i-th (i = requires a

positive processing time p;. We get a prize z, for every performed task and a penalty is
paid for waiting time of the tasks. We want to maximize the net profit, which consists
of the sum of prizes collected by processing tasks minus the sum of penalties payed pro-
portionally to waiting times of the tasks. Our aim is to choose a subset of tasks to be
performed and find a sequence of these tasks which maximize the net profit. The model
of the problem is stated as a specific dynamic programming problem. We present exact
polynomial-time algorithm which solves the problem in 0(n2). We show also that there
exists the polynomial time (O(nlogn)) algorithm which solves exactly the above problem
under the assumption that the collected profits are proportional to the processing times

of the performed tasks.



