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ALGORYTM PRZYBLIZONY DLA WIELOPOZIOMOWEGO UOGOLNIONEGO
ZAGADNIENIA PRZYDZIALU

Streszczenie: W pracy przedstawiono model matematyczny wielopoziomowego
zagadnienia przydziatu. W ogdélnosci, problem ten polega na przydziale n zadan do m
rodzajow zasobow oraz maksymalnie / pozioméw efektywnosci. Zaprezentowano
algorytm przyblizony opracowany na bazie algorytmu genetycznego. Wyniki badan
eksperymentalnych wskazuja, ze zaproponowany algorytm wyznacza zupetnie dobre
rozwigzania dla zagadnien o rozmiarze spotykanym w praktyce.

APPROXIMATE ALGORITHM FOR MULTILEVEL GENERALIZED
ASSIGNMENT PROBLEM

Summary: This paper considers a mathematical model of the multilevel generalized
assignment problem. In general, this problem consists in assigning n tasks to m agents
with a maximum of / efficiency levels. An aproximate algorithm developed on the base
of genetic algorithm is presented. Empirical experimentations indicate that the proposed
algorithm produces quite good solutions for practical-size problems.

AnnPOKCHMALJHOHHDbIii AJITOPHTM /yifl MHOrOYPOBHEBOft
OEOEIUEHHOIi nPOEJIEMbI HABHAHEHHH

Pe3tOMe: B poSoTe CTaBJlierra MO”eji MHoroypoBHeBoil h 0606 meHHoM npodne-
Mbi Ha3HaHeHHS5. B oStunx nepTax, npoéneMa Ha3Ha>teHHa saKJitouaeTca b Ha3Ha-
neHiin N 3aaau k M copTaM pecypcoB h MaKCHMJibno | ypoBneii 3tj)(jjeKk THBHO CTH.
npe&naraeTCfl annpoKCHMaitHOHHDbiii anropHTM pa3pa6oTaHHDbiii tra ocHOBe rette-
THwecKoro aaropHTMa. Pe3yjibTaTbi 3KcnepHMeHTajibHbix HcriHTaHHH noKa3biBaior
hto npeanoxceHHbifi ajiropHTM onpeflejweT floSpoKauecTBertHbie peuiHiin win
npoSneM npaKTHMecKoro pa3Mepa.
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1. Wprowadzenie

Rozwazajgc zagadnienie modelowania przydzialu zadan w duzych firmach
produkcyjnych, po raz pierwszy w roku 1979 Glover, Hultz i Klingman [2] opisali
wielopoziomowe zagadnienie przydzialtu MGAP (ang. multilevel generalized assignment
problem). Zagadnienie MGAP ro6zni sie od standardowego uogdlnionego zagadnienia
przydziatu GAP (ang. generalized assignment problem; por. praca przeglagdowa [7])
mozliwos$cia wykonania zadan na wielu poziomach wydajnosci. Wystepowanie w modelu
duzej liczby 0-1 zmiennych decyzyjnych uniemozliwia, dla zagadnien wystepujacych w
praktyce, znalezienie rozwigzania optymalnego za pomocg komercyjnych pakietdw
optymalizacji. W pracy [6] zaproponowano skuteczny algorytm przyblizony rozwiazania
zagadnienia MGAP bazujacy na metodzie przeszukiwania otoczenia, zwanej "tabu search".
Pracujac nad efektywnym algorytmem przyblizonym rozwigzywania zagadnienia MGP na
komputerach klasy PC prébowalismy, na poczatku bez powodzenia, oprzeé sie wtasnie na tym
algorytmie. Dopiero eksperymenty zwigzane z rdznymi modyfikacjami algorytmu

genetycznego daty zachecajgce wyniki.

2. Model matematyczny zagadnienia MGAP

W ogdlnym przypadku, model MGAP opisuje zagadnienie przydziatu n zadan do m
rodzajow zasob6ow (Srodkdw, ang. agents) przy istnieniu, w maksymalnym przypadku, /
pozioméw wydajnosci. Zaktada sie, ze kazde zadanie j jest przydzielone doktadnie do
jednego rodzaju zasobu i (krétko: zasobu i) oraz jednego poziomu wydajnosci k. Do
kazdego zasobu i moze by¢ przydzielone wiecej niz jedno zadanie, ale suma zapotrzebowania
tych zadan na zas6b nie moze przekroczy¢ wielkosci b;  dostepnych ilosci zasobu i
Wielkos$¢ zasobu potrzebna w przypadku przydziatu zadania j do zasobu i przy poziomie k
oznaczona jest przez ajjk, ajj* > 0, natomiast odpowiedni koszt przydziatu jest rowny cjjk,
cjjk > 0. Zwykle w zagadnieniach praktycznych, dla kazdego przydziatu j-i, zachodzi
nastepujacy zwiazek pomiedzy kosztem i potrzebnym zasobem: jezeli ay”1< ajjk" to cjj >
cijk"-

Ponadto zaktada sie, ze ajjj- = d w przypadku, gdy przydziat zadania j do zasobu i
oraz poziomu k jest niedopuszczalny, gdzie d, d > max; bj, jest dostatecznie duzg liczba.
Po wprowadzeniu binarnych zmiennych decyzyjnych x=[x ijk]m*rj*I» gdzie xjj"jest
rowne 1 w przypadku przydziatlu zadania j do zasobu i przy poziomie k, powyzsze
kombinatoryczne zagadnienie optymalizacji mozna sformalizowa¢ w nastepujacy sposob.
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Nalezy zminimalizlowaé globalny koszt przydziatu:
m n
ZW = 0]
przy nalstepujqcych ograniczeniach:
m

@

Zz**** /\/\i’ (3)

I1=1Jt=1
i=1l,j=1,k=1, %)

W powyzszym modelu ograniczenia (2) zapewniajg przydziat kazdego zadania do
doktadnie jednego wykonawcy i poziomu, natomiast ograniczenia (3) uwzgledniajg
dostepne wielkosci zasobdw.

W zastosowaniu opisanym w [2] celem postawionego zagadnieniajest minimalizacja
tacznych kosztow produkcji i magazynowania na drodze okre$lenia optymalnego rozmiaru
partii wyrobow i optymalnego przydziatu partii wyrobéw do maszyn. W systemie
wytwarzania istnieje maksymalnie / mozliwych rozmiaréw partii wyrobow oraz maszyny
pracujgce roéwnolegle o rdznej wydajnosci i koszcie operacyjnym. Niektére z maszyn sa
maszynami 0g6lnego zastosowania zdolnymi do wytwarzania wielu gatunkéw wyrobow,
podczas gdy inne moga by¢ bardziej wyspecjalizowane. W tym przykfadzie cyk
reprezentuje  tgczne koszty uruchomienia produkcji, produkcji i magazynowania (na
jednostke czasu), w przypadku gdy wyréb j, realizowany w partii 0 rozmiarze Kk, jest
przydzielony do maszyny i. Zwykle dla pary wyréb-maszyna realizacja partii matego
rozmiaru jest zwigzana z duzymi kosztami tgcznymi i odwrotnie. Po wprowadzeniu funkcji

kary za przekroczenie ograniczen zasobowych (3) o postaci:
m

V(x)=Z 1 min {0Sj} (%)

gdzie: Sj :bJ _AZZA**'I*

A A
przyjmujemy, do dalszych rozwazan, nastepujacag funkcje oceny rozwigzan:
f(x) =z(x) + aV(x), (6)

gdzie cc(a > 0)jest wspotczynnikiem funkcji kary.

Algorytmy genetyczne wymagaja reprezentacji rozwiazania w postaci ciggu. Przyjeto,
ze rozwigzanie zagadnienia MGAP jest sformalizowane w postaci nastepujgcego ciagu
dwojek:

n = (11(1), n(2),...,n(),....n(n)), gdzie n(j)=(i,k) okresla przydziat zadania j do
wykonawcy i napoziomie k, tj. n(j) = (i,k) jest rotwnowazne xjjk = 1.
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3. Algorytm genetyczny

Zaproponowany w 1975 roku przez Hollanda [4] algorytm maszynowego uczenia
sie rozwigzywania zagadnien, Kktorych rozwigzanie jest sformalizowane w postaci ciggu
binarnego, jest nazywany algorytmem genetycznym GA (ang. genetic algorithm). W
nastepnych latach algorytm GA zaimplementowano do rozwigzania imponujacej liczby
réznorodnych zagadnien (por. monografie [3], [8]). Powszechnie, oprécz stosowania
ciagow binarnych, zaczeto takze formalizowa¢ rozwigzania za pomocg skonczonych ciagéw
okreslonych na wieloelementowym alfabecie.

Ogdlnie, algorytm genetyczny jest iteracyjng procedurg poprawiania rozwigzan
zawierajaca zbior POPULACJA najlepszych znanych rozwiagzan zagadnienia oraz zbior
pseudogenetycznych operatoréw nazywanych krotko operatorami genetycznymi. Na
poczatku pracy algorytmu rozwigzania zbioru POPULACJA sg wyznaczane na drodze
losowania lub za pomoca specjalnej procedury heurystycznej. Przyjeto, ze zbidr
POPULACJA ma staty rozmiar, tj. liczba M rozwigzan znajdujacych sie w zbiorze
POPULACJA nie zmienia sie podczas procesu optymalizacji. Eksploatowany przez nas,
juz we wczesniejszych pracach [1], [6], [9], proces optymalizacji pod nazwg algorytmu
genetycznego GA, mozna og0lnie opisa¢ za pomocg nastepujacych krokow.

Algorytm GA
Krok 1. Wyznaczenie populacji poczatkowej.

Wygeneruj, w sposob losowy, |iM rozwigzan. W zbiorze POPULACJA umies¢ M
najlepszych, bioragc pod uwage funkcje oceny fjU), rozwigzan.
Krok 2. Wyboér operatora genetycznego.

Wylosuj numer operatora genetycznego (kazdy z szesciu operatorow losowany jest z

prawdopodobieAstwem  pr, r=1...6; przy czym Pi+P2 + —+P6 =1 oraz PI - P2-

Krok 3. Wybor rodzica/rodzicow.

Dla wybranego operatora wylosuj zgodnie z rozkladem réwnomiernym, ze zhioru
POPULACIJA, zaleznie od typu operatora, jedno lub dwa rozwigzania, ktére nazywamy
rodzicami.

Krok 4. Generowanie potomkow.

Za pomocg operatora genetycznego dokonaj modyfikacji rozwigzania-rodzica /rozwigzan-

rodzicow i wyznacz w ten sposob rozwigzanie-potomek / rozwigzania-potomki.
Krok 5. Poprawa rozwiazan zbioru POPULACJA.
Dla kazdego rozwiazania-potomka wykonaj: oblicz warto$¢ funkcji oceny f(ripOt)

potomka Ilp0O{ i jezeli warto$¢ ta jest mniejsza od funkcji oceny najgorszego rozwigzania
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Amax populacji  (tj. fljlpot )<ftnndax }» gdzie f(nmax )=max{f(n): Il e POPULACJA}),
to umie$¢ potomka [1JpOt w zbiorze POPULACJA usuwajac zarazem z tego zbioru
najgorsze rozwigzanie |Ilmax.

Krok 6. STOP.

Jezeli wygenerowano zadang liczbe L potomkoéw, to STOP, wydrukuj najlepsze rozwigzanie
zbioru POPULACJA. W przeciwnym przypadku idz do kroku 2.

Wielkodci jo, M, L, pi,...,p6 sa parametrami algorytmu. Wspotczynnik pi (]i>l) nazywamy
wspoétczynnikiem wstepnej selekcji rozwigzan. Jezeli H>I,to, w kroku 1, po wyznaczeniu piM
rozwigzan nastepuje wstepna selekcja rozwigzan: M najlepszych jest umieszczanych w zbiorze
POPULACJA, natomiast (p-1)M gorszych zostanie odrzuconych.

Oznaczmy dalej przez D(j) zbiér mozliwych przydziatow zadania j do wykonawcy i
przy poziomie wydajnosci k, DQ= {(i,k): aj}c< d}. Wyznaczenie rozwigzan poczgtkowych w
kroku 1 algorytmu polega na zastosowaniu procedury RANDOM_UNIFORM losowania, 0
réwnomiernym rozktadzie, ktéra dla kazdego zadania j wyznacza mozliwy przydziat: n(j)=
(i,k)= RANDOM_UNIFORM(D(j)).

Oczywiscie, zwykle tak wyznaczone rozwigzania poczatkowe naruszajg ograniczenia (3), tj.
zwykle funkcja kary V takich rozwiazan jest dodatnia.

ZauwazyliSmy podczas badan eksperymentalnych, ze korzystne, dla efektywnosci
procesu szukania, jest zwiekszenie liczby operatorow genetycznych. Wydaje sie, ze
réznorodno$¢ procedur poprawiania rozwigzan, jakimi sg operatory genetyczne, zapewnia
wyznaczanie rozwiazan z réznych obszaréw i tym samym przeszukiwanie tych obszardw.
Standardowe operatory genetyczne uzupetniliSmy prostymi procedurami ograniczonego
przegladu wariantow rozwiazan (por.[5,9]) oraz zastosowaliSmy, jako operator genetyczny,
najprostszy algorytm optymalizacji lokalnej. Proponowany algorytm jest wyposazony w
nastepujace operatory genetyczne.

1. Operator optymalizacji lokalnej.

Operator 1 wyznacza jednego potomka FI1 na podstawie jednego rodzica n za pomocg
instrukcji:

(a) Okre$l otoczenie S(ri) = {IT:IT= (0 (D, n(2),..,n'G),...,n(n)), N'G) e DQ, rTQ *
no)}

(b) Sprébuj znalez¢ rozwiazanie IT e S(n),takie. ze f(IT)<f(n).

(c) Jezeli znaleziono IT (pierwsze poprawiajacego podstaw n:=TT i przejdz do instrukcji (a),
w przeciwnym przypadku przejdz do instrukcji (d).

(d) Podstaw 11J—n.

2. Operator inwersji z przeszukiwaniem.

Operator 2 wyznacza jednego potomka n 1 na podstawie jednego rodzica Il za pomoca

instrukcji:
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(a) Wybierz liczbe naturalng i, 1 2 i~ n, oraz najlepszg liczbe j,

j= arg mJLn {nn(i),n(2) n(i-i),n(),n(i+i) nG-i),ri(i),nG+i),...,ri(n)}.

(b) Przestaw element IT(i) rodzica z elementem IT(j) wyznaczajac w ten spos6b potomka:

n 1=(n(i),n(2),....(i-i),n(j)=..,no'-i),n(i) n(n)).

(3) Jednopunktowy operator krzyzowania z przeszukiwaniem.

Operator 3 wyznacza dwa potomKi:

n 1=(n,(i)n ,(2),,..)n, 0= ,(j+i)>=..n"(n)),

n2=(n"(i)="(2),....a ()= ,0+i),...n,(n))

na podstawie dwoch rodzicow:

n=(n,i),n,(2)=..,n,(j),n0+i),...,n,(n)),

n,=(n"(i),n,(2),...,.n"G)="G+i),...,n,(n)),

gdzie punkt krzyzowania j jest okreslony na drodze przeszukiwania:

j=arg mlerl { min{ f(n,(1),...,n, (K=" (k+1),...n"(n)),fi:n"(l),...,n"(K))n (k+D)>=..n,(n)) } }.
4. Operator mutacji z przeszukiwaniem.

Operator 4 wyznacza jednego potomka nl=(n(l),...,n'G),...,n(N)) na podstawie jednego
rodzica n=(n(l),...,n(j) 11(n)):

(a) Wybierz liczbe naturalng j, 1¢.j i n.

(b) Okresl element ITO na drodze przeszukiwania:

(n@),...,rr(j),...,n(N)) = arg min {f«n(i),...,irG),...,n(n))): n NB)eDG), n"G) *nG)}

5. Jednopunktowy operator krzyzowania z poprawg poziomu efektywnosci w punkcie
krzyzowania.

Operator 5 wyznacza dwa potomki:

n 1=(n,(i),n (2)=>..,n'G-i))n 1G),n"G+i))...)n n(n)),

n2=(n,(i),n"(2),..)n ,G-i),n2Gx G+i),...,n,(n))>

na podstawie dwoch rodzicow:

ir =(n'(i),n'(2),...n G-i))n G),nG+i)>.=x'(n)),
n"=(n"(i),nH2))....n"G-i),n"G),n"G+i),..,n,(n)),

gdzie punkt krzyzowania jest okre$lony na drodze losowania, n©)=G"'k"), n 2G)=G" k2),
n,G)=G'k), n"G)=G"k") oraz wartosci k1, k2 sa poziomami, ktdre minimalizuja,
odpowiednio, funkcje f(TI?), f(n2).

6. Dwupunktowy operator krzyzowania z przeszukiwaniem.

Operator 6 wyznacza dwa potomki 111, 112 na podstawie dwéch rodzicow:

IT = (ir(l),...,n"(n)), n** = (n"(1),...,n"(n)) za pomoca instrukcji:

(a) Wybierz liczbe naturalng Geden punkt krzyzowania) i, 12 i~ n. Jezeli i< n/2,to przejdz
do instrukcji (b), w przeciwnym przypadku przejdz do instrukcji (c).

(b) Drugi punkt krzyzowania ustal nastepujaco:
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j=arg min  {min {FATAQ),...,ITG),n" G +),....n,K),ir(Ick),...,

i+lIsksn-I
n'(n)),f(n,(i)=.,n"()= (i+i),...,n,(K)N"(k+i),...)n"(n)) } }.
Potomki majg postac:
ni =(n,xi),...,n,>I),n"(i+)=..,n"Q=x (j+i)>..,n,(n)),
n2=(ni),...,n"()x» (i+i)>.,n,j),n"(+i]....n"(n)).
(c) Instrukcja podobna do (b) z tym, ze drugi punkt krzyzowania jest poszukiwany w
przedziale 1<j <i-1.
Uwaga: wystepujaca w opisach operatoréw genetycznych czynno$¢ "wybierz" jest

realizowana za pomocg mechanizmu losowania z rozktadem réwnomiernym.

4. Komputerowy system optymalizacji

Opisany powyzej algorytm genetyczny, dla zagadnienia MGAP, zostat zakodowany w
jezyku PASCAL 6.0 na komputery zgodne z IBM PC pracujgce pod systemem operacyjnym
MS DOS. Po wykonaniu duzej liczby eksperymentow obliczeniowych zauwazono celowo$é
zmian wagi a funkcji kary V(n) dla rozwigzan nNn. Ostatecznie w zrealizowanej wersji
systemu komputerowego GA1_MGAP przyjeto nastepujaca zasade ustalania, w zaleznosci od
przebiegu procesu optymalizacji, wartosci a. Na poczatku procesu optymalizacji, kiedy w
wylosowanych rozwigzaniach naruszenie ograniczen (3) jest znaczne, warto$¢ cc=ai. Zmiana
warto$ci a z aj na a.2 nastepuje po wyznaczeniu pierwszego, trafiajgcego do zbioru
POPULACJA, potomka nie naruszajgcego ograniczen (3). W dalszym ciggu procesu
optymalizacji a przyjmuje warto$é ot2, jezeli V(nmjn)>0 i a3 jezeli V(nmin)=0,
gdzie ai>Q@2>03, n min = min {fjn): 11 e POPULACJA} jest najlepszym rozwigzaniem w
zbiorze POPULACIJA.

Tak wiec. po poczatkowym okresie optymalizacji, raczej z duzg wartosciag a = cq
potrzebng do szybkiego zmniejszenia wartosci  V(I1) generowanych potomkow, waga a
oscyluje miedzy dwiema wartosciami <2 oraz <{23. Podejscie to sprzyja generowaniu
potomkéw z obszaréw granicznych pomiedzy zbiorami rozwigzan niedopuszczalnych i
dopuszczalnych. ZauwazyliSmy decydujacy wptyw zestawu wag (aj, a2, a3) na efektywnosé
procesu optymalizacji. W obecnej chwili trudno wskaza¢ na inng metode doboru wartosci tych
wag dla konkretnego zagadnienia niz metoda prob.

Przyjeto takze, ze liczba iteracji algorytmu jest réwna liczbie wywotan operatoréw

genetycznych podczas procesu optymalizacji.
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5. Przyktad

Podamy teraz wyniki uzyskane za pomocg programu GA1_MGAP podczas
rozwigzywania zadania testowego zamieszczonego w pracy [6], gdzie n=30, m=7 i 1=3.
Najlepsze rozwigzanie obliczone dla tego testu w czasie 120,07 sekund CPU stacji DEC
5000/120 za pomocg algorytmu typu "tabu search" specjalnie zaprojektowanego dla
zagadnienia MGAP ma warto$¢ 691634. W tej samej pracy znajduje sie informacja o probie
znalezienia rozwigzania optymalnego tego zadania testowego za pomocg strategii "najpierw-
w gtab” na Cplex(MIP) w ciagu 50 godzin. W tym czasie komputer nie znalazt nawet jednego
rozwigzania dopuszczalnego.

Z pomocg systemu GA1l _MGAP, na komputerze IBM PC 486DX2, dla parametrow:
M=150, oq =2000, 92=500>a3=192, pi=0.05, P2,...,P6=0.19 po wykonaniu 80 tys. iteracji
uzyskano najlepsze rozwigzanie o wartosci 690624. Po 120 tys. iteracji ( 6800sek.) w zbiorze
POPULACJA znajdowato sie 96 roznych rozwigzan, o 15 wartosciach, od 690624 do 691632,
lepszych od znalezionego w [6]; najgorsze rozwigzanie w tym zbiorze miato warto$¢ 692767.
Cztery najlepsze rozwigzania o V(n)=0, z(11)=690624 majg postac:
nj=((52),(22),7,1),(1,1),(11).,1,2),(7,1),(4,1),(4,1),(4.1),

(5.1),(7,2),(3,2),(6,2),(7,1),(1,1),(4,2),(6,2),(2,2),(4,1),

(5.2),(6,2),(6,1).,(3,1),(1,2)(4,2).(7,2).(3,2),(2,2),(1.1) )
n2=((5,2),2,2),(1,1),(1,1),(1,1),(1,2),(7,1),(4,1),(4,1),(4,1),

(5.1),(7,2),(3,2),(6,2),(7,1),(7,1),(4,2),(6,2),(2,2) ,(4,1),

(5.2),(6,2),(6,1),(3,1),(1,2)(4,2),(7,2),(3,2),(2,2),(1,1) )
n3=((5,2),22),7,1),1,1),1,1),(1,2),(7,1),(4,1),(4,1),(1,1),

(5.1),(7,2).(3,2),(6,2),(7,1),(1,1),(4,2).(6,2),(2,2),(4,1),

(5.2),(6,2),(6,1),(3,1),(1,2)(4,2),(7,2),(3,2),(2,2),(4,1) )
n4=((5,2),2.2),1,1),(11),(1,1),(1,2),(7,1),(4,1),(4,1),(1,1),

(5.1),(7,2).(3,2),(6,2),(7,1),(7.1),(4,2),(6,2),(2,2),(4,1),

(5.2),(6,2),(6,1),(3,1),(1,2)(4,2),(7,2),(3,2),(2,2),(4,1) )
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Abstract

This paper considers a mathematical model of the multilevel generalized assignment
problem. In general, this problem consists in assigning n tasks to m agents with a maximum
of / efficiency levels. In the application presented by Glover, Huitz and Klingman, the
objective is to minimize the combined a cost of production and inventory holding by
determining optimal product lot sizing and optimal assignment of production to machines.
There are a maximum of | possible lot sizes, and the machines work in parallel at
different rates and operational costs. For a particular product-machine pair, a small lot size
results in a large combined cost and vice versa. An approximate algorithm, for this
problem, developed on the base of genetic algorithm is presented. The approximate algorithm
exploits six genetic operators where most of them realized, exept random selection

operation, simple search operation.



