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A L G O R Y T M Y  D L A  N IE K T Ó R Y C H  Z A G A D N IE Ń  

S Z E R E G O W A N IA  Z A D A Ń  Z P R Z E Z B R O J E N I A M I M A S Z Y N

Streszczenie: W  pracy przedstawia się dokładne i aproksymacyjne algorytmy 
rozwiązywania zagadnień grupowania i porcjowania zadań dla pewnego jednom a- 
szynowego m odelu szeregowania z przezbrojeniami maszyny. Algorytm y oparte są 
na procedurze heurystycznej będącej uogólnieniem reguły Jacksona. W yniki badań 
eksperym entalnych oraz analiza najgorszego przypadku potwierdzają ich przydat
ność jako praktycznych narzędzi rozwiązywania rozważanych problemów.

A L G O R IT H M S  F O R  S O M E  S C H E D U L IN G  P R O B L E M S  

W IT H  M A C H IN E  S E T U P S

Summary: T he paper presents exact and approximate algorithms for solving bat
ching and lotsizing problems for a single-m achine scheduling model w ith setups. The  
algorithms are based on a heuristic procedure which is a generalization of Jackson’s 
rule. Results of com putational experim ents and the worst-case analysis show that 
they are practical tools for solving the problems considered.

A L G O R IT H M E S  D E S  C E R T A IN S  P R O B L È M E S  

D E  M IS E  E N  R O U T E

Résumé: Dans cet article on présente les algorithmes précis et approximatifs 
résolvant des problèmes du groupement et portionnement des tâches pour certain 
m odèle d ’ordonnancement avec la m ise en route d’une machine. Algorithmes sont 
basés sur la procédure heuristique étant la généralisation de la régie de Jackson. 
Les résultats des expériences effectuées ainsi que l ’analyse d ’un cas le mains avanta
geux, confirment l’utilité des algorithmes proposés pour les solutions des problèmes 
pratiques.

1. W s tę p

W  pracy przedstawiamy niektóre wyniki badań nad algorytmami optym alizacji dla 

zagadnień harmonogramowania z przezbrojeniami m aszym . Standardowe m odele harmo- 

nogramowania rozszerzone o przezbrojenia m aszyn oraz elem enty pozwalające ująć łącznie
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aspekty kolejnościowe z aspektam i grupowania lub porcjowania zadań są ostatnio przed

m iotem  intensywnych badań; patrz prace przeglądowe: Monma i Potts [4], P otts i Van 

W assenhove [5]. Problem y z tej klasy m ożna rozbić na następujące grupy: 1) zagadnie

nia, w których każde zadanie wym aga przezbrojenia maszyny, 2) zagadnienia grupowania, 

w których każda rodzina zadań potrzebuje innego uzbrojenia maszyny; jeżeli w harmo

nogramie jakieś zadanie poprzedzane jest przez inne z tej samej rodziny, wówczas nie 

wym aga ono przezbrojenia maszyny, 3) zagadnienia porcjowania, gdzie zadania dzielone są 

na porcje, a przezbrojenie występuje pomiędzy każdymi dwoma porcjami dwóch różnych 

zadań. W  zagadnieniach grupowania wyróżnia się dodatkowo modele, w których obowiązu

je  "założenie technologii grupowej”, to znaczy rozbijanie rodzin na grupy zadań wykony

wanych oddzielnie jest zabronione, patrz np. [7]. W  pracy przedstawiamy przegląd algo

rytm ów rozwiązywania powyższych zagadnień dla dobrze znanego modelu szeregowania 

zadań na pojedynczej m aszynie przy zadanych czasach gotowości do realizacji i zada

nych czasach dostarczania zadań, w którym kryterium jest minim alny czas dostarczenia 

wszystkich zadań, patrz np. [2], [3], [6]. Kryterium to jest równoważne minimalizacji mak

symalnej nieterminowości przy zadanych pożądanych czasach wykonania zadań.

2. P r o b le m y  je d n o m a sz y n o w e

Dany jest zbiór zadań J  =  {1 ,2 , . . . , n } ,  które m ają być wykonane na pojedynczej 

m aszynie o przepustowości jeden. D la każdego zadania j  dany jest czas gotowości do re

alizacji (głowa zadania) r} >  0, czas wykonywania pj >  0 oraz czas dostarczania  ( ogon 

zadania) qj >  0; przyjmując, że Cj jest czasem zakończenia wykonywania zadania j  na 

m aszynie, Cj +  qj jest czasem  jego dostarczenia. Zbiór zadań J  podzielony jest na B  pod

zbiorów / i , . . . , Ib  zwanych rodzinami; przez F  — { 1 , 2 , . . . , B }  oznaczamy zbiór indeksów  

rodzin, jak również zbiór rodzin, a  przez n j, liczbę zadań rodziny /¡,. Z każdą rodziną /¡, 

związany jest czas przezbrojenia Sb >  0 uwzględniany w dopuszczalnym harmonogramie w 

następujący sposób: jeżeli zadanie j  6  wykonywane jest jako pierwsze lub bezpośrednio 

przed nim  wykonywane jest zadanie z innej rodziny, wówczas bezpośrednio przed roz

poczęciem  zadania j  m aszyna musi być wolna przez czas nie mniejszy niż s&. W ygodnie 

jest interpretować Sb jako czas wykonywania dodatkowego zadania. Zakładamy, że prze

zbrojenie m aszyny związane z zadaniem j  może być dokonane przed jego pojawieniem się, 

to znaczy przed m om entem rj.

W prowadźmy jeszcze następujące oznaczenia. Niech II będzie zbiorem wszystkich per- 

m utacji zbioru J .  Ciąg x  6  II określa kolejność wykonywania zadań; tt(i) jest ¿-tym 

zadaniem  ciągu 7T. D la tt €  II, najwcześniejszy m om ent dostarczenia wszystkich zadań 

dany jest wzorem
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h
C M  =  o<max<„[rx(ll) +  p„(il) +  £  (gr<i +  Plr{i)) +  ę ^ j ] ,  (1)

-  * -  2-  i=ii+l

gdzie:

- 7r(0) =  0 jest indeksem fikcyjnego zadania, dla którego r0 =  po =  qo =  0, należącego do 

fikcyjnej rodziny Io z zerowym czasem przezbrojenia, so =  0,
- gTt, zdefiniowane jest dla 7r 6  II i 1 <  i <  n następująco: =  0, jeżeli ir(i — 1) i ~(i)  

należą do tej samej rodziny; g„,i =  sj, jeżeli tt(z — 1 ) 6  Ia, zr(z) 6  R  oraz a =£ b,

- przyjmujemy, że =  0, jeżeli k >  l.

Przy założeniu że wszystkie zadania każdej rodziny muszą być wykonywane jedno po 

drugim (rodziny zadań są niepodzielne), uszeregowanie dopuszczalne jest połączeniem  

permutacji Vb zbiorów Ą , 6 6  F ,  w kolejności określonej przez <j>, permutację zbioru F. 

Oznaczając przez Ili, oraz $  zbiory wszystkich, odpowiednio, tti, oraz <j>, zbiór dopuszczal

nych uszeregowań dla tego przypadku możemy zapisać następująco:

II' =  {tt =  (*> ( ! ) , . . . ,  jt^bj) : 5r<s(,) €  dla 1 <  i <  B ,  <j> 6  $ } .

Podobnie jak poprzednio, ^ (¿ ) , 1 <  i <  n j ,je s t  ¿-tym zadaniem w 7Tj, zaś <j>(i), 1 <  i <  B ,  

¿-tą rodziną w j>. Oczywiście, II' C II. Grupę  nazywać będziemy podzbiór zadań tej sa

mej rodziny, które m uszą być wykonywane jedno po drugim; wykonywanie grupy zadań 

wym aga co najwyżej jednego przezbrojenia maszyny. W dalszym ciągu rozpatrujemy 

następujące problemy:

Szeregowanie Rodzin (SR): Znajdź 7r* €  II', dla którego C  przyjmuje minimalną wartość 

na zbiorze II'.

Grupowanie Zadań (GZ): Znajdź 7r* 6 II, dla którego C  przyjmuje minimalną wartość na 

zbiorze II.

Ponieważ każde ir 6  II wyznacza autom atycznie pewien podział rodzin na grupy, GZ 

jest zagadnieniem, w którym optym alizacja kolejności zadań połączona jest w naturalny 

sposób z szukaniem optym alnego, ze względu na to samo kryterium, podziału rodzin na 

grupy. W problemach SR  i GZ obowiązuje założenie o niepodzielności zadań. Zakładając, 

że zadania są podzielne oraz przyjmując B  =  n , otrzymujemy zagadnienie (ciągle) porcjo

wania zadań, w literaturze nazywane również harmonogramowaniem przez porcjowanie; 

każda porcja zadania j  m a głowę rJt ogon q, i wymaga przezbrojenia trwającego s 3 jed

nostek czasu, jeżeli tylko jest poprzedzana przez porcję innego zadania.

Porcjowanie Zadań (PZ): Założenie: B  — n  i zadania są podzielne. Znajdź harmonogram, 

dla którego czas dostarczenia wszystkich zadań jest minimalny.

Ponieważ problem wyjściowy jest silnie AlP-trudny, Lenstra et al. [3], zagadnienia 

SR i GZ, jako jego uogólnienia, są również silnie N P - trudne. IVP-trudność problemu PZ 

pokazano w [8]; należy zauważyć, że specjalny przypadek tego problemu, gdy wszystkie 

czasy przezbrojer' są zerowe, jest rozwiązywany w wielomianowym czasie.
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Ciąg (7r(ui), tt(ui +  1 ) , . . . ,  7r(ti2)), dla którego prawa strona (1) osiąga maksimum  

nazywamy dalej ciągiem krytycznym  permutacji 7r; w przypadku niejednoznaczności Ui 

jest wybierane jako najm niejsze z możliwych. Jeżeli 7r =  . . . ,  k ą b )) €  II', to ciąg

rodzin (<ł>(wi),4>{w i +  1 ) , . . . ,  <̂ (ło2)), taki. że 7r(max{ui, 1}) €  /¿(Wl) i n{u2) 6  I ^ W2)i 
nazywany jest cięgiem krytycznym rodzin permutacji jr. Pojęcia te, sformułowane dla 

SR, przenoszą się naturalnie na dowolne uszeregowanie 7r €  II w problem ie GZ, jeżeli 

rodziny zadań zastąpić grupami wyznaczonymi przez tt. Można je  również przenies'ć 

na problem PZ traktując porcje jak zadania. D la V  C J  niech Z (V )  będzie zbio

rem rodzin, których zadania należą do V,  oraz niech S (K ) =  Y)beZ(V)s b > P { V )  — 

J2jevPj-  Każdej rodzinie R  przyporządkowujemy zadanie złożone (zagregowane) b, w 

którym  Rb =  max{7ć(7r[) — P ( h )  — st,, 0} jest głową, Tb =  P(Ib)  +  s&, czasem  wyko

nywania, Qb =  Q(x'b) — P { h ) ,  ogonem, gdzie dla permutacji zadań a  =  ( a ( l ) ,  ■ • • , a ( f ) )

V i

=  m ax[ra(.) +  £ > ¿ 0 )], Q (a ) =  m a x [ ^  po(j) +  qa[i)],
  j —i   j =  1

a 7Tj i 7Tj są uporządkowane według, odpowiednio, niemalejących r j  i nierosnących qj. 

Zauważmy, że dla 7r[ i 7rj), funkcje, odpowiednio, 7Z i Q  przyjmują wartości m inim alne na 

11;,. Ponieważ na ogól ?r[ --f nb, zadania złożone nie występują ’’fizycznie” w uszeregowaniu, 

lecz są w yłącznie parametrami charakteryzującymi rodziny.

Oznaczm y przez C * m inim um  funkcji celu w problem ie SR, a przez C *-m inim um  w za

gadnieniu GZ. Następujące dolne ograniczenie jest prostym przeniesieniem z klasycznego  

zagadnienia

Ć ‘ > C "  >  min[max{r,- -  5 ( { ; } ) ,0 } ]  +  P ( V )  +  S {V )  +  m in 9i =  H ( V )

dla każdego V  C J .  W [10] pokazano, że dla każdego W  C F  spełniającego warunek 

\ W \ >  1
Ć* >  m m  Rb +  T  Tb +  min<?6 =  H ’(W ).  

beW bjw  bew

Łatwo jest się przekonać, że założenie | W  |>  1 jest konieczne. Rzeczywiście, rozważmy 

przykład: n =  2, B  =  1, Si =  0, rj =  0, pi  =  1, qi =  L, r2 =  L, p2 =  1, qi =  0, gdzie 

L >  1. Param etry zadania złożonego 1 są  następujące: R \  =  L  — 1, Tj =  2, Q \  =  L  — 1. 

W rezultacie C* =  L  4- 1 <C 2Ł =  R \  -ł- T\ -ł- Q \.

3 . A lg o r y tm  m e t o d y  p o d z ia łu  i o g r a n ic z e ń  d la  p ro b lem u  S R

Algorytm  oparty jest na procedurze heurystycznej nazywanej w literaturze rozsze
rzoną regułą Jacksona (E JR ), [1], [2], W naszym  przypadku reguła ta stosowana jest do 

szeregowania zadań wewnątrz rodzin i równocześnie do szeregowania rodzin traktowanych  

jako zadania złożone. D e facto stosujem y złożenie rozszerzonych reguł Jacksona nazywane 

dalej algorytm em  CEJR.
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p r o c e d u r ę  E JR (V , t , a )  

w h ile  V  ^  0 do

t :=  m ax{f, minj6v/r,};

wybierz i takie że ę; =  max{gy : j  £  V  i rj  <  i}; 

a  :=  (o , i);

V : = y \ { ż } ;

t :=  t + p r ,

A lg o r y tm  C E JR : Inicjalizacja: W  :=  F \ t  :=  0; a  :=  0; 

w h ile  W  ^  0 do

r :=  m ax{i,m in 4gw Ą ,};

wybierz a takie że Q a =  max{<56 : 6 €  W  i R t  <  r}; 

t  : = t  +  s 0;

E J R (/a, i ,a ) ;
W  :=  W \  {a};

Można łatwo sprawdzić, że czasowa złożoność obliczeniowa CEJR wynosi O (nlogn  +  

B lo g B )  oraz że C c E J R /^ *  — ograniczenie to jest najlepsze z możliwych. Tutaj, 
jak również w dalszej części pracy. Cjj oznacza wartość funkcji celu otrzymaną, przez 

algorytm H .  Konstrukcja algorytmu podziału i ograniczeń oparta jest na specjalnych 

własnościach zadań i rodzin krytycznych w uszeregowaniu wygenerowanym przez CEJR. 

Zadanie 7r(c) jest krytycznym zadaniem  ciągu 7r 6  II', jeżeli: (i) m ax{ti!, /} <  c <  U2, 

gdzie ir{l) =  ir^w2)(1) (tt(c) jest zadaniem ostatniej rodziny w ciągu krytycznym ); (ii) 

?*(c) <  9jt(u2) oraz ęT(,) >  ęj(„2) dla c +  1 <  i <  u2. Rodzina <j>{e) jest krytyczny ro

dziny  ciągu 7r €  II', jeżeli: (i) u>! <  e <  w 2; (ii) Q ^ e) <  oraz Q^i) >  Q ^ w2) dla

e +  1 <  i <  wi-
W pracy [10] pokazano, że permutacja 7r =  (zr^fj),. . . ,  ^ (B )) wygenerowana przez 

CEJR posiada następujące własności:
- Jeżeli 7r nie posiada zadania krytycznego i rodziny krytycznej, to C (n )  — C".

- Jeżeli 7r m a zadanie krytyczne <r(c), to istnieje optym alne uszeregowanie, w którym 7r(c) 

poprzedza albo następuje po wszystkich zadaniach zbioru {7r(c +  1 ) , . . . ,  tt(u2)} =  K .

- Jeżeli ir nie m a zadania krytycznego, ale posiada rodzinę krytyczną ę6(c), to  istnieje usze

regowanie optym alne, w którym poprzedza albo następuje po wszystkich zadaniach 

zbioru {(j>[e +  1 ) , . . . ,  <^(^2)} =  K '.

Powyższe własności w yznaczają w naturalny sposób regułę podziału stosowaną w algo

rytm ie. Stanowią one uogólnienie wyników uzyskanych przez Pottsa [6] i Carliera [1] dla 

standardowego problemu, i w rezultacie pozwalają rozszerzyć podejście zastosowane w [1] 

na problem SR.
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Zakładamy, że ograniczenia kolejnościowe w problemie SR dane są w postaci zestawu  

relacji częściowego porządku P =  (Po, P i , , P«) ,  gdzie r 0 określa ograniczenia kolej

nościowe w zbiorze rodzin F ,  natom iast Pj, 1 <  b <  D, ograniczenia kolejnościowe 

wewnątrz rodziny /¡,. Podział problemu odbywa się poprzez dodanie do P nowych ograni

czeń; z każdym wierzchołkiem i drzewa rozwiązań wiążemy zatem  podproblem z ogranicze

niami r*. Bieżący zbiór aktywnych wierzchołków oznaczamy przez N .  Ponadto w opisie 

algorytmu stosujem y notację: jeżeli 7r nie ma zadania krytycznego (rodziny krytycznej), 

to kładziemy c =  0 (e =  0).

A lg o r y tm  A

(0) Inicjalizacja: N  :=  {0}; LBo  :=  0; U B  :=  oo; T =  0;

(1) Krok iteracyjny: Jeżeli N  =  0, to  STOP. W  przeciwnym przypadku znajdź w N

wierzchołek i z najm niejszym  dolnym ograniczeniem L B ( , wyznacz 7r stosując algorytm  

CEJR do podproblemu i, wylicz: C(7r), c , K ,  e, I i ' ,  podstaw U B  : =  m in{i/jB , C (ir )}  oraz 

N  : = N \ { i } .

(1.1) Podział problemu i na podstawie w(c): Jeżeli c — 0, przejdź do kroku (1.2). Jeżeli 

Cyi  0, w ylicz L B  :=  m ax{Z,Bt, II ( I i ) }  i wyznacz dwa nowe wierzchołki dodając do P ^ ^ j  

ograniczenia kolejnościowe, odpowiednio, { (tt(c),jr) : j  €  K }  i { (j ,ff(c ))  : j  €  K } . D la  

każdego nowego wierzchołka z zmodyfikuj r j  i ą3 w zadaniach należących do B ( W2) stosując

(2) i (3), wylicz L B Z :=  max { L B , I I ( K  U {ir(c)})} i jeżeli L B Z <  U B , to: znajdź nowe

Q ąw )̂ i następnie zmodyfikuj giowy i ogony pozostałych rodzin oraz zadań stosując

(4) i (5), dodaj z  do N .  Przejdź do kroku (1).

(1.2) Podział problemu i na podstawie <j>(e): Jeżeli e =  0 i C(tt) <  LBi, to STOP [n je s t

rozwiązaniem optymalnym).  Jeżeli e =  0, przejdź do kroku (1) (zamknięcie  

wierzchołka i) . Jeżeli e ^  0, wylicz L B  :=  m a.x{LBt, L B [} i wyznacz dwa nowe wierzchołki 

dodając do rj, ograniczenia kolejnościowe, odpowiednio, {(<j>(e),b) : b €  I i ' }  i {(6, ęi(e)) : 

b €  I i ' } .  D la każdego nowego wierzchołka z  zmodyfikuj Rę>(e) i Q^(c) stosując (6), wylicz 

L B Z :=  max { L B , I I ' ( I i '  U {Ó(e)} )}  i jeżeli L B Z <  U B , to: zmodyfikuj głowy i ogony 

rodzin oraz zadań zgodnie z (4) i (5), dodaj z  do N .  Przejdź do kroku (1).

Ograniczenia kolejnościowe wymuszane są poprzez odpowiednią modyfikację głów i ogo - 

nów zadaii oraz rodzin. W celu spełnienia ograniczeń {(ir (c ),j )  : j  £  7v} i { (j , tt(c)) : j  £ 

I i }  podstawiam y, odpowiednio.

U c )  ■ -  £  Pi +  U « 2) > r*(<=> :=  m 'n r ) +  £  Pi- (2)
ięK ieK i iK

Po modyfikacji ą ,(c) (r„(c) ) , ogony (głowy) zadań, które według Pą>ĉ 2) poprzedzają (nastę

pują po) 7r(c)( modyfikowane są zgodnie z zasadą: jeżeli qj (r.) zostało powiększone oraz  

( h j )  6  to podstaw

q{ :=  max{qi , p j  +  q3} ( rj  :=  m a x {r „ r ; +  p,} ). (3)
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Dalej, jeżeli w rezultacie modyfikacji dokonanych w pierwszej fazie ros'nie Q^(v^) (R^w^)), 

to ogony (głowy) rodzin, które zgodnie z To poprzedzają, (następują, po) <j>(w2), modyfi

kowane są w następujący sposób: jeżeli Q b (R a) zostało powiększone oraz (a ,b)  €  To, to 

podstaw,

Q a :=  max{<5a, Tb +  Qb)  ( R b :=  m ax{Ą ,, R a +  Ta} ). (4)

W tej fazie modyfikacji, jeżeli Q b {R b), b ^  j>[w2), powiększyło się o A , podstawiamy.

<?; :=  qj +  A  ( r j  :=  r j  +  A  ) dla j  €  Ib. (5)

Podobnie ograniczenia kolejnościowe {(<^(e), b) : b 6  K '}  i {(6, ^(e)) : b £  K '}  są im ple

mentowane przez podstawienie, odpowiednio

<?3(e) “  E  T*> +  Q*im) 5 R *(') :=  m in Ą , +  Tb. (6)
b£K' & 6eA''

Za każdym razem kiedy modyfikowane jest (i?^(c)), ogony (głowy) rodzin, które

zgodnie z Po poprzedzają (następują po) są modyfikowane w oparciu o (4). Ogony 

(głowy) zadań zmodyfikowanych rodzin, włączając przystosowywane są w oparciu o

(5).

A lgorytm  wykorzystuje dolne ograniczenia H ( V )  dla V  — K ,  I (  U {?r(c)}, oraz H '{W )  

dla W  =  K ',  K '  U {ó ( c ) j .  Ponieważ drugie z tych ograniczeń jest prawdziwe tylko dla  

| VP|> 1, w wierzchołku i stosujemy dolne ograniczenie LB\  zdefiniowane następująco:

LB[ — H '(K ')  dla 11<'\> 1;
=  H'({<f>(w2) , . . .  ,<f>(B)}), H '{F ) }

dla \ K ' \ =  l , w 2 <  jB;

L B i =  max{H'({<t>(wi),.. .,<f>{w2 ) } ) ,  R ^ )  +  ^ (w2), H '(F )}  dla \ K ' \ =  l ,tu 2 =  B.

Eksperym enty obliczeniowe przeprowadzone dla n i B  zmieniających się w zakresie, 

odpowiednio, od 20 do 400 i od 4 do 40 wykazały, że algorytm A m ożna uważać za szybkie 

i skuteczne narzędzie do rozwiązywania problemu SR. D la każdego n generowano łącznie 

540 problemów testowych, zm ieniając skokowo górne zakresy zm ian poszczególnych da

nych; do generacji danych wykorzystywano rozkład jednostajny. Obliczenia dla problemu  

testowego były przerywane, gdy liczba wygenerowanych wierzchołków drzewa rozwiązań 

przekraczała 100. W  takiej sytuacji najlepsze rozwiązanie otrzym ane do m om entu prze

rwania obliczeń było porównywane z rozwiązaniem optym alnym  w następujący sposób: 

(U B  — 6 ’ ) / ć *  <  (U B  — L B ') /L B ' ,  gdzie L B '  jest najm niejszym  dolnym ograniczeniem  

na zbiorze aktywnych, w m om encie przerwania, wierzchołków. Przykładowo, dla n  =  200 

uzyskano następujące wyniki: (1) w grupie obliczeń zakończonych sukcesem średnia liczba 

wygenerowanych wierzchołków wynosiła 4, (2) w 61 przykładach testowych obliczenia  

zostały przerwane, przy czym  m aksymalny błąd względny w tej grupie obliczeń wyniósł
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1.58%. Omawiana grupa problemów testowych była, biorąc pod uwagę otrzym ane wyniki, 

najgorsza dla badanego algorytmu.

4 . A lg o r y tm y  a p r o k sy m a c y jn e  d la  p ro b lem u  G Z

Problem  grupowania zadań, GZ, różni się od poprzednio omawianego tym , że dopusz

czalne jest w nim  rozbijanie zadań na grupy. Załóżmy, że rodziny rozbite są na v (u >  B )  

grup L i , . . . , L v. W dalszym  ciągu w odniesieniu do zbioru grup { L i , . . . , L „ }  używać 

będziem y notacji wprowadzonej dla zbioru rodzin F .  W  szczególności 7r =  . . . ,  "¿(„j)

jest uszeregowaniem grup zadań, w którym <j> określa porządek grup, zaś ir¿(¡j, 1 <  i <  v,  

porządek zadań w grupie. Dodatkowo wprowadzamy jeszcze wielkość f j  =  m ax{r, — 

5 '({ j} ) , 0 } , którą m ożna interpretować jako rzeczywisty, bo uwzględniający czas prze- 

zbrojenia, m om ent gotowości zadania j  do realizacji.

W [10] pokazano, że optym alne uszeregowanie rodzin dla SR, wykorzystane jako 

rozwiązanie przybliżone dla problemu GZ, m oże dać uszeregowanie trzykrotnie dłuższe 

od optym alnego. N ie jest to zatem  podejście obiecujące. W dalszym cągu pokażemy al

gorytm y heurystyczne, które dzielą rodziny na grupy i następnie znajdują uszeregowanie 

grup, wykorzystując w tym  celu jedną z technik rozwiązywania problemu SR, aproksyma

cyjną lub dokładną; grupy odgrywają w tym  przypadku rolę rodzin. Ogólnie m etoda po

lega na stosowaniu algorytm u szeregowania rodzin (grup) sukcesywnie, za każdym razem  

zm ieniając bieżący podział na grupy poprzez usunięcie jednego zadania z grupy należącej 

do ciągu krytycznego i utworzenie nowej grupy lub dopisanie zadania do innej grupy tej 

samej rodziny. Podstawowy dla tej m etody jest następujący algorytm aproksymacyjny.

Każdej rodzinie /¡, przyporządkujmy dwa rozłączne podzbiory zadań (dwie grupy) Mb 

i X b , takie że h  =  Mb U Xb,  i połóżm y W  — -k«5(i') dla krytycznego ciągu grup

(ęi(ti)i),. . . ,  <j>(wj)). N iech Iq będzie rodziną (fikcyjną) z jednym  zadaniem o numerze 0. 
A lg o r y tm  B
Inicjalizacja: Podstaw  Mb h  i A t :=  0 dla 0 <  6 <  B\ C g  :=  oo; x  0; a :=  0;

r e p e a t

M a :=  M a \  {x }; X a '■= X a U {x};

V  :=  zbiór wszystkich niepustych grup typu Mb lub Xb,  1 <  6 <  B; 

znajdź tt =  . . . ,  tĉ (v)) stosując CEJR do zbioru grup V;

wyznacz C(ir), Wi, w 2 i znajdź zadanie x £ W ,  takie, że rx =  minje vv ; 

a :=  indeks rodziny, do której należy x;

CB :=  min{C,(^-), C g};  

u n til rx >  R ^ Wl) o r  W  zawiera przynajmniej jedną grupę typu At;

Ponieważ w każdym kroku iteracyjnym  dokładnie jedno zadanie przesuwane jest z grupy 

typu Mb do grupy typu A t, algorytm wykonuje nie więcej niż n kroków iteracyjnych, z
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których każdy m a złożoność obliczeniowy 0 (n logn + 51ogf?). Zatem złożoność obliczeniowa  

algorytmu B wynosi 0 ( n 2logn +  n B logB ).  W [10] pokazano, że dla każdego problemu 

konkretnego

2C g  <  3C" +  2(rnax?j),

i że ograniczenie to jest ścisłe. A lgorytm  B jest podstawowy precedury dla dalszych heurez. 

W  następnej stosowany jest najpierw do problemu pierwotnego, po czym  do problemu 

odwróconego. Problem odwrócony otrzymujemy poprzez zamianę rj  z q j , odwrócenie kolej

ności wykonywania zadań i odwrócenie kolejności przezbrojeń; przezbrojenie dokonywane 

jest po wykonaniu zadania. Zauważmy, że dla odwróconej wersji oszacowanie dokładności 

ma postać

2C g  <  3C" +  2 (m axfj).

A lg o r y tm  C: E ta p  1. Podział rodzin na podstawie ’s: Zastosuj B do problemu ze  

zbiorem rodzin F .  Niech V  będzie zbiorem grup otrzymanych w pierwszym etapie.

E ta p  2. Podział rodzin na podstawie qj ’s : Zastosuj B do problemu odwróconego ze zbio

rem rodzin V.

W ybierz najlepsze uszeregowanie.

A lg o r y tm  D : Zastosuj C, zastępujyc CEJR przez A.

Dla zbadania efektywności algorytmów C i D przeprowadzono eksperyment numerycz

ny, w którym problemy testowe były generowane według zasady zastosowanej uprzednio 

do testowania algorytmu m etody podziału i ograniczeń A. W przypadku algorytmu D 

procedura A zatrzym ywana była po osiągnięciu 50 wierzchołków w drzewie rozwiązań. 

Dla każdego problemu testowego wyliczano oszacowanie względnego błędu w następujący  

sposób: (C a — L B ) / L B ,  a  = C ,D , gdzie L B  wybierano jako maksymalne H (V )  na zbiorze 

odpowiednio dobranych podzbiorów V . Przykładowo, dla grupy problemów testowych z 

n — 200 otrzym ano następujące wyniki: (1) średnie oszacowanie błędu względnego dla 

C wyniosło 4.6%, dla D , 3.7%, (2) maksymalne oszacowanie błędu względnego wyniosło 

64.1% dla C i 43.2% dla D. W yniki dla n =  200 byl najgorsze w grupie badanych pro

blemów testowych. Można zatem  uznać obydwa algorytmy za praktyczne m etody znaj

dowania "dobrych” uszeregowań w problemie GZ.

5. A lg o r y tm  a p r o k sy m a c y jn y  d la  p ro b lem u  P Z

W  problemie porcjowania zadań PZ każda rodzina m a tylko jedno zadanie. D latego 

zadania złożone przybierają postać: R j  =  max{r,- — Sj,0} ,  T, =  pj +  Sj oraz Q j =  qj,

j  6  J-
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Kiedy zadania nie są podzielone na porcje, wyrażenie (1) sprowadza się do standardowej 

postaci:

C('x) — S  -̂*(0 Q*(<a)] = "t" S  *̂(0 "ł" Q*{ui)- (?)
_ ' l _ > 2 _ n  i= i ,  i'=m

W  dalszym  ciągu przez S~(0)  i 5 + (/3) oznaczamy harmonogramy dla permutacji zadań /? 

z, odpowiednio, najwcześniejszym i i najpóźniejszym i mom entami rozpoczynania zadań.

A lg o r y tm  E

E ta p  1.Szeregowanie bez podziału zadań na porcje

Krok 1: Znajdź ciąg ir zadań złożonych stosując EJR dla V  =  J , t  — 0 i a  =  0. Jeżeli 

nie istnieje zadanie krytyczne 7r(c), to podstaw C g  =  C (n )  i STOP (7T je s t  optymalnym  

uszeregowaniem).

Krok 3: W yznacz zbiory A =  { j  €  J R j  <  Q j , j  4  zr(c)} oraz B  =  { j  €  J  : R j  >  

Q i , j  4  rc(c)} . Znajdź ciąg zadań ¡3 kładąc najpierw zadania ze zbioru A  w  kolejności 

niem ałejących Rj ,  następnie zadanie t t ( c ) ,  i na końcu zadania ze zbioru B  w kolejności 

nierosnących Qj.

E ta p  I I R o z b ic ie  zadania krytycznego na porcje

Krok 3: Jeżeli zadanie 7r(c) nie należy do ciągu krytycznego (/3(ui) , . . . , 0 { u 2)) permutacji 

¡3, to podstaw C g  =  m in{C (;r), C ( 0 ) }  i STOP. W  przeciwnym przypadku podziel 7r(c) 

na porcje i włącz je  do uszeregowania w następujący sposób. D la S ~ ( 0 ) ,  podstaw D \  :=  

łączny czas przestojów m aszyny w przedziale [i2*(c)> Rp(u,)}-

Jeżeli D i  >  s x(c), to  podziel zadanie ~ (c) na porcję j i  z czasem wykonywania Tń :=  

m in {D i,T ,(c)} oraz porcję jt(c) z czasem  Tl(c) :=  T*{c) -  Th  +  s l(c), gdy r r(c) >  Th \ 

i*(c) ;=  0 oraz R* (c) :=  Q*tc) 0, w przeciwnym przypadku. Podstaw A := A  U { j i }  i 
utwórz ciąg 0'  stosując regułę z Kroku 2.

Jeżeli D i  <  s^(c), podstaw 0'  :=  0.

Krok 4: Jeżeli zadanie n(c)  nie należy do ciągu krytycznego ( 0 ' ( u [ ) , 0 ( u ' 2)) permutacji 

0 to podstaw C g  =  m in{C (V ), C {0 ) ,  C (0 '}  i STOP. W  przeciwnym przypadku podziel 
tt(c) na porcje i włącz je  do uszeregowania w następujący sposób. D la <S+ (/?'), podstaw  

D 2 :=  łączny czas przestojów m aszyny w przedziale [C(0') — <5/3'(u'), C (0 ')  — Qz(c)]- 

Jeżeli D 2 >  -St(c), to  podziel zadanie 7r(c) na porcję j 2 z czasem wykonywania Tj2 :=  

m in {D 2, r r(c)} oraz porcję tt(c) z  czasem T*(c) :=  T*(c) -  Tn  +  sx(c), gdy T ,(c) >  Tn ; 

T*(ć) :=  0 oraz Ąr(c) Qx(c) ■— 0> w przeciwnym przypadku. Podstaw B  :=  B  U {J i} i 
utwórz ciąg 0"  stosując regułę z Kroku 2.

Jeżeli D 2 <  s , ( c), podstaw 0"  :=  0'.

Podstaw C g  =  m in {C (?r),C (/3),C ( 0 ' } ,C ( 0 " }  i STOP.

Złożoność obliczeniowa algorytmu E wynosi O (nlogn).  W pracy [8] pokazano, że dla 

każdego problemu konkretnego
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i że ograniczenie to jest ścisłe.
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A b str a c t

In many practical scheduling problems the set of jobs to be scheduled consists of 

many fam ilies requiring a machine setup between two consecutively scheduled jobs from 

two different families; no setups axe needed between jobs in the sam e family. A lso, in 

practical scheduling problems, setups are required between two consecutively scheduled  

sublots of different jobs (lots). In these problems, scheduling is combined with batching 

or lotsizing derisions. This paper discusses batching and lotsizing problems for the
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well-known single-m achine model of minim izing the makespan subject to given job release 

and delivery tim es. Basing on the concept of a  com posite job, a  generalized Jackson’s rule 

for a fam ily sequencing problem is proposed and som e results of its analysis are given; in 

the fam ily sequencing problem, fam ilies cannot be divided into batches. This procedure 

forms a basis for a branch and bound algorithm for solving the

fam ily sequencing problem, and then it is used as a basic tool in heuristic approaches 

to  solving the batching version of our problem. R esults o f the worst-case analysis and 

com putational experim ents are given. We also propose an approxim ate algorithm for the 

lotsizing problem with the worst-case performance ratio of 3 /2 .


