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ZASTOSOWANIE PROCESOW MARKOWA DO OCENY NIEKTORYCH
PARAMETROW SYSTEMU LINII MONTAZOWYCH Z MAGAZYNEM

Streszczenie. W pracy rozwazany jest dyskretny proces przemystowy w postaci
systemu dwéch linii montazowych z magazynem dla pétproduktéw. Przedstawiono
model matematyczny takiego procesu jako tancuch Markowa z czasem dyskretnym z
przeliczalng liczbg stanéw. Wprowadzono pewng klase ciggtych proceséw Markowa,
zwanych procesami dyfuzyjnymi i pokazano, w jaki sposéb za pomocg tych proceséw
mozna ocenia¢ liczbe pétproduktéw w magazynie znajdujagcym sie miedzy wejsciowymi i
wyjsciowymi liniami montazowymi.

MARKOV PROCESSES APPLICATION FOR ESTIMATION OF SOME
PARAMETERS OF ASSEMBLY LINES SYSTEM WITH A STORE

Summary. In the paper an industrial discrete process which includes a system of two
assembly lines with a store for semi-products is discussed. A mathematical model in the
form of a discrete Markov chain with countable number of states is presented. A class of
continuous Markov processes called diffusion processes is proposed and the way of using
these processes for estimating a number of semi-products in the store placed between
input and output assembly lines is explained.

DIE ANWENDUNG DER MARKOFF-PROZESSEN FUR DIE BEWERTUNG MAN-
CHER PARAMETERN DES SYSTEMS DER MONTAGELINIEN MIT DEM LAGER

Zusammenfassung: In der Arbeit wird einen diskreten Industrieprozel in Gestalt von
dem System der zwei Montagelinien mit dem Lager fir die Halbfabrikaten untersucht. Es
wird ein mathematisches Modell als Markoff-Kette mit der diskreten Zeit und mit der
umrechbaren Zahl der Zustdnde vorgestellt. Eine Klasse der kontinuierlichen Markoff-
Ketten, so genannten Diffusionsprozessen, wird eingefiihrt. Es wird mit Hilfe diesen
Prozessen gezeigt, wie man die Zahl der Halbfabrikaten im Lager zwischen Eingangs-
und Ausgangsmontagelinien bewerten kann.

|.Wprowadzenie

Dyskretne procesy przemystowe charakteryzuja sie tym, ze jako kompleksy operacji w
czasie i przestrzeni, z warunkiem niepodzielnosci wykonywania pojedynczych operacji, z
natury swej opisywane sg dyskretnymi modelami matematycznymi w postaci logicznie
okreslonych relacji matematycznych miedzy parametrami operacji i parametrami stanowisk
roboczych (obrébczych, montazowych, transportowych lub wszystkich jednoczes$nie) w
dyskretnych chwilach czasu. Powoduje to, ze jakikolwiek proces dyskretny jest "rozpisany" z
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doktadnoscia do pojedynczych operacji réznego typu i z doktadnoscig czasowg do
okre$lonego odcinka czasu, zwanego cyklem.

Inng wazng cechg dyskretnego procesu przemystowego jest masowy charakter
jednorodnych wyrob6éw, bedacych wynikiem okre$lonego procesu technologicznego.

Witasnie duza liczba jednorodnych wyrobéw gotowych lub pétproduktéw pozwala w
niektérych przypadkach na opis dyskretnych proceséw przemystowych w postaci dyskretnych
lub ciagtych w czasie modeli matematycznych. Jedng z mozliwosci takiego opisu jest
stosowanie dyskretnych proceséw Markowa ze skoriczong lub przeliczalng liczbg stanéw lub
ciggtych proceséw Markowa dyfuzyjnego typu w celu probabilistycznej oceny niektérych
parametréw proceséw produkcyjnych.

W zwigzku z powyzszym w punkcie 2 pracy przedstawiono dyskretny fafAcuch
Markowa z przeliczalng liczbg standéw jako model liczby pétproduktéw w magazynie miedzy
dwoma systemami linii montazowych. W punkcie 3 wprowadzono ciggte procesy Markowa
dyfuzyjnego typu. Podano definicje i twierdzenia niezbedne w dalszej czesci pracy.
W punkcie 4 przeprowadzono aproksymacje dyfuzyjng liczby pétproduktow w magazynie.
Punkt 5 pracy zawiera uwagi koncowe.

Niniejsza praca jest czeSciowo kontynuacja pracy [4 ].
2. Dyskretny taricuch Markowa jako model liczby pétproduktéw w magazynie

Rozwazmy uktad systemu dwéch linii montazowych z magazynem na pdiprodukty

miedzy nimi jak na rys. 1.

| 1

Rys. 1. Uckiad linii montazowych z magazynem
Fig.l. System ofassembly lines with a store
W ukiadzie tym «-jednakowych linii montazowych dostarcza synchronicznie co
okres ¢, réwny cyklowi linii, pewng liczbe X po6tproduktéw, gromadzonych nastepnie w
magazynie M o niegraniczonej pojemnosci. Mozna wiec powiedzie¢, ze w chwili t = c-i, i>0
schodzi X, dobrze zmontowanych wyrobéw. Z magazynu M z tym samym cyklem czasowym
¢, pobierane sg m <n pdtprodukty do dalszego montazu na m liniach. X, jest zmienng losowga
zalezng od usterkowosci na n liniach montazowych i ich niezawodnosci. Nietrudno zauwazy¢,

ze X jest zmienng losowga dyskretng o warto$ciach z przedziatu [0, n ],tzn.

P{X,=k} =pk, k=012 n (1)
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Jestjasne, ze po okresie czasu /=i-c,ii 0, w zalezno$ci od parametréw systemu linii
n, m, c oraz Xit liczha K, pozostajgcych w magazynie potproduktéw jest réwniez zmienng
losowg i dla />0 moze przybiera¢ dowolne wartosci, Kt =0,1,2,.... Z rys. 1 wida¢, ze dla K,
zachodzi nastepujaca rekurencyjna zalezno$¢:
Km = max{X + XM - wgO} 2)
Zaktadajac, ze proces powstawania usterek oraz niezawodno$¢ jednej linii jest
niezalezna od usterek i niezawodnos$ci pozostatych linii montazowych,mozna pokaza¢, ze ciag

{wlJ.isO jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych. Wynika z tego, ze z kolei ciag

{/i, },i >0 jest dyskretnym taficuchem Markowa z przeliczalng liczbg stan6éw.

Na podstawie zaleznosci (2) i nieskomplikowanych rozwazahn mozna pokazaé, ze
jednokrokowa stochastyczna macierz prawdopodobienstw przejs¢ takiego tancucha dla

okreslonych m, n, (m <n)oraz r,i=0,l,2,.. ma posta¢

k%k Pm+l Pm+2 o . ‘* Pnl ¢ 0O O O O O 0 0 0

MR @ Pme\ Pme2 . pnA « , 0 0 0 0 0 0 0

@k Pi . Pm-1  Rn  Pm+ m-1 « , 0 0 0 3)
R) P[ P2 [} Pm-1 Rn Pm+l Pn-1 « , 0 0
0 R) AP Pm-1 Rn PmA . «-1 P00
0 0 R) P Pm-1 /h  Pm+\ Pn-1  «i

Jest to, jak widaé, nieskoriczona macierz typu pasmowego o0 szerokosSci pasma
wynoszacej «+1 elementéw. W danej macierzy liczba elementéw réznych od zera w
pierwszych w+1 wierszach zmienia sie od n-m+ 1w zerowym wierszu, do n+ 1 elementéw w
m+ 1 wierszu. W nastepnych wierszach macierzy liczba elementéw w wierszach jest stata i
wynosi «+1. Sgto kolejne warto$ci prawdopodobienistw przejs¢ Pk, k=0,1

W pracy [6], analizujagc podobny ukiad linii montazowych i przyjmujac, ze rozktad
prawdopodobienstw {P*} jest rozktadem Bernoulliego o parametrach np i np(\-p), gdzie/J
jest prawdopodobiefistwem poprawnego montazu na kazdej z n linii pokazano, ze istnieje

stacjonarny rozktad prawdopodobienstw tancucha {/¢,}, t~O dla dwoch przypadkow:
1) gdy m=1p<Ynoraz 2)gdym=1p<jA.

Wykazano tam réwniez, ze gdy P~"*Yn *2) graniczna warto$¢ oczekiwana

liczby p6tproduktéw, w magazynie dazy do nieskoriczono$ci.
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Nieznane sa, jak na razie autorowi prace, gdzie wykazano by, ze te dwa szczeg6lne

przypadki mozna uog6Ini¢ na dowolne m in oraz p< m/, gdy rozktadem zmiennej losowej

X, jest rozktad Bemoulliego lub inny rozktad.

W dalszej czesci pracy skoncentrujemy sie nad aproksymacjg dyfuzyjng wspomnianego
problemu, tzn. aproksymacja z zastosowaniem ciggtych proceséw Markowa dyfuzyjnego typu,
i pokazemy w jaki sposéb za pomoca tych proceséw mozna oceni¢ liczbe K, zapaséw

p6étproduktéw w magazynie dla dowolnych m,n>0,(m < n).

3. Ciagte procesy Markowa dyfuzyjnego typu

Catkiem ogdlnie procesem dyfuzyjnym nazywamy pewng markowskg rodzine
proceséw losowych . M6éwigc niedoktadnie dyfuzyjne procesy sg to takie markowskie rodziny,
ktérych infmitezymalne operatory sg operatorami rézniczkowymi. Méwiac doktadniej - s3 to
takie markowskie rodziny, ktérych trajektorie sg ciggtymi funkcjami czasu.

Przy niedoktadnej definicji procesu dyfuzyjnego mieliSmy na uwadze to, ze nawet dla

proceséw wienerowskich w RJ, (d>\ ) infmitezymalny operator niezupetnie pokrywa sie z

operatorem " A, - operatorem Laplace'a.

Opisowg nazwe "procesy dyfuzyjne" tlumaczy sie tym, ze sg one modelami
matematycznymi ruchu oddzielnej czastki w procesie dyfuzji i w szeregu innych podobnych do
dyfuzyjnych procesach.

Zwroémy uwage jeszcze na fakt, ze iloSciowo procesy dyfuzyjne opisywane sa za
pomoca réwnan roézniczkowych czastkowych oraz ze trajektorie rzeczywistych czastek
fizycznych sg w naturalny sposéb ciagte.

Dyfuzyjny proces charakteryzuje sie dwoma parametrami: tzw. lokalng wartoscia
oczekiwang i lokalnymi kowariancjami (w jednowymiarowym przypadku - lokalnymi
wariancjami). W zwyktym sensie rozumianej warto$ci oczekiwanej ani tez wariancji ten proces
nie ma.

W literaturze przyjmowane sg rdzne nazwy dla wspomnianych parametrow;
wspotczynnik przenoszenia lub dryf dla lokalnej warto$ci oczekiwanej oraz macierz dyfuzji w
przypadku wielowymiarowym lub wspétczynnik dyfuzji w przypadku jednowymiarowym dla
lokalnych kowariancji lub wariancji. Nazwy te zwigzane sg z fizyczng interpretacja proceséw
dyfuzyjnych.

Zauwazmy jeszcze, ze ruch Browna w jednorodnym izotropowym os$rodku, gdy na
czastke nie dziatajg zadne inne poboczne sity oprdécz uderzen molekut, jest jednorodnym

symetrycznym ruchem Browna, zwanym procesem Wienera.
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Obecnie podamy doktadng definicje procesu dyfuzyjnego ( zob. np [8 ]5.208 ).

Niech dana jest przestrzen probabilistyczna (0O,/?,/*) oraz przestrzen fazowa
(mierzalna) (R d,F d).
Definicja 1. Markowska rodzing (X,,Px) na przestrzeni fazowej (RJ,FJ) nazywamy
procesem dyfuzyjnym w Rd, jezeli:
1) infinitezymalny operator A tego procesu okre$lony jest na ograniczonych ciagtych
podwdjnie rézniczkowalnych funkcjach oraz istnieje ciggta funkcja wektorowa (6'(*)) >
macierzowa (aly(x)) (macierz (aiJ(x)) dla dowolnych x jest symetryczna i dodatnio

okreslona) taka, ze dla f e.lA‘r

Af(x) =L/(x)slxa'"\x)"EFf+£Db\x)"-. (4)
2 1j-1 (A AT A1 cIX

2) wszystkie trajektorie tego procesu sg ciaggte.
Rézniczkowy liniowy operator L postaci (4) nazywa sie operatorem tworzacym

procesu dyfuzyjnego.
W dalszym ciggu bedziemy rozpatrywali tylko jednowymiarowy proces dyfuzyjny, dla

ktérego operator tworzacy ma postaé

LE{x)=U x ) ™ - +b {x)"-. (5)
2 ax uXx

Niech teraz f(x) =f(t,x,y) jest warunkowg gestoscia prawdopodobienstwa

przejécia procesu {A’},/>0. Wowczas dla kazdego e>0 , t i x spetnione sg nastepujace

zaleznosci
\b%_l"r(l)— P(IXItej-X 1 ZEIX, =x) =0. (6)
lim—  i(y- *)f(t,x,t +At, y)dy = IAX, i). @)
AT e
lim—  \(y-x)if{i,x,i +At,y)dy =a(xt). (8)

Oczywiscie,parametry b(x,t) i a(x,t) saq odpowiednio wspétczynnikiem przenoszenia i
wspoétczynnikiem dyfuzji jednowymiarowego procesu dyfuzyjnego.
Mozna pokaza¢, ze funkcja f(x,t) jest fundamentalnym rozwigzaniem réwnania

rézniczkowego o pochodnych czastkowych typu parabolicznego postaci
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a wiec

(10)

W dalszych rozwazaniach bedzie nam potrzebne pojecie tzw. funkcji prébnych lub
podstawowych.
Definicia 2. (zob. np [7], s.35). Klase 91 wszystkich nieskoiczenie rézniczkowalnych

funkcji rzeczywistych <p(x) takich, ze dla dowolnych //>0 i N>0

N NN - -
Ix/ dx > 0,gdy / x| ->oc, (V)

nazywa sie klasg funkcji prébnych lub podstawowych. Dla

stuszna jest nastepujaca relacja
(13)

4. Aproksymacja dyfuzyjna liczby pétproduktéw w magazynie

Zobaczmy teraz jakim dyfuzyjnym procesem mozna aproksymowaé liczbe Kt
p6étproduktéw w magazynie.

Niech intensywnos$ci wzrostu i ubywania zapasu w magazynie ($rednia liczba wzrostu i
ubywania zapasu w jednostce czasu w przeliczeniu na jednostke zapasu) zalezg od ogdlnej
liczby K(t) pdtproduktow w magazynie (od tej liczby zalezy, czy wystarczy potproduktéw w
magazynie na zasilanie m wyjsciowych linii) i wynoszg odpowiednio X(k) oraz \i(k). Dla
matego przedziatu czasu mozna zatozy¢, ze K(t)= k. Stad X i p sa w przyblizeniu réwniez
state i nie zalezg od czasu. W naszym przypadku p(k) jest réwniez niezalezne od k tzn.
\x(k)=nt, gdyz jest to stata intensywnos$¢ zmniejszania sie zbioru p6tproduktéw w magazynie w
kazdym cyklu.

Aby aproksymacja byta bliska rzeczywistosci nalezy zatozy¢, ze liczba wzrostu zapasu
w krotkim okresie czasu, w okresie jednego cyklu, podlegata rozkitadowi Poissone'a z
parametrami kX(k) (w procesie Poissone'a - Xt).

Obliczmy warto$¢ oczekiwang £t[/f(t)-k] oraz wariancje VK[K (i)-k\ zmiennej
losowej ( K(t)-k). Biorgc pod uwage, ze K(lI) ma rozktad Poissone’a o wartoéci oczekiwanej
kX{k) i takiej samej wariancji oraz ze k*/ul dla t-ic, i>0 otrzymamy

(14)

oraz
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VKK {1)-k} = VK[K{i)} =kX{k)-t. (15)
Otrzymujemy wiec, ze wspbtczynnik przenoszenia zbudowanego procesu dyfuzyjnego
wynosi
b(k)=kk(k) - m (16)
oraz wspoétczynnik dyfuzji tego procesu
a(k)=k\(k) 17)

Odpowiedni operator rézniczkowy L omawianego procesu dyfuzyjnego ma wiec

postaé

L/(k) =U x {k) "z +[kX{k)- > «]"n >8)

Wprowadzmy obecnie funkcje f(k) =Pm(t,k,s,r) =Pm(K, - k IK, ~r), wyrazajaca
prawdopodobienstwo przejscia procesu Markowa z czasem cigglym ze stanu K, =r w chwili
s do stanu K, =k w chwili I, t>s, przy ustalonym m.

Mozna pokazaé, ze prawdopodobienstwo to wyznacza sie jako rozwigzanie

zagadnienia brzegowego Couchy'ego

Z& M »=LPm(t,k) (19)
ot
dla warunkéw poczatkowych Pm(0,k) = 1dlak <0 oraz k >m.
Réwnanie dyfuzji, wigzace liczbe K poétproduktéw w magazynie dla systemu linii
montazowych, ma wiec posta¢

ZLSLKI=1klI(k) + [ATAA) - ( 2 0 )
dl 2w dk? LV 1 dk

Bedziemy rozwazali dalej trzy szczegétowe przypadki:
D kX(k) =m , m=1, 2)k\(k) =m ,m >1 oraz 3)k\(k) rm, m>1

W pierwszym przypadku réwnanie (20) sprowadza sie wprost do réwnania
przewodnictwa cieplnego

i£ M , >0, *<+o00 (21)
2

dl dk2

oraz P(0,k)=tp(k).
Rozwigzaniem réwnania (21), jak wiadomo jest catka

P(lLk) =— = Jexp(-(*-r)d/2i)(p@j)dr, (22)

gdzie tp jest poprzednio zdefiniowang funkcja probna.
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Wré6émy obecnie do punktu 2 niniejszej pracy. Opisany tam taicuch Markowa
}, i> o0 jest niczym innymfjak btadzeniem przypadkowym na piaszczyznie. Niech w

zwigzku z tym Ki(i) bedzie tamang na ptaszczyznie (k,t), jak na rys.2, przechodzacg przez
punkt T' dowolna ustalona chwilafw ktdérej ruch zaczyna sie od nowa

(jest to wiasciwos¢ procesu Markowa ).

Fig. 2. Example for relation K(t)

Mozna pokaza¢, ze rozktad prawdopodobienstwa standaryzowanego  bigdzenia
przypadkowego {/f,} jest zbiezny do rozktadu ruchu Browna przy i—»co, ktdry jest

szczegblnym przypadkiem procesu dyfuzyjnego.
Niech dla KO,(i =0) warto$¢ oczekiwana E(KO0) = k. Woéwczas (zob.np [7 ] s.66) dla

'<= 0, r= i zachodzi nastepujaca relacja

EjCfy ->j= Texv(=)(p{k)dk. (23)

Stad na podstawie centralnego twierdzenia granicznego Chinczyna mozemy napisa¢, ze

INATr, < ->-7= jexpi-®-jz/Ze, [-» 00 (24)
i -J2n g 2

Biorac pod uwage (22) otrzymujemy

E*f<qp 77~ iexp((A"nV in dr (25)

gdy Kr —Kk, -»/, dla wszystkich funkcji prébnych (p.
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Oznacza to ostatecznie, ze
PK(kt =Pk(k] i *,(/)<*,) o ;fexp{-" % )dr (26)
eJim

gdzie K=[k--Ji\ r=[/-<], K, ' ~>0c' *i>M +0°-

Przeprowadzone rozwazania dotyczyly aproksymacji  dyfuzyjnej biadzenia
przypadkowego, modelujagcego w punkcie 2 niniejszej pracy liczbe K, zapasu pétproduktéw
w magazynie. Przypadek ten jednak nie uwzglednia, ze K,>0 dla i>0 .

Rozpatrzmy w zwigzku z tym ponownie proces dyfuzyjny na pétosi k>0 z odbiciem w
zerze.

Jezeli prawdopodobienstwo przejscia Pt(k,t) dla m = 1 spetniato réwnanie (21), to
gesto$¢ tego prawdopodobienstwa, oznaczmy jg przez g(kI), winna spetnia¢ podobne

réwnanie przewodnictwa cieplnego postaci

do(k,Q 104(kQ o 27
di 2 dk1
gdzie
P(k,s,B,t) =j g(k,s,r,l)dr, reB (28)

dla warunkéw poczatkowo-brzegowych

£ AN [j0=0, g(k,s,r,i)-+ %k-r), gdyliO, /cz(+oo0.
dk

Rozwigzaniem (27) jest gesto$¢ (zob.np [ 3]5.89)

g(k,s,r,l) exp(-(fc" A ) +exp(-+ (29)
yflni

Jest to gesto$¢ prawdopodobienistwa przejscia procesu {AT}, | >o0 ze stanu K, -r w chwili

s do stanu Kt-k w chwili t z ekranem odbijajagcym w zerze.
Rozpatrzmy obecnie przypadek, gdy  kX(k) =m, m> 1

Réwnanie (27) zgodnie z réwnaniem (20) przyjmuje wéwczas nastepujacg postac:

dgjkk) 1..dlgm(t,k) (30)
dl ~2 dk” =
Wiadomo (zohnp [1] s.53 zadanie 77 i s.337 - rozwigzanie), ze powyzsze zagadnienie

brzegowe z warunkami brzegowo-poczatkowymi jak poprzednio,w og6Inej postaci ma forme



56

<xg_ai S
dl dk1'

Rozwiazaniem (31) jest nastepujgca gestosé

_ (x~r)2 £+£)2
g(x.tr) = expi  Auk +eXP(-(A;,ﬁZ)

Rozwigzaniem réwnania (30) jest wiec gestos¢
1 .
gm(k,“,r) = exp(- i M) +texp (-£7 A0, z(+00
2/m 2mt

dla a =—m.

Jan Katuski

(31)

(32)

(33)

Na koniec juz bez szczegétowych objasnien zauwazmy, ze gdy kX(k)?mtz réwnania

(20) dla gestosci g,,j.(k,t) mozna napisa¢

1 (k - kX (k) +ni)2 (k +kX (k)-m)2
exp +ex
j2MkX (k) 2kX{k)t 2kX{k)t

(34)

Prawdopodobienstwo, ze & <KJ{i) <A2, A,A2>0 mozna zatem obliczy¢ z

zalezno$ci

Pmi(ki <Ki(i)(k2) =jg,,x(kj)dk.
!
Wprowadzajac funkcje Laplace'a w postaci

2 r --
®(“)=-'2rz:r)oe 2dy

otrzymamy obliczeniowy wzér dla P,a ()

NI(ALSA(0<A = [012(~2 -0 [I(IAD] + [0 2(% )-cb 2iu3l)],

gdzie

_kx- kX{k) +m
JkX(k)t~

_ A2- AAA) +in
\JKX (kjt

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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k. + kk(k) —tn
(40)

KU - (41)

Niech dalej dane jest prawdopodobienstwo p poprawnego montazu na kazdej z /; linii
i niech p»\H . Wowczas, odwracajac zagadnienie aproksymacji rozktadu Bernoulliego dla
duzych tu iu rozktadem normalnym, a wiec w rozktadzie normalnym parametry tego rozktadu

zastepujemy parametrami rozktadu Bernoulliego, otrzymujemy

kA(k) =np(\-p) (42)

kI(k) - m=np (43)
a biorgc pod uwage (42), (43) otrzymuje postac

np--mlp, (44)

gdzie jak wiadomo, np jest warto$cig oczekiwang, a np(J-p) wariancjg rozktadu
Bernoulliego.

Wobec tego wzory (38)-(41) przyjmujg postac

1.* ,k'P+m - (45)
Vnp\\-p)i
k,p+ in (46)
minp\\-p)l
kj>-m 47)
ylnp\W-p)t
k,p-tn (48)
Jnp\\-p)l

Na zakonczenie rozpatrzmy jeszcze przypadek, gdy p"m/n. Wéwczas otrzymamy

G (49)
diu(\- mI n)i

aj2= , k'+n - (50)
-nil n)i

kt-n (51)

n yIm(\ - m1 n)i
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k2-n
(52)
Interesujace moze by¢ réwniez obliczenie prawdopodobienstw
P,,'2(K, £ Na podstawie powyzszych wzoréw mozna juz tatwo

wyprowadzi¢ zaleznosci dla tych prawdopodobienstw. Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze
podstawiajagc w odpowiednich wzorach I=i.c, i>0 otrzymamy wzory koficowe dla obliczen

réznych prawdopodobienstw liczby pétwyrobéw K, w magazynie.

5,Uwagi koncowe

Pierwsza aproksymacja dyfuzyjna w tancuchach Markowa pochodzi od Fokkera i
Plancka. Otrzymali oni réwnanie dla gestosci przej$¢ procesu dyfuzyjnego, opisujagcego rozwaéj
gestosci systemu czastek w przestrzeni fazowej, z losowymi zderzeniami tych czastek. Scistego
matematycznego sformutowania i uzasadnienia problemu aproksymacji dyfuzyjnej dokonat
A.N. Kotmogorow. Podat on tzw. réwnania retrospektywne i prospektywne dla gestosci
przejs¢. Od tego czasu aproksymacja dyfuzyjna znalazta wiele réznych zastosowan w
dziedzinach wydawatoby sie bardzo odlegtych od proceséw dyfuzyjnych; w szczegdlnosci
procesy te wystepujg jako graniczne dla dyskretnych modeli opisujacych rézne biologiczne
zjawiska, takie jak zmiana liczby osobnikéw jakiego$ gatunku lub koncentracji genu w
populacji.

Najnowsze prace, jakie ukazaly sie ostatnio na temat zastosowan aproksymacji
dyfuzyjnej, dotyczag modelowania zmian doktadnos$ci przyrzadéw pomiarowych [5] oraz pracy
systemoéw komputerowych [2], Ninejsza praca jest probg takiej aproksymacji w dziedzinie

dyskretnych proceséw przemystowych.
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Abstract

In the paper a diffusion approximation in industrial discrete processes is discussed. The
industrial discrete processes are characterized by a large number or homogeneous details which
result from a specified technological process. Therefore, it is possible to approximate the
discrete processes by continuous or discrete mathematical models. If the parameters of the
industrial discrete processes are random, it is possible to use discrete or continuous random
Markov processes.

We consider an industrial discrete process which includes a system of two assembly lines
with a semi-products store placed between the lines. The number of semi-products in the store
during each cycle-time depends on the random parameters of input and output lines.

In the paper only the randomness of the input lines is considered. The output of the system
is deterministic and its intensity is constant.

Under the conditions mentioned above a mathematical model of discrete process in the
form of a Markov chain in discrete time with a countable number of states is presented.
A certain class of continuous Markov process, called diffusion process, is used and the way of
using the model to estimate a number of semi-products in the store is described. For the
diffusion process which approximates the change of a number of details in the store the
Fokker-Planck equation is constructed. Three cases of dependencies between the parameters in
the assembly lines are discussed.

Computational times for finding a number of semi-products in the store in function of
cycle-time with definite probability are given.

The final results can be used to control the industrial discrete procesess.



