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OPIS PROCEDURY WYZNACZANIA PIERWSZEGO ROZWIAZANIA
DOPUSZCZALNEGO DLA PEWNEGO ZADANIA ROZKROJU SUROWCA

Streszczenie: Praca dotyczy waznego zagadnienia optymalizacji rozkroju surowca.
Zagadnienia tego typu pojawiajg sie w wielu przedsiebiorstwach. W pracy ograniczono
sie do zagadnien rozkroju gilotynowego prostokata na mniejsze prostokaty. Przedstawio-
no model matematyczny zadania optymalizacji, dyskusje kryteriow jakosci optymalizaciji,
algorytm oraz jego wilasnosci ze szczegélnym uwzglednieniem problemu poszukiwania
pierwszego rozwigzania dopuszczalnego.

DESCRIPTION OF STARTING POINT ALGORITHM FOR TWO-DIMENSIONAL
CUTTING STOCK PROBLEM

Summary: The paper discusses an important cutting stock problem. The cutting
stock problems occur in a wide variety of industries. The paper is limited to two-
dimensional case in which both stock and ordered sizes are rectangular. The
mathematical model of the described problem, various optimisation criteria, an
optimisation algorithm and its basic properties are presented. A procedure for finding a
first feasible solution is described in details.

DESCRIPTION DE LA PROCEDURE DE FIXATION DE LA PREMIERE
SOLUTION ADMISSIBLE POUR UN PROBLEME DE DECOUPAGE D’UNE
MATIERE PREMIERE

Résumé: L'ouvrage présenté concerne un probléme important d'optimisation de
découpage d'une matiere premiére. Les problemes de ce type apparaissent dans de
nombreux types d'enterprises. Dans l'ouvrage on s'est limité aux problémes de découpage
guillotinaire d'un rectangle en rectangles plus petits. On a présenté le modéle mathéma-
tique du probleme d'optimisation, la discussion du critérium de qualité d'optimisation, la
description de l'algorhitme et ses qualités selectées avec la considération particuliére de
probléme d’investigation de la premiére solution admissible.
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1. Wstep

Zagadnienia optymalizacji rozkroju surowca pojawiajg si¢ w wielu typach przedsiebiorstw.
Koszt surowca ma roézny udziat w cenie produktu finalnego. W fabrykach mebli udziat ten
czesto przekracza 70%. Optymalne wykorzystanie surowca ma w takich przypadkach istotne
znaczenie dla wynikéw finansowych przedsiebiorstwa.

Zagadnienie rozkroju jest w rzeczywistych przypadkach problemem bardzo trudnym do roz-
wigzania. Wigze sie to z duzym rozmiarem problemu oraz z szeregiem uwarunkowan wynika-
jacych z ograniczen technologicznych wystepujacych w procesie produkcji i z ograniczen or-
ganizacyjnych. Ograniczenia te wynikaja z mozliwosci technicznych urzadzeh wykorzystywa-
nych do rozkroju (gilotyn, formatyzerek, pit, nozy itp.), kosztéw przezbrajania maszyn i urza-
dzen oraz z kosztéw magazynowania surowca i pétproduktéw.

Problematyka pracy ograniczona jest do rozkroju gilotynowego prostokata na mniejsze prosto-
katy. W pracy przedstawiony zostanie przyktadowy problem optymalizacji, kryteria jakosci,
model matematyczny oraz opis algorytmu ze szczeg6lnym uwzglednieniem problemu poszuki-
wania pierwszego rozwigzania dopuszczalnego.

2. Przyktadowy problem optymalizacji

Przedstawiony w tym rozdziale pracy problem dotyczy pewnego zagadnienia wyznaczenia op-
tymalnego rozkroju surowca w fabryce mebli. Problem tego typu moze by¢ sformutowany nas-
tepujaco: Na potrzeby zadanego horyzontu sterowania nalezy wykroi¢ z dostepnych typow
ptyty pilsniowej wszystkie elementy potrzebne do wykonania na przyktad 100 sztuk danego
zestawu mebli. Dane wejSciowe i ograniczenia mozna podzieli¢ na kilka grup dotyczacych:

A. surowca,

B. produkowanego zestawu,

C. formatyzerki wykorzystywanej do rozkroju,

D

. organizacji procesu produkcji.

Ad A.
Z ptyty pilsniowej otrzymuje sie takie elementy jak $ciany tylne szaf i szafek, dna szuflad itp.
Elementy te nie wymagaja dalszej obrébki. W zwigzku z tym wykrawane sa z surowca na
tak zwany wymiar netto. Dane wejsciowe do procedury obliczeniowej to:

» liczba dostepnych typ6w surowca,

« wymiary ptyt dla poszczeg6lnych typdw surowca: dtugosé, szerokosé i grubosc,

e poziomy zapaséw dla poszczegdlnych typéw surowca.
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Grubo$¢ surowca ma istotny udziat w kryterium optymalizacji. NajczesSciej bowiem jest to
koszt surowca,a cena pojedynczej ptyty zalezy od jej wagi. Ptyta grubsza jest uwzgledniana do
rozkrojujezeli jej dtugosc i szerokos¢ lepiej pasujg do wymiarow wykrawanych' elementow.
Surowiec, w zaleznosci od producenta, sposobu transportu i magazynowania, ma postrzepiony
brzeg i niezachowane katy proste. Konieczno$¢ obciecia istniejagcych nieréwnosci nosi nazwe
brzegowania. Straty z tym zwiazane dochodzi¢ mogg do 10 mm na kazdy z czterech bokéw.
Wielko$¢ brzegowania jest jedng z danych wejsciowych do procedury optymalizacji.
Ad B.
Na informacje o elementach wyjsciowych sktadajg si¢ nastepujace grupy danych:

¢ liczba typéw elementow,

e wymiary kazdego elementu: dtugosc¢ i szeroko$é,

e zapotrzebowanie na elementy.

Liczba typoéw elementdw oraz poziom zapotrzebowania wynika z opisu wykonywanego zesta-
wu. W przypadku surowca charakteryzujacego sie anizotropowym wzorem lub wiasnosciami
fizycznymijWazne jest ustawienie elementu na plycie surowca. Sytuacja taka wystepuje przy
rozkroju ptyt laminowanych, tkanin itp. Informacja o obracaniu ma w zadaniu posta¢ binarng:
1- mozna obracaé element na ptycie, 0 - obracanie jest niedopuszczalne.

Ad C.

Analiza tej grupy ograniczen poprzedzona zostanie skrotowym opisem mozliwosci przyktado-
wej formatyzarki wykorzystywanej w polskich fabrykach mebli. Za takie urzadzenie moze by¢
uwazana sterowana numerycznie formatyzerka Schwabedissen. Stét formatyzerki Schwabedis-
sen (rys.la)  sktada sie z dwoch czesci: nieruchomej | oraz ruchomej Il. Formatyzerka jest
wyposazona w dwie pity tarczowe pracujgce w prostopadtych wzgledem siebie osiach. Nie ma
mozliwosci zatrzymania pity wewnatrz ptyty surowca. Kazdy rozkroj jest zatem rozkrojem gi-

lotynowym. Przejscie pity przez ptyte surowca pozostawia $lad, noszacy nazwe rzazu.

Na rys. la kolejne przejscia pit zostaty zaznaczone numerami od 1do 13. Przej$¢ 1-4 dokonuje
pita pracujgca wzdtuz dtugiej osi stotu. 1i 4 to brzegowania wzdtuzne ptyty. 3 odcina gorna
czes¢ ptyty, lezacg na ruchomej czesci stotu Il,a 5 i 13 to brzegowania poprzeczne. W trakcie
przej$¢ 6-10 pita przechodzi przez to samo miejsce na nieruchomej czesci stotu. Przed kazdym
przejSciem przemieszczana jest ruchoma czes$¢ stotu Il. Cztery czeSci surowca, na ktdérych
znajduje sie razem 8 elementéw E4,nalezy zdjac ze stotu formatyzerki i dokoriczy¢ ich rozkro-
ju na innym urzadzeniu. Proces ten nosi nazwe docinania. Wiaze sie on z poniesieniem dodat-
kowych kosztéw i wymaga wprowadzenia do zadania optymalizacji informacji o dopuszczal-
nosci takiego postepowania. Docinanie, podobnie jak obracanie;ma postac¢ binarng: 1- element

moze by¢ docinany, 0 - nie.
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Rys. 1. Przyktadowe rozkroje
Fig. 1 Sampie cutting pattems

Na wyposazeniu fabryk mebli w Polsce znajduje sie wiele innych typéw formatyzerek, zar6w-
no nowocze$niejszych,jak i urzadzen starszych typow. Przykiad rozkroju dopuszczalnego na

urzadzeniu nowoczesnego typu przedstawiono na rys. Ib.

Ad D.

Do wymagan wynikajacych z organizacji procesu produkcji mozna zaliczy¢ warunki wynikaja-
ce z ograniczonych powierzchni magazynowania, koszty przezbrajania maszyn itp. Ich u-
wzglednienie prowadzi do wprowadzenia dodatkowych ograniczen, na przyktad na minimalne
wartosci sktadowych wektora zmiennych decyzyjnych, maksymalne liczby réznych typéw roz-

krojow, maksymalne liczby elementéw najednym rozkroju itp.

Lepsza organizacja pracy prowadzi do wprowadzenia do modelu tak zwanych elementéw do-
datkowych. W odr6znieniu od elementéw omawianych do tej pory, zwanych podstawowymi,
wprowadzane sg one arbitralnie w celu poprawienia wykorzystania surowca. Wiazga sie z pro-
dukcja przewidywang na przykfad na nastepny dzien. Zapotrzebowanie na nie musi by¢ spet-
nione od dotu, aby zyski zwigzane z wzrostem wydajnosci nie zostaty zniwelowane przez

koszty magazynowania.

3. Sformutowanie zadania optymalizacji

Typowy problem optymalizacji rozkroju moze by¢ zdefiniowany nastepujaco: Znana jest

¢ liczba typéw surowca |_s i wymiary surowca kazdego typu w_sy, i=l,l_s, j=1,3,
¢ liczba dysponowana n_sj, i=I,l_s dla surowca kazdego typu,

¢ liczba typéw elementdéw podstawowych |_p iich wymiary w_Py, i=l,l_p, j=I,2,
e zapotrzebowanie na elementy podstawowe n pj, i=l,1_p,

e liczba typéw elementéw dodatkowych |_d iich wymiary w_dy, i=I,l_d, j=1,2,

e oraz zapotrzebowanie na elementy dodatkowe n_dj, i=I,l_d.
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Naiezy wyznaczyc¢:

e zbidr dopuszczalnych rozkrojow surowca

A = {aj, a2, ... ak }, (1)

gdzie
k>1=I_p+1_d+Is. (2)

« wektor calkowitoliczbowych krotnosci stosowania powyzszych strategii xeR*4

Wektory a“eR1noszg nazwe strategii rozkroju. Ich elementy okresla sie nastepujaco: a;j -licz-
ba elementéw i-tego typu naj-tym rozkroju j=1, |_p+l_d, j=I, 1-1, a;+]_p+ jj=1 jezelij-ty roz-
kréj wykonuje sie z i-tego typu surowca lub 0 w przeciwnym przypadku, i=I,1_s, j=1, 1-1

3.1. Kryterium jakosci

Jako wskaznik jakosci przyjmuje sie najczesciej jedng z trzech ponizszych funkcji:

a) F(x) - sumaryczne zuzycie surowca,
b) G(x) - sumaryczny odpad,
¢) H(x) - wydajno$¢ wykorzystania surowca.

W przypadkach a) i b) zadanie optymalizacji polega na znalezieniu minimalnej wartosci funkcji
F(x) lub G(x),a w przypadku c) maksymalnej wartosci funkcji H(x). Niech uj, j=1, k bedzie
wielkoscig wykorzystanej objetosci j-tego rozkroju, a wj, j=1, k wielko$cia znajdujacego sie
na nim odpadu. Dalej niech u oraz w odpowiednio oznaczajg k elementowe wektory o skita-
dowych odpowiednio uj i wj. Mozna napisac:

u=ul+ u", ?3)
gdzie ulodpowiada powierzchni zajetej przez elementy podstawowe,a u" przez elementy do-

datkowe. Przy wprowadzonych oznaczeniach zachodzi:

F(x) = (u'+ u"+ w)x, (4)
G(x) = wx, (5)
e F(X)Fix)e(” (u'(l-{ J"u-:)\:v)x

Roznym funkcjom kryterialnym moga odpowiadaé inne rozwigzania zadania optymalizacji.
Minimalizacja zuzycia surowca prowadzi do nieuwzgledniania w rozwigzaniu elementéw do-
datkowych. Zwigksza to poziom odpadu i doprowadzi do spadku wydajnosci. Minimalizacja

poziomu odpadu jest rownowazna maksymalizacji wydajnosci,jezeli wymagania na poziom
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produkcji elementdw podstawowych sa spetnione réwnosciowo, jest jeden rodzaj surowca i
nie ma elementéw dodatkowych. Wtedy u'x jest stalg i

H() = ELETT w

gdzie C=u'x. Prowadzi to do relacji:
H(x) -> mai <>G(x) -» min. ®)

Kryterium najbardziej odpowiadajacym interesom fabryki jest wydajno$¢. H(x) jest nieliniowg
funkcjg wektora x ijej wykorzystanie moze prowadzi¢ do okreslonych ktopotédw przy budowie
algorytmu optymalizacji. Kryteria a) i b) sg liniowe i ze wzgTedu na (8) funkcja typu b) duzo
bardziej odpowiada rzeczywistym potrzebom uzytkownika. Poziom odpadu zostanie przyjety

jako funkcja kryterialna w nastepnych rozdziatach pracy.

4. Model matematyczny zadania optymalizacji

Modelem matematycznym problemu wyznaczania optymalnego rozkroju sformutowanego w

punkcie 3 jest nastepujace zadanie optymalizacji liniowej catkowitoliczbowej:

G(x) = wx —min 9)
Ajx >n_p (10)
A2x <n_d (11)
AjX <n_s (12)
x> 0 i catkowite. (13)

Wektory n_p, n_d i n_s zostaty zbudowane z elementéw n_pj, n_d;; n_sj. (10) jest zapisem
wymagan dotyczacych poziomu produkcji elementéw podstawowych,a (11) liczby elementéw

dodatkowych. (12) odpowiada wymaganiom dotyczacym dostepnych ilosci surowcow.

5. Opis algorytmu optymalizacji

Podstawowe trudnos$ci wystepujace przy rozwigzaniu zadania (9)-(13) zwigzanie sa z wymaga-
niami dotyczacymi catkowitoliczbowos$ci zmiennych x oraz z nieznajomoscia strategii rozkro-

ju, to znaczy macierzy A. Wyjsciem z sytuacji jest algorytm Gilmore'a i Gomoryego:
Algorytm 1 (Gilmore'a i Gomorv'egot

Krok 1
Wyznaczy¢ rozwigzanie bazowe dopuszczalne B dla problemu (9)-(13). Obliczy¢ macierz od-

wrotng B '1oraz wektor cen wg dla zmiennych bazowych.
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Krok 2

Wyznaczyé wektor cen dualnych ¢ = wb B_1. Znalez¢ nowy rozkréj dopuszczalny, to znaczy
wektor aeR ] dla ktérego ca -» max.

Krok 3

Jezeli ca < 0 to STOP. Macierz bazowa B zawiera wszystkie optymalne strategie rozkrojow, a
x jest optymalnym rozwigzaniem problemu (9)-(13) nie uwzgledniajacym catkowitoliczbowos-
ci zmiennych. W przeciwnym przypadku przej$¢ do kroku 4.

Krok 4

Przeprowadzi¢ proces reoptymalizacji. Polega on na wprowadzeniu do bazy strategii a na miej-
sce jednej z juz tam sie znajdujacych. Wyznaczyé macierz odwrotng B"1 do nowej macierzy

bazowej B oraz nowy wektor cen wg i powroci¢ do kroku 2.B

6. Procedura wyznaczania pierwszego rozwigzania dopuszczalnego

Zastosowanie postepowania opisanego w algorytmie Gilmore'a i Gomoryego wymaga uprzed-
niego wyznaczenia pierwszego rozwigzania bazowego dopuszczalnego. Jest to problem nietry-
wialny poniewaz nie mozna przyja¢ x=0 z powodu ograniczeni (10). Pierwsze rozwigzanie ba-
zowe dopuszczalne wygodnie jest wyznaczy¢ bez obecnosci elementéw dodatkowych w opar-
ciu 0 metode sztucznej bazy. Metoda sztucznej bazy ma w omawianym przypadku prostg inter-
pretacje fizyczng. Sprowadza sie ona do wprowadzenia sztucznego surowca dostepnego w
nieograniczonej ilosci i o bardzo wysokiej cenie. Obliczenia nalezy rozpocza¢ od rozwigzania,
na ktore sktada sie |_p strategii rozkroju wykonanych ze sztucznego surowca. Pierwsza ma-

cierz bazowa prymalnie dopuszczalna B i macierz do niej odwrotna B"1majg postac:

glem. 1 10 00 0 10 00 0
eglem. 2 01 00 0 0 1 00 0

0 0

B= sur.1 00 10 0 B'l= 0 0 10 0
sur. 2 0 0 01 0 0 0 01 0

0 0

szt.sur. 1 1 0O 1 -1 -1 00 1

W pierwszym rozwigzaniu bazowym prymalnie dopuszczalnym znajduje sie |_p sztucznych
zmiennych oraz 1+1-1 p zmiennych ostabiajacych. Wektor wspétczynnikow funkcji celu wg
ma warto$ci M » 0 na |_p pierwszych pozycjach odpowiadajagcych zmiennym sztucznym oraz
0 na wszystkich pozostatych, odpowiadajagcym zmiennym ostabiajacym:

wb=[M,M,....M,0,0,...,0]. (15)

Sztuczne rozwigzanie bazowe prymalnie dopuszczalne okre$lajg zaleznodci: bj=n_pj dla
i=1,1_p; bj=n_dj dla i =T+1 P> LP+Ld; bj=n_Sj dla i=l+I_p+I_d, L b]+i=M » 0.
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Mozna teraz wyznaczy¢ wektor cen dualnych, czyli wspétczynniki lokalnej funkcji celu dla za-
dania ca — max. Wyznaczenie nowej, lepszej strategii rozkroju musi by¢ zwigzane z uprzed-
nim okre$leniem rodzaju surowca. Wektor a ma znana warto$¢ jednej sktadowej U|_p+] =1,

gdzie j jest numerem surowca. Mozna zatem lokalny problem optymalizacji zapisaé jako:
f= max fj,j=1, s (16)

gdzie

LP
fi = max~Cjaj- cj+i_p+,_d, «6° @17
a i=i
a D jest zbiorem rozkrojéw dopuszczalnych. Proces wyznaczania pierwszego rozwiazania pry-
malnie dopuszczalnego opisuje ponizszy

Algorytm 2

Krok 1

Wyznaczy¢ macierze B, B'l1, wektor cen wB i kolumne b.

Krok 2

Wyznaczy¢ wektor cen dualnych ¢ = WgB'L

Krok 3

Wyznaczy¢ cO= Co=min G,j = 1_p +1_d + 1,1. Jezeli cO < 0,przejs¢ do kroku 5.

Krok 4

Do bazy wprowadzi¢ zmienng ostabiajgca. Odpowiadajaca jej kolumna a sktada sie z prawie
samych zer, jedynie «j0=1. Przej$¢ do kroku 6.

Krok 5

Wyznaczy¢ a jako rozwigzanie problemu (16)-(17). Jezeli f < 0,to STOP. Problem nie ma roz-
wigzan dopuszczalnych.

Krok 6

Wprowadzi¢ do bazy nowag strategie a. W szczeg6lnosci wyznaczy¢ technika eliminacji nowe
macierze B, B'l oraz wektory wg ib.

Krok 7

Jezeli w bazie B znajdujg sie jeszcze strategie wykonane ze sztucznego surowca,przej$¢ do
kroku 2. W przeciwnym przypadku STOP. Znaleziono rozwigzanie dopuszczalne. B

7. Uwagi koncowe

Trudno jest przeceni¢ efekty ekonomiczne zwigzane z eksploatacjg programow do optymaliza-
cji rozkrojow surowca. Znajdujg one zastosowanie do wyznaczania operatywnego planu pro-
dukcji, projektowania wyrobow, planowania zakupéw odpowiednich rodzajéw surowca itp.
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W pracy przedstawiono przyktadowy problem optymalizacji rozkrojow surowca. Sformutowa-
no problem optymalizacji, model matematyczny zadania oraz schemat algorytmu do jego roz-
wigzania. W drugiej czesci pracy skoncentrowano sie¢ nad problemem wyznaczania pierwszego
rozwigzania dopuszczalnego dla algorytmu Gilmore'a i Gomoryego. Na potrzeby sprawnego
rozwigzania zadania lokalnego, to znaczy wyznaczenia w kroku 5 oméwionego w punkcie 6
algorytmu 2 nowej strategii rozkroju a, opracowano szereg wiasnych procedur wykorzystuja-
cych liczne wiasnosci i twierdzenia z obszaru teorii i techniki optymalizacji catkowitoliczbo-
wej. Najbardziej istotnym problemem przy eksploatacji komputerowych systeméw przeznaczo-
nych do rozkrojow surowca jest ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw optymalizacji. Zagadnie-
nie ztozonos$ci opracowanych algorytméw bedzie przedyskutowane w nastepnych pracach.
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Abstract
The paper discusses an important cutting stock problem in furniture factory. Cutting stock

problems occur in a wide variety of industries. The first, significant advance in solving the
problems was the Gilmore and Gomory algorithm described in 1961. Since than an explosion
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of interest in this application area has been observed. In 1991 Sweeney and Paternoster
identified more than 500 papers that deal with cutting stock problems and their applications.
One of the most important reason for this activity is a large economic incentive to find more
effective optimisation procedures. It is easy to estimate potential benefits from using an
available system of optimisation algorithms. For example, in furniture factories the stock cost
exceeds 70% of the output product cost. Such a system is helpful not only during the
operational production plan formulation. It helps also in designing of new products, in

planning of stock storage and so on.

The paper is limited to the two-dimensional case in which both stock and ordered sizes are
rectangular. In the first part of the paper an optimization problem is formulated. During the
problem description various technical and organisational restrictions are considered in details.
Then, we present a mathematical model of the problem, various optimisation criteria, an

optimisation algorithm and its basic properties.

The proposed optimisation algorithm is based on the Gilmore and Gomory approach. The
most important feature of this algorithm relates to the non feasibility of the first primary
solution for the simplex revised algorithm. So, in the second part of the paper, an appropriate

procedure for finding first faesible solution is described.

The complexity of the reworked methods and procedures will be discussed in further papers.



