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M O D E L O W A N IE  M A N IP U L A T O R Ó W  Z O G N IW A M I E L A S T Y C Z N Y M I

S tre szczen ie : W  a r ty k u le  p rz ed s ta w io n o  w y p ro w ad zen ie  rów nań  ru c h u  m a n i
p u la to ra  o dw óch  ogn iw ach  e la s ty cz n y c h . Do w y p ro w ad zen ia  rów n ań  ruchu  z a 
s to so w an o  ró w n a n ia  L a g ra n g e ’a , zaś do  b a d a n ia  e lasty czn o śc i w y k o rzy stan o  m e to d ę  
e le m e n tó w  sk o ń czo n y ch . P o d a n o  też  k o n cep c ję  ro z sze rzen ia  a lg o ry tm u  w p rz y p a d k u  
zw ięk sze n ia  liczb y  e le m en tó w  skończonych  p o jed y n c ze g o  ogniw a. P rzep ro w ad zo n o  
b a d a n ia  sy m u la c y jn e  z a g a d n ie n ia  p ro s teg o  d y n a m ik i.

M O D E L L IN G  O F  F L E X IB L E  M A N IP U L A T O R S

S u m m a ry : T h is  p a p e r  p re se n ts  e q u a tio n s  o f  m o tio n  for a  m a n ip u la to r  w ith  
tw o  flex ib le  lin k s . T h e  e q u a tio n s  a re  d e riv ed  b asin g  on th e  L agrange  p r in c ip le  and  
f lex ib ility  o f th e  lin k s  is c o n s id e re d  b a s in g  on th e  fin ite  e le m en ts  m e th o d . It is show n 
how  to  e x te n d  th e  re su lts  to  th e  case  o f any  n u m b e r  o f fin ite  e le m en ts  for a  sing le  
link . F o rw ard  d y n a m ic s  p ro b le m  s im u la tio n  re su lts  a re  p re sen te d .

M O D E L L IE R U N G  D E R  M A N IP U L A T O R E N  M IT  E L A ST ISC H E N  
G E L E N K E N

Z u sa m m e n fa ssu n g : In d iesem  B e itra g  w u rd e n  d ie  B ew egungsg leichungen  des 
M a n ip u la to rs  m it  zw ei e la s tisc h e n  G e len k en  v o rg este llt; F ü r  d ie A u sfü h ru n g  d e r 
B ew eg u n g sg le ich u n g en  w u rd e  d ie  L ag ra n g e ’sch en  G le ich u n g  g e n u tz t  und  fü r d ie  
F o rsch u n g  d e r  E la s t iz i tä t  w u rd e  d ie  F in ite -E le m e n t-M e th o d e  an g ew en d e t. Es w u rd e  
au ch  d as  V e rb re itu n g sk o n z e p t des A lg o rith m u s  für d en  Fall m it  m eh re ren  E le m en ten  
e in z e ln e s  G e len k es  a n g eg e b en . A u ch  d ie  S im u la tio n  d e r D ire k tg a b e n  d e r  D y n am ik  
ist d u rc h g e fü h r t  w ord en .

1. W s tę p

W  a r ty k u le  p rz e d s ta w io n o  e k sp e ry m e n t sy m u lac y jn y  d la  m a n ip u la to ra  o  dw óch  o g n i

w ach e la s ty c z n y c h . D la  ro b o tó w  o o g n iw ach  e la s ty cz n y c h  ro zw ażać  b ędziem y , p o d o b n ie  
ja k  d la  sz ty w n y c h  k o n s tru k c ji ,  z ag a d n ie n ie  o d w ro tn e  o ra z  p ro s te  d y n a m ik i. Z ag a d n ie n ie  

o d w ro tn e  p o leg a  n a  w y z n ac z en iu  sil u o g ó ln ionych  d z ia ła ją c y c h  w z łączach  m a n ip u la to ra
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p rz y  za ło żen iu , że  z n a n e  s ą  p rz y sp ie sz e n ia  uogóln ione, przy  czy m  n a  p rz y sp ie sze n ia  te  

s k ła d a ją  się  p rz y sp ie sz e n ia  ’’z w ią z a n e  z e la s ty cz n o śc ią ” o raz  p rz y sp ie sze n ia  z łą cz y  m a n i
p u la to ra .  P ro b le m e m  d u a ln y m  je s t  z ag a d n ie n ie  p ro s te  d y n a m ik i, k tó re  p o leg a  n a  w y zn a 
c ze n iu  p rz y sp ie sze ń  u o g ó ln io n y ch  p rz y  z a ło żen iu , że zn an e  są  siły  u o g ó ln ione . P ro b le m a m i 
m o d e lo w a n ia  e la s ty c z n y c h  s t r u k tu r  ra m io n  ro b o tó w  zajm o w ało  się  w ielu  a u to ró w  ju ż  od  
b lisko  20 la t. J a k o  k ilk a  re p re z e n ta ty w n y c h  p ra c  o tej te m a ty c e  m o żn a  w skazać ch o ciażb y  

[1, 6 , 7, 8 , 9). D o o p isu  d y n a m ic z n y c h  zach o w ań  e lasty czn y ch  ogniw  s to su je  się  d u ż ą  liczbę 
z n an y c h  m e to d , p rz y  czy m  d o  n a jczęśc ie j sto sow anych  należy  p o d e jśc ie  z w ią z a n e  z m o 

d a m i d rg a ń , tzw . a n a liz ą  m o d a ln ą  [5] o ra z  m e to d a  sz tyw nych  lu b  e la s ty cz n y c h  e le m en tó w  

sk o ń czo n y ch  [3]. R ó w n a n ia  ru c h u  m o ż n a  b u dow ać, p o d obn ie  ja k  d la  o gn iw  sz ty w n y c h , 
w y k o rz y s tu ją c  ró w n a n ia  L a g ra n g e ’a  [1, 8 , 9] lub  N e w to n a -E u le ra  [4j.

W  p ra c y  z a s to so w an o  ró w n a n ia  L a g ra n g e ’a  w p o łączen iu  z m e to d ą  e le m en tó w  sk o ń 
czo n y ch . P rz e p ro w a d z o n e  b a d a n ia  są  ro zsze rzen iem  w yników  zam ieszczo n y ch  w p ra cy
[9]. W  a r ty k u le  z ap ro p o n o w a n o  m e to d ę  a n a lity c zn o -n u m e ry c z n ą  g e n e ra c ji ró w n a ń  m o 
d e lu  m a te m a ty c z n e g o  d y n a m ik i m a n ip u la to ra  o ogniw ach e la s ty cz n y c h , k tó ra  p o zw ala  
w k o n sek w en cji n a  u z y sk a n ie  ró w n ań  w p o stac i jaw n ej. W  ró w n a n iac h  u w zg lęd n io n o  
sk ła d n ik  M q , t j .  i lo czy n  p o c h o d n e j m ac ie rzy  m as p om nożonej p rz ez  w e k to r  p ręd k o śc i 
u o g ó ln io n y ch , k tó re g o  n ie  u w z g lęd n io n o  w  p ra cy  [9]. P o n a d to  an a lizo w an o  p e łn e  p o s ta c ie  
p o c h o d n y c h  m a c ie rz y  m as  w zg lęd em  w sp ó łrzęd n y ch  uogóln ionych  [2]. P o zw o liło  to  n a  
p rz e p ro w a d z e n ie  b a d a ń  sy m u lac y jn y ch  z ag a d n ie n ia  p rostego  d y n a m ik i d la  ro zw ażan eg o  
p rz y k ła d u  m a n ip u la to ra  o d w ó ch  og n iw ach  e lasty czn y ch , z k tó ry c h  k ażd e  p o d z ie lo n o  n a  
d w a  e la s ty c z n e  e le m e n ty  sk o ń czo n e . P rz e p ro w ad z o n a  a n a liza  m a  w sze ch s tro n n y  c h a ra k 
te r  i n a d a je  się  do  b e zp o ś re d n ieg o  za s to so w an ia  do rów noleg łego  w y k o n y w an ie  o b liczeń  
z a g a d n ie n ia  p ro s te g o  o ra z  o d w ro tn e g o .

W  ro z d z ia le  d ru g im  p rz e d s ta w io n o  z a ło że n ia  teo re ty czn e  ob liczeń  p rzez  sfo rm u ło w an ie  
w y rażeń  o k re ś la ją c y c h  e n e rg ię  k in e ty c z n ą  i p o te n c ja ln ą  poszczególnych  ogniw . Z a p re z e n 
to w an o  te ż  o g ó ln ą  k o n c ep c ję  o b liczeń  a n a lity c z n o  - num ery czn y ch  ro zw ażan eg o  p rz y k ła d u . 

P o n a d to  w ro z d z ia le  ty m  p rz e d s ta w io n o  szczegółow y w ykaz o zn aczeń . W  ro zd z ia le  t r z e 
c im  p rz e d s ta w io n o  w yn ik i b a d a ń  sy m u la c y jn y c h  ro z w iąz an ia  z a g a d n ie n ia  p ro s te g o  d la  

b a d a n e g o  m a n ip u la to ra .  W  k o le jn y m  ro zd z ia le  p rzed staw io n o  w nioski końcow e.

2. T eo re ty czn e  za łożen ia  ek sp e ry m e n tu

E k sp e ry m e n t o b liczen io w y  o p ra co w a n o  n a  p o d staw ie  p racy  [9]. U k ład  sk ła d a  się  z m  

ogn iw  e la s ty c z n y c h , p rz y  c zy m  i- te  ogn iw o  sk ła d a  się z n, e lem en tó w  o d ługośc i K ażd y  

z e le m en tó w  i j  ( j  o z n a c z a  t u t a j  n u m e r  e le m e n tu  w i- ty m  ogniw ie) m a  en e rg ię  k in e ty c z n ą  

T{j o ra z  p o te n c ja ln ą  Vjy, k tó re  są  fu n k c ją  w e k to ra  (n  x  1) w sp ó łrzęd n y ch  uog ó ln io n y ch  

9 =  [ i i i  <72, • '  • i <7n]r  o ra z  w e k to ra  p ręd k o śc i q.

C a łk o w itą  e n e rg ię  k in e ty c z n ą  i p o te n c ja ln ą  m a n ip u la to ra  o k reślim y  n a s tę p u ją c o

m n, rn n,

1 = 1  ; '= 1  i — l ;  =  1
(1)
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u 2j u 2j t 2
R ys. 1. O d k sz ta łc e n ie  m a n ip u la to ra  o  dw ó ch  o gn iw ach  e lastycznych  
F ig . 1. D e fo rm a tio n s  o f a  m a n ip u la to r  w ith  tw o flex ib le  links

W y p ro w ad z e n ie  rów nań  m o d e lu  m a te m a ty c z n e g o  o g ran iczo n o  do p rzy p ad k u  m a n ip u 

la to r a  o dw óch  ogniw ach e la s ty cz n y c h  p rz e d s ta w io n y c h  n a  ry su n k u  1. P ierw sze  ogniw o 

p o d z ie lo n o  n a  e lem en ty  o n u m era ch  11, 12 , - - - ,  ly , - - - ,  l n i  o jednakow ej długości l \ ,  n a to 
m ia s t  d ru g ie  ogniw o n a  e le m en ty  o n u m e ra c h  2 1 , 2 2 , • • • ,  2 j ,  ■ ■ • ,  2n 2 o jednakow ej długości 

li- P o n a d to  posług iw ać się b ęd z iem y  n a s tę p u ją c y m i o zn aczen iam i (n iek tó re  z nich z az n a 
czo n o  n a  ry su n k u  1).

o ra z  la g ra n g ia n  m a n ip u la to ra

A ? ,  <?) =  T  ~  V  , (2 )

g d z ie  m  je s t  liczb ą  ogniw , zaś ri; je s t  l ic z b ą  e le m e n tó w  skończonych  i-tego  ogniwa.
Z ró w n a n ia  L agrange’a

£

dl

m o ż n a , u w zg lęd n ia jąc  w aru n k i b rzegow e, u zy sk ąć  ró w n a n ie  o p isu jąc e  d y n am ik ę  u k ład u

M q - f  =  Q ,  (4)

g d z ie  M  =  M ( q )  je s t n ie lin io w ą  fu n k c ją  w e k to ra  q i n a zy w a  się  m ac ie rzą  m as. Q  re p re 

z e n tu je  siły  uogóln ione w p rz eg u b a ch  o ra z  siły  d z ia ła ją c e  po m ięd zy  dw o m a e lem en tam i 
sk o ń c z o n y m i, n a to m ia s t /  r e p re z e n tu je  w e k to r  fu n k c ji n ie lin iow ych , k tó re  są  zależne od 
q o ra z  q. W sp o m n ia n a  pow yżej m ac ie rz  M  je s t  d o d a tn io  określona.

O X Y  -  bazo w y  uk ład  w sp ó łrzęd n y ch ,
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0 , X i Y i  -  u k ła d  w sp ó łrzęd n y ch  z w iązan y  z i- ty m  ogn iw em . Oś 0 \ X i  je s t  z g o d n a  z k ie
ru n k ie m  n ieo d k sz ta lc o n eg o  (tra k to w a n e g o  ja k o  cia ło  sz ty w n e) og n iw a  ł o ra z  oś 
O -iX 2 j e s t  z g o d n a  z k ie ru n k ie m  n ieo d k sz ta lco n eg o  ogniw a 2,

O i j X i jY i j  — u k ła d  w sp ó łrz ęd n y c h  z w iązan y  z e le m e n te m  i j  og n iw a  i-teg o  o  p o c z ą tk u  Oij,  

p rz y p o rz ą d k o w a n y m  n ie o d k sz ta lc o n em u  i- te m u  ogn iw u , w y n ik a ją c y m  z p rzec ięc ia  
osi 0 , X {  w p u n k c ie  ( j  — l ) / t o raz  p ro s te j łąc zą c e j te n  p u n k t  z p u n k te m  w sp ó ln y m  
m ięd zy  e le m e n ta m i i ( j  — 1) o ra z  i j .  O ś 0 , 2A y  leży n a  osi O;A '; o raz  O tJYtJ je s t  

ró w n o leg ła  do  osi 0 , Y i ,

-ctj , yij -  w sp ó łrz ęd n e  od leg łości w u k ład z ie  Ot]X IJ Ytj d la  dow olnego p u n k tu  j- te g o  e le 

m e n tu  i-teg o  ogn iw a,

r  — w e k to r o k re ś la ją c y  od leg łość  od  p u n k tu  O do  dow olnego  p u n k tu  P m a n ip u la to ra ,

/'1. v2 -  w e k to ry  o k re ś la ją c e  od leg łość  od  p u n k tu  O i (O 2) do  dow olnego p u n k tu  n a leżąceg o  

do  e le m e n tu  1 j  w u k ład z ie  0 ] A'i Vj (2j  w u k ład z ie  O 2 A’2 12),

1*02 -  w e k to r  o k re ś la ją c y  od leg łość  p u n k tu  O  od p o c z ą tk u  u k ład u  0 2A'2V2,

n i ,  n-i -  l ic z b a  e le m e n tó w  skoń czo n y ch  o d p o w ied n io  1 o r a z '2 ogniw a,

01. 0 2 -  w sp ó łrzęd n e  uo g ó ln io n e  (k ą t)  o d p o w ied n io  d la  z łącza  1 o raz  2 , 

b ,  /2 — d łu g o ść  każdego  z e le m en tó w  skończonych  1 o raz  2 ogniw a,

¿ 1, L 2 -  c a łk o w ita  d łu g o ść  o gn iw  1 o ra z  2,

n i \ ,  tn 2 -  m a s a -n a  je d n o s tk ę  d ługośc i 1 o raz  2 ogn iw a (p rę ty , k tó re  są  o g n iw am i

m a ją  s t r u k tu r ę  je d n o ro d n ą ) ,

U2j - 1, u ’ij - 1  -  p rz em ie sz c ze n ia  lin iow e e la s ty c z n e  p u n k tu  łącząceg o  o d p o w ied n io  e le 

m e n ty  1 ( j  — 1) o ra z  1 j  d la  1 ogniw a o raz  2 ( j  -  1 ) o ra z  2j  d la  2 ogniw a,

u2j, w 2j  -  p rz e m ie sz c z e n ia  k ą to w e  e la s ty c z n e  o d p o w ied n io  w p u n k c ie  łą c z ą c y m  e le m en ty  

l ( j  — 1) o ra z  1 j  d la  1 o g n iw a  o ra z  e le m en ty  2 ( j  — 1) o raz  2j  d la  2 ■ ogniw a.

K ą ty  te  są  m ie rzo n e  o d p o w ie d n io  w zględem  osi 0 \ X \  o ra z  0 2X 2,

M i ,  M 2 -  m a c ie rz e  m as  ł  o ra z  2 ogn iw a,

I\’i , K 2 — m a c ie rz e  sz ty w n o śc i 1 o ra z  2 ogniw a,

E  -  m o d u ł Y o unga ,

l i ,  l 2 -  m o m e n ty  b ezw ład n o śc i figury  p łask ie j b ęd ące j p rz e k ro je m  1 o ra z  2 ; - ogn iw a.
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2.1. Lagrangian oraz równania ruchu

P o s ta c i w y ra że ń  n a  e n e rg ie  k in e ty c z n ą  o raz  p o te n c ja ln ą  m o ż n a  zn a leźć  w p ra c y  [2], 
W ek to r sil u o g ó ln io n y ch  o b lic z am y  z ró w n a n ia  L ag ra n g e ’a:

d_
J t

d C

dq>;

d £

%
Qk  , k  =  1 ,2 , . . . ,  n  , (5)

g dzie
C = T  -  V  -  Ti Ą-T2 - V i  -  V2 . (6)

Z an im  p rz e jd z ie m y  do d a lszy c h  ro zw ażań  zw iązan y ch  z lag ra n g ia n e m , u w zg lęd n im y  w a
ru n k i b rzegow e d la  ro zw ażan eg o  p rz y k ła d u . B io rąc  pod  uw agę fa k t, że z łącze  ogn iw a 

1 je s t  o g ra n ic z o n e  w te n  sp o só b , że  m a  zerow e p rzem ieszczen ie  o raz  o b ra c a  się  o k ą t  
di w zg lęd em  bazow ego  u k ła d u  o d n ie s ie n ia , m o żem y  zap isać : « i ( i )  =  0 o ra z  u 2(i)  =  0 . 
P o d o b n a  s y tu a c ja  m a  m ie jsce  d la  o g n iw a  2, w obec tego  m am y  u ą j i )  =  w 2( t ) =  0. 
U w zg lęd n ia ją c  w a ru n k i b rzegow e d la  en erg ii k in e ty czn e j I \  o raz  T2 m ożem y zap isać  [2]

Ti  — ^  q j  ń / i  qi , T i  — ^  ?2 M 2 92 ,

p rzy  czym

<7-1

=  [0, ,  ' k f ] ,  ' k f  =  (u3 , « 4 , « 5, « 2 ,,,+ 2 ] ,

=  [ ć / l , W 2 „ , + l ,  U 2 „ , + 2 ,  02 , 'k"2 ] ,  ' k f  =  [u>3, W>4, U.’5 , ■Wina+j],

(7)

(8)

(9)

g d z ie  (¡1 o ra z  <j2 o z n a c z a ją  o d p o w ied n io  p o c h o d n e  w zg lędem  czasu  w ektorów  o k reślonych  
w zo ram i (S) o ra z  (9 ), n a to m ia s t  M i  o raz  M 2 s ą  m ac ie rzam i m as o d p o w ied n io  p ierw szego  
o raz  d ru g ieg o  o g n iw a  z  u w zg lęd n io n y m i w aru n k am i b rzeg o w y m i. W  p o d o b n y  sposób  

n a leży  u w zg lęd n ić  w a ru n k i b rzegow e we w zorach  o k re ś la ją c y c h  en erg ię  p o te n c ja ln ą , co 
p ro w ad zi do  n a s tę p u ją c y c h  w zorów  o k re ś la ją c y c h  ca łk o w itą  en erg ię  p o te n c ja ln ą  1 i 

2 og n iw a  [2 ]

Vi =  m i  g  [0 1] Tg
± n 2l2 2 1 1
Ro ' ki

+  i  <ki K i  'Hi , ( 10 )

p rz y  c zy m  \ki o raz  \k2 zd efin io w an e  są  z a  p o m o cą  w zorów  (8 ) i (9 ), n a to m ia s t  Ro o raz  R \  
s ą  p e w n y m i w e k to ra m i od leg łości [2], K \  o ra z  I \ 2 są  m ac ie rz a m i sz tyw ności o d p o w ied n io  

p ierw szego  o ra z  d ru g ieg o  ogniw a.
B io rą c  te ra z  p o d  uw agę  w zory  (7) do  (11) p rz ek sz ta łc im y  lag ra n g ia n  1 . i 2 ogn iw a 

b a d an e g o  m a n ip u la to ra  do  p o s ta c i

/ ł  =  T i  +  T 2 — Vi — V2 =  — f  M  q — 1/(< /), (12)

p rzy  czym

q7 =  [01, U3, U4, US, • • • ,  U2n,+li U2ri,+2: 02i ^ 3 ,  u ’4, ' "  y Ul2n:,+2] . (13)

+  1 ^ 7 1 2 * 2 ,  ( U )
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zaś AJ  j e s t  m a c ie rz ą  m a s  całego  m a n ip u la to ra ,  k tó ra  w y n ik a  z su p e rp o zy c ji m ac ie rz y  m us

M i i ■
W y ra ż e n ie  (12) je s t  sk a la re m , k tó reg o  w arto ść  za leży  od  w sp ó łrzęd n y ch  u o g ó ln ionych  

qi o ra z  ich  p ręd k o śc i <7,. K o rz y s ta ją c  z defin icji ró żn iczk o w an ia  sk a la ra  w zg lędem  w e k to ra  
q o trz y m a m y

f r M q ,  (14)

p rz y  czy m  u w zg lęd n io n o  fa k t, że  e n e rg ia  p o te n c ja ln a  n ie  je s t  z a leż n a  o d  w e k to ra  q. 
R ó ż n ic zk u ją c  o b u s tro n n ie  w zg lędem  czasu  w y rażen ie  w ek to row e (14) o trz y m a m y

7t ^  = i m  = Ńc‘ + Al i i - (15)
R ó żn iczk o w an ie  lag ra n g ia n u  w zg lędem  w e k to ra  q p row adzi do  n a s tę p u ją c e g o  w zoru

dc
dq

1 ,T d M  . d V  1 -t ■ _ W _  1 . j  dM  . dV
2 q dq1 q dqi ’ 2 q dqi ? % ' 2 <l dq,\  ̂ dq,w

(16)

p rz y  czy m  N  j e s t  c a łk o w itą  lic z b ą  s to p n i sw o b o d y  (z uw zg lęd n ien iem  w aru n k ó w  b rzeg o 
w y ch ) m a n ip u la to ra ,  t j .  N  =  2iij  +  2 ti2 +  2. W p ro w a d z a ją c  o zn aczen ie

O M

d q

O M  O M  O M  ] 7

Oqi ' ' 0q, ' ' 0q
(17)

o ra z  u w z g lę d n ia ją c  w zory  (14 ), (15) o ra z  (16) o trz y m u je m y  n a s tę p u ją c e  ró w n a n ie  ru ch u  
m a n ip  u la to ra

, ,  .. • 1 ,T O M  0 V  .
M q  +  M q - - q  — ę + _  = Q,  (Ib)

p rz y  czy m  Q  j e s t  w e k to rem  sil uog ó ln io n y ch  d z ia ła ją c y c h  w u k ład z ie .
A u to rz y  p ra cy  [9] r o z p a tru ją  o d d z ie ln ie  lag ran g ian  C\  d la  ogn iw a 1 o ra z  d la  

o g n iw a  2, a  n a s tę p n ie  o b lic z a ją  o d p o w ie d n ie  p o c h o d n e  lag ra n g ia n u  w zg lęd em  w sp ó ł
rz ęd n y c h  u o g ó ln io n y ch . P o z a  ty m  n ie  ro z p a tru ją  on i p o c h o d n e j m ac ie rz y  m as  w zg lęd em  

c za su , w y s tę p u jąc e j w ró w n a n iu  (15). W  a r ty k u le  z ap ro p o n o w a n o  o b liczen ie  la g ra n 
g ian u  w s ta n d a rd o w y  sp o só b  d la  ca łeg o  m a n ip u la to ra  o ra z  w łączo n o  sk ła d n ik  z w iązan y  
z p o c h o d n ą  m ac ie rzy  m as  w zg lędem  czasu . Z uw agi n a  d u ży  ro z m ia r  p ro b le m u , tj. 
z n a c z n ą  liczbę  s to p n i sw o b o d y  m a n ip u la to ra ,  ró w n a n ie  (18) je s t  d o g o d n e  n a  p o trz e b y  
sy m u la c ji,  p o n iew aż  w sp o só b  jaw n y  n a leży  w y zn aczy ć  m ac ie rz  m as  u k ła d u , a  n a s tę p n ie  
d o k o n ać  fo rm a ln eg o  ró ż n iczk o w an ia  m ac ie rz y  m as  w zg lędem  czasu  o ra z  w sp ó łrz ęd n y c h  
u o g ó ln io n y ch . Z g o d n ie  z ró w n a n iem  (18), lepiej zas to so w ać  a lg e b rę  m a c ie rz y  p o m im o  
że  p o c h o d n e  m ac ie rz y  w zg lęd em  w e k to ra  w sp ó łrz ęd n y c h  u o g ó ln io n y ch  z a w ie ra ją  w iele 
zer. W  ta k im  p rz y p a d k u  p ro p o n u je  się  p ro g ram o w e  w y k ry w an ie  z e r w ty c h  m ac ie rzach  
w celu  u z y sk a n ia  e fek ty w n ie  m n ie jszej liczby  o p e rac ji m a te m a ty c z n y c h .

Z ró w n a n ia  (18) m o żem y  w y zn aczy ć  w e k to r p rzy sp ieszeń  w sp ó łrzęd n y ch  u o g ó ln ionych  
w ed łu g  n a s tę p u ją c e g o  w zoru
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k tó ry  j e s t  p o d s ta w ą  do  ro z w iąz an ia  z ag a d n ie n ia  p rostego  d y n a m ik i p rz y  założonych  p o 
s ta c ia c h  w y m u sz e ń  p o łożeń , p rędkości o raz  sil uogóln ionych  d z ia ła ją c y c h  w z łączach  m a 
n ip u la to ra  i w p o łą c z e n ia c h  e le m en tó w  skończonych.

3, W y n ik i  b a d a ń  sym ulacyjnych

B a d a n ia  sy m u la c y jn e  p rzep ro w ad zo n o  d la  dw óch m a n ip u la to ró w : o  je d n y m  o raz  o 
dw óch  o g n iw a c h  e la s ty czn y ch . A nalizo w an o  konfiguracje  m a n ip u la to ró w  ty p u  p o jed y n cze  

o raz  p o d w ó jn e  w a h ad ło  fizyczne, zgodn ie  z rys. 1. D ługość każdego  z ogniw  wynosi 

¿ i  =  ¿2  =  1 m , m a s a  n a  je d n o s tk ę  długości n i] = m-i =  5 k g / m ,  m o m e n ty  bezw ładności 

A  =  A  — 5 • 10 ~9 m A o raz  m o d u ł Y ounga  je s t  jed n ak o w y  d la  każdego  z ogniw  i wynosi 
E i  =  E i  =  2 - 10 u  N / m 2.

Y

2  ogniwo

02 (0) = 5

R y s .  2 . M a n ip u la to r  o dw óch ogniw ach  e lasty czn y ch  
F i g .  2 . M a n ip u la to r  w ith  tw o flex ib le  links

D la  r o z w ią z a n ia  z a g a d n ie n ia  p ro steg o  d y n am ik i po słu żo n o  się  ró w n an iem  (19), do 
k tó reg o  z a s to s o w a n o  p ro c ed u rę  ca łk o w an ia  R ungego  - K u t ty  6 rzęd u  ze  zm ien n y m  
k ro k iem  c a łk o w a n ia . D la  m a n ip u la to ra  o jed n y m  ogniw ie  p rz y ję to  w arto ść  p o czą tk o w ą  

k ą ta  0i(O ) =  —80° p rzy  zało żen iu , że  siły  uogóln ione w y s tę p u ją c e  po  praw ej s tro n ie  w zoru  

(18) są  ró w n e  z e ru . B a d an o  z a te m  p rz y p ad e k  zachow an ia  się  u k ła d u  p o d d a n eg o  d z ia łan iu  

je d y n ie  s iły  g ra w ita c j i .  O gniw o p o d z ie lo n o  n a  dw a e le m e n ty  sk o ń czo n e  o jed n ak o w ej 
d ługości li  =  0 .5  m . W aru n k i p o czą tk o w e  d la  p o zo sta ły ch  w sp ó łrzęd n y ch  uogóln ionych  
o raz  w s z y s tk ic h  p ręd k o śc i uogóln ionych  p rz y ję to  rów ne zero . C zas ob se rw acji p rzeb ieg u  

p rz y ję to  ró w n y  5 s  p rz y  k ro k u  d y sk re ty za c ji A l  =  0.01 s. P rz y p o m n ijm y  w ty m  m ie jscu , 

że  k ro k  d y s k re ty z a c j i  n ie  je s t  k ro k iem  całkow an ia . W  czasie  A t  p ro c e d u ra  ca łk o w an ia  je s t
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w y w o ły w an a  w ie lo k ro tn ie  ze  z m ie n n y m  k ro k iem  całkow ania . P rz e b ie g i po łożeń  o ra z  ich  
p ręd k o śc i m o ż n a  z n a lez ć  w p ra c y  [2].

N a s tę p n ie  p rz e b a d a n o  ro z sze rz en ie  z ag a d n ie n ia  p rostego  d la  m a n ip u la to ra  o dw óch 

o g n iw ach  e la s ty c z n y c h . D la  w sp ó łrzęd n y ch  uogólnionych p rz y ję to  n a s tę p u ją c e  w aru n k i 

p o czą tk o w e: ^ ( O )  =  - 9 0 ° ,  02(O) =  5°, u 3(0) =  u.((0) =  u 5(0) =  u 6(0) =  tu3(0) =  tu4(0) =  
u)s(0) =  uig(0) =  0. P rz y ję to  zerow e prędkości po czą tk o w e  w szy s tk ich  w sp ó łrzęd n y ch  
uog ó ln io n y ch . P o d o b n ie  ja k  p o p rz ed n io  p rz y ję to , że w u k ładzie  d z ia ła  ty lk o  siła  g ra w ita c ji. 
C zas  o b se rw acji p rz e b ie g u  w ynosił 5 s  p rzy  k ro k u  d y sk re ty zac ji A t  =  0.1 s .  P rzy k ład o w e  
p rzeb ieg i z a p re z e n to w a n o  n a  ry su n k a ch  3.1 do 3.6. N a  ry s .3.1 p rz ed s ta w io n o  p rzeb ieg  
w sp ó łrzęd n e j u o g ó ln io n e j 0h n a to m ia s t  o d p o w ia d a ją c ą  p rędkość n a  ry s .3.2. N a  ry s .3 .3  

o ra z  ry s .3.4 p rz e d s ta w io n o  p rzem ieszczen ie  liniow e o raz  jego p ręd k o ść  d la  p ierw szego  e le 

m e n tu  sk o ń czo n eg o  p ierw szeg o  ogn iw a, n a to m ia s t  n a  ry s.3.5 o ra z  ry s .3 .6 . zo b razo w an o  

p rz em ie sz c ze n ie  k ą to w e  p ierw szeg o  e le m en tu  d rug iego  ogniw a. Z w ró ćm y  uw agę n a  fa k t,  
że p rz em ie sz c ze n ie  lin iow e o ra z  k ą to w e  u 3 o raz  w 5 są  ba rd zo  m ałe .

P rzy  ro z w ią z a n iu  z a g a d n ie n ia  p ro s teg o  d la  dw óch ogniw  e la s ty cz n y c h  p o m in ię to  d rug i 
o ra z  trze c i sk ła d n ik  w n a w ias ie  k w a d ra to w y m , w y s tę p u jąc e  we w zo rze  (19). T ak ie  o g ra n i

c ze n ia  n ie  m ia ły  m ie jsc a  d la  je d n e g o  ogniw a. O kazało  się, że n iem o ż liw e  by ło  w y k o n an ie  

p ro c e d u ry  c a łk o w a n ia  w ta k im  p rz y p a d k u  z uw agi n a  p rz ep e łn ie n ie  z m ie n n y ch  rzeczy w i

s ty c h  p o d w ó jn e j p re c y z ji  w e w n ą trz  p ro c ed u ry  ca łkow an ia  (n ie  m ia ło  to  m ie jsc a  je d y n ie  w 
p rz y p a d k u .g d y  A t  =  0 .01 s p rz y  dok ład n o śc i 50%  !). P o d o b n ie  n ie  m o ż n a  by ło  z m n ie j
szyć  k ro k u  d y sk re ty z a c ji  p rz y  zach o w an iu  dok ładności ob liczeń  rzęd u  k ilk u  p ro c en tó w . 

D la  jed n e g o  o g n iw a  o g ra n ic z e n ia  te  b y ły  zn aczn ie  m niej d ra s ty cz n e . P rz y  d o k ład n o śc i 3%  
m o żn a  by ło  u z y sk a ć  czas A i  =  0.01 s .  D alsze zw iększan ie  k ro k u , pow yżej 0.05 s ,  p rz y  
d o k ład n o śc i oko ło  10%  pow odow ało  ’’p rzep e łn ie n ie "  p ro ced u ry  c a łk u ją c e j. P ro c e d u ra  t a  

o k a za ła  się  b a rd z o  w ra ż liw a  i t ru d n o  by ło  uzy sk ać  m ały  krok A t  p rz y  d u że j d o k ład n o śc i.

D o p ie ro  z a s to so w an ie  m e to d y  ca łk o w an ia  G e a ra  [10] pozw oliło  n a  u z y sk an ie  b a rd z o  

m a ły c h  kroków  c a łk o w a n ia  rz ęd u  0.001 p rzy  jed n o cześn ie  dużej d o k ład n o śc i pon iże j 1 

%. Z as to so w a n ie  te j  m e to d y  po zw o liło  n a  uzyskan ie  pełnej re p re z e n ta c j i , to  je s t  w szy s t

kich  sk ła d n ik ó w  w y s tę p u ją c y c h  we w zorze (19) zarów no  d la  jed n e g o  o raz  dw óch ogniw  i 
w iększej n iż  d w a  lic z b y  e le m en tó w  skończonych  d la  ogniw a. W e w szy s tk ich  p rz eb ieg a c h  
z ak re sy  z m ia n  w sp ó łrz ęd n y c h  uog ó ln io n y ch  e la sty czn y ch  są  rz ęd u  0.05 do  0.25 m m  lub  
0.01° do  0 .1°, co  je s t  z g o d n e  z w y n ik am i z aw arty m i w p racy  [9].

B a d a n ia  sy m u la c y jn e  ro zsze rzo n o  n a  w iększą liczbę e lem en tó w  skończonych  p o je d y n 

czego  o g n iw a  ( l ic z b a  ich  je s t  o g ra n ic z o n a  je d y n ie  p o jem n o śc ią  pam ięc i o p e ra c y jn e j) .  W  

ty m  celu  w y k o rz y s ta n o  e le m e n ty  p ro g ram o w a n ia  ob iektow ego. S tw o rzo n o  o b ie k t ty p u  
m ac ie rz . Z as to so w a n ie  o b ie k tu  ty p u  m ac ie rz  pozw oliło  na  z ręczn y  zap is  w ielu  sk o m p li

kow anych  w zorów  m ac ie rz o w y c h , z a  p o m o cą  k tó ry c li b u d u je  się  ró w n a n ia  m o d e lu  m a te 

m a ty c z n e g o  d y n a m ik i  ro b o ta .  N a  s tw o rzo n y m  obiekcie  m o żn a  w y konyw ać w iele o p e rac ji 

m a te m a ty c z n y c h , p o d o b n ie  ja k  n a  zw yk łych  liczbach . O prócz  s ta n d a rd o w y c h  o p e rac ji, 

ta k ic h  ja k  d o d a w a n ie , w p ro w ad zo n o  rów nież  o p e rac je , k tó re  m a ją  sp e c ja lis ty c z n e  z a s to 

sow anie . P rz y k ła d e m  m o że  b y ć  o p e ra c ja  su m  m ac ierzy  m as poszczeg ó ln y ch  e le m en tó w  
sk o ń czo n y ch , k tó r a  u m o ż liw ia  o b liczen ie  m ac ie rzy  m as całego o g n iw a  i da le j m a n ip u la 

to ra . U zy sk an o  z a d o w a la ją c e  w y n ik i tak ic h  k o n s tru k c ji ,c o  p o tw ie rd z o n o  w b a d a n ia c h  

sy m u lac y jn y ch .
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Rys. 3. 3 Liczbo ogniw = 2
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4. W n io sk i końcowe

P rz y  ro z w iąz y w a n iu  z a g a d n ie n ia  p ro s te g o  zas to so w an o  m e to d ę  ca łk o w an ia  R un g eg o  

-  K u t ty  6 rzęd u  ze  z m ie n n y m  k ro k iem  całk o w an ia . O k azu je  się , że  m e to d a  t a  n ie  
d a je  d o b ry c h  w yn ik ó w  w b a d a n ia c h  sy m u lac y jn y ch  w p rz y p a d k u , gdy  do  ró w n ań  ru 
ch u  d o łą c z y m y  sk ła d n ik i ty p u  M q  o ra z  qT ^ j -q .  W  tak ic h  p rz y p ad k a ch  n ie  je s t  m ożliw e 
ca łk o w an ie  ró w n ań  ru ch u  z uw agi n a  w y s tę p u ją c e  p rz e p e łn ie n ia  zak resów  p rędkości o raz  
p o ło żeń  " w e w n ą trz ” p ro c e d u ry  c a łk u ją c e j. D la  p o jed y n c ze g o  og n iw a  e la s ty czn eg o  n ie  z a 
obse rw o w an o  ta k ic h  efek tó w . D op ie ro  zas to so w an ie  m e to d y  ca łk o w an ia  G e a ra  pozw oliło  

n a  ro z w ią z a n ie  po szczeg ó ln y ch  p ro b lem ó w  d la  dw óch  ogniw  e la s ty czn y ch .

Z a p ro p o n o w a n e  a lg o ry tm y  n a d a ją  się  w p ro s t do  p rz e tw a rz a n ia  rów noleg łego , co rów nież  
je s t  p lan o w an e  w d a lszy ch  b a d a n ia c h . P o n a d to ,  b a d a n y  u k ład  je s t  u k ład e m  o w ielu  s to p 
n iach  sw o b o d y , co w y m a g a  b a rd z o  d u ży ch  n ak ła d ó w  ob liczen iow ych . In te re su ją c a  będzie  

z a te m  p lan o w an a  o p ty m a liz a c ja  ty ch  ob liczeń .
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A b stra c t
T h is  p a p e r  p re se n ts  a  f in ite  e le m e n t/L a g ra n g ia n  ap p ro ach  to  th e  m a th e m a tic a l  m o 

d e llin g  o f flex ib le  m a n ip u la to rs .  E ach  lin k  of th e  m a n ip u la to r  is co n sid ered  as a  n u m b e r  

o f f in ite  e le m e n ts . F o r e ac h  e le m e n t, k in e tic  an d  p o te n tia l  energ ies a re  c a lc u la te d , and  

n e x t a re  su m m e d  in  o rd e r  to  o b ta in  to ta l  L ag ran g lan  of th e  m a n ip u la to r . C o n seq u en tly , 
e q u a tio n s  o f  m o tio n  a re  d e riv e d  b asin g  on th e  L ag ran g ian  p rin c ip le . In th e  final e q u a tio n s  
o f m o tio n  c o m p o n e n ts  M q  a n d  q T ^y~q a re  in c lu d e d  in c o n tra ry  to  th e  d e r iv a tio n  p re sen te d  
in [9]. T h is  p a p e r  p re se n ts  a  new  m e th o d , b a se d  on n u m erica l and  a n a ly tic a l c o n s id e ra 
tio n s , w h ich  so lves fo rw ard  d y n a m ic s  p ro b lem  for th e  class o f p la n a r  m a n ip u la to rs  w ith  

e la s tic  lin k s .
S im u la tio n  re su l ts  fo r fo rw ard  d y n a m ic s  p ro b lem  a re  d iscussed  for p la n a r  m a n ip u la to r  

c o n s is tin g  o f tw o  lin k s  w ith  tw o  o r  m o re  fin ite  e le m en ts . S im u la tio n  re su lts  show , t h a t  th e  

so lu tio n  to  th e  fo rw ard  d y n a m ic s  p ro b le m  is se n sitiv e  to  th e  in te g ra tio n  p ro c ed u re . T w o  
m e th o d s  h a v e  b e en  im p le m e n te d : R u n g e -K u th a  a n d  G ear. T h e  las t one  is less sen sitiv e  

w ith  re sp e c t  o n u m e ric a l e rro rs  a n d  th u s  g ives b e t te r  re su lts .


