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M ODELE ZADAŃ RÓWNOWAŻENIA OBCIĄŻEŃ MASZYN 
W ELASTYCZNYCH SYSTEMACH MONTAŻOWYCH1

S treszczenie: W  pracy przedstaw iono m odele program ow ania calkowitoliczbowe- 
go d la  prob lem u rów now ażenia obciążeń m aszyn w elastycznym  system ie m ontażow ym . 
Zastosow ania proponow anych m odeli ilu stru ją  przykłady liczbowe.

IN TEG ER  PROGRAMS FOR DESIGN AND BALANCING OF 
FLEXIBLE ASSEMBLY SYSTEMS

S u m m ary : T he  paper presents several integer program m ing form ulations for the 
design and balancing of flexible assem bly system s. N um erical exam ples are presented  to 
illu s tra te  app lica tions of th e  various m odels proposed.

MODELES POU R EQUILIBRAGE LES SYSTEMES DE 
ASSEMBLAGE FLEXIBLE

R esum e: Nous présentons les program m es linéaires à  variables bivalentes pour 
allocation  des pièces e t équilibrage dans un systèm e d ’assem blage flexible. Des exem ples 
présentés d ém o n tren t les applications des modèles proposés.

1. W  p row adzen ie
E lastyczny system  m ontażow y (ESM ) je s t ciągiem stacji m ontażow ych połączonych przez 
zau tom atyzow any system  podaw ania i tran sp o rtu  m ateriałów , w k tó rym  jednocześnie 
m ogą być m ontow ane różne typy  wyrobów. K ażda s tac ja  sk łada się z jednej lub kilku m a­
szyn pracu jących  rów nolegle, zw ykle robotów  m ontażow ych oraz urządzeń pom ocniczych 
takich , jak  zm ieniacze p a le t, podajn ik i części składowych, m agazynki chw ytaków . S tacja 
dysponuje ogran iczoną p rzes trzen ią  roboczą, w której m ożna pom ieścić ograniczoną liczbę 
różnych podajn ików  części, co z kolei ogranicza liczbę możliwych do w ykonania operacji 
m ontażow ych.
Proces m on tażu  p rzeb iega następująco . Część bazowa m ontowanego w yrobu po zam oco­
w aniu n a  palecie je s t w prow adzana do system u przez stację  załadow czo/w yładow czą. P a­
le ta  w raz z częścią bazow ą przem ieszcza się na  tran spo rte rze  lub wózku AGV odw iedzając 
kolejne stac je , n a  k tórych  do części bazowej m ontu je  się kolejne elem enty składowe. Po
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zam ontow aniu  w szystkich elem entów  p a le ta  w raca do stacji załadow czo/w yładow czej i 
gotow y w yrób opuszcza system .

N ajczęściej spo tykanym  ty p em  elastycznego system u montażowego je s t tzw . e la­
styczna  lin ia  m ontażow a będąca jednokierunkow ym  system em  typu przepływowego, w 
k tó rym  część bazow a przechodzi kolejno przez stac je  1 ,2 , . . . M  aż do zakończenia 
m ontażu , om ija jąc  n iek tó re ,a le  nie pow racając do stacji raz odw iedzanych.

W  pracy  przedstaw iono m odele p rogram ow ania calkowitoliczbowego d la  problem u 
obciążen ia  m aszyn polegającego n a  w yznaczeniu takiego rozdziału części składowych 
pom iędzy stac je  m ontażow e i p rzydziału  do nicli operacji m ontażow ych, d la  którego 
obciążen ia  w szystkich stacji zo staną  zrównoważone (np. [2, 4]). Innym  często stosow a­
nym  k ry te riu m  je s t m in im um  przem ieszczeń m ontow anych wyrobów pom iędzy stacjam i. 
Jed n ak  m oże ono z kolei prow adzić do nierów nom iernego obciążenia m aszyn.

W  p rak tyce  prob lem  obciążen ia  m aszyn w ESM łączy się często z problem em  wy­
boru  op tym alnej konfiguracji system u, po legającym  na  w yznaczeniu liczby i typów  stacji 
m ontażow ych w chodzących w skład system u w raz z jednoczesnym  przydziałem  operacji. 
Taki p rob lem  rozw iązyw any je s t głównie w przypadku  stabilnego aso rtym en tu  m ontow a­
nych w yrobów, np. [3]. W  pracy przedstaw im y również m odele dotyczące tego zadania .

W  zależności od konfiguracji ESM , planu procesu m ontażu  wyrobów i organizacji 
m on tażu , m odele zadań  obciążen ia  m aszyn m ożna podzielić na  następu jące  klasy:

A . M odele bez a lternatyw nych  m arsz ru t m ontażu , w których każdy typ  części je s t przy­
dzielany do tylko jednej maszyny.

1. M odele d la  elastycznych linii m ontażow ych: jednokierunkow y przepływ  wy­
robów bez pow rotów  do odw iedzanych stacji.

2. M odele d la  ogólnych elastycznych system ów  m ontażow ych: przepływ  wyrobów 
z m ożliw ością w ielokrotnego odw iedzania stacji.

B . M odele z a lte rna tyw nym i m arszru tam i m ontażu , w k tórych dopuszcza się a lte rn a ­
tyw ne przydziały  części do m aszyn.

1. M odele d la  elastycznych linii m ontażow ych z m aszynam i równoległym i: jed n o ­
kierunkow y przepływ  wyrobów bez pow rotów  do odw iedzanych stac ji.

2. M odele d la  ogólnych elastycznych system ów  m ontażow ych: przepływ  wyrobów 
z m ożliw ością w ielokrotnego odw iedzania stacji.

C . M odele op tym alizacji konfiguracji system u  z jednoczesnym  rów now ażeniem  obciążeń
stac ji w p rzypadku  stabilnego  aso rtym en tu  m ontow anych wyrobów.

W  proponow anych m odelach (z w yją tk iem  m odelu M 3 ) p rzy jęto  założenie, że ogranicze­
n ia  kolejnościowe d la  w szystk ich  typów  m ontow anych wyrobów m ożna reprezentow ać za 
pom ocą jednego  wspólnego grafu  super-ograniczeri kolejnościowych,będącego połączeniem  
grafów ograniczeń kolejnościowych d la  w szystkich typów  wyrobów.

2. O p ty m a liz ac ja  obciążeń  m aszyn  i p rzep ływ ów  
m ied zy o p e racy jn y ch

W  ESM  czasy w ykonyw ania operacji m ontażow ych n a  ogół są  k ró tk ie  i porów nyw alne z 
czasam i p rzem ieszczania  pale ty  z w yrobem  pom iędzy s tac jam i. W  rezu ltac ie  każdy wózek
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AG V je s t p rzypisany  do pale ty  z m ontow anym  przedm iotem  od początku  do końca procesu 
m ontażu , por. [5]. W  celu osiągnięcia najlepszego w ykorzystania m aszyn, a  w rezultacie 
najk ró tszego  czasu w ykonania zadanego zbioru wyrobów, w ESM op tym alne obciążenie 
m aszyn pow inno uw zględniać zarów no czasy m ontażu  części,jak i czasy przem ieszczania 
palet z w yrobam i pom iędzy stacjam i.

Poniżej p rzedstaw iono  trzy  m odele zadań obciążenia m aszyn, których celem jes t 
jednoczesna  o p tym alizac ja  obciążeń stacji m ontażow ych i przepływów pom iędzy nim i. 
P ierw sze dw a m odele M l  i M 2  dotyczą elastycznych linii m ontażow ych, w których m on­
tow ane w yroby nie w raca ją  do wcześniej odw iedzanych stacji. W  m odelu M l  każda s ta ­
cja je s t po jedynczą  m aszyną, zaś w m odelu M 2  stac ja  m oże składać się z kilku m aszyn 
pracujących rów nolegle. M odel M 3  dotyczy ogólnego elastycznego system u m ontażowego, 
w k tó ry m  dopuszcza się pow roty  m ontow anych wyrobów do wcześniej odw iedzanych stacji. 
W m odelach M l  i M 2  ograniczenia kolejności m ontażu  części składowych reprezentow ane 
są  przez jedno  super-ogran iczen ie  kolejnościowe wspólne d la  w szystkich typów  m ontow a­
nych w yrobów, zaś w m odelu  M 3  w prow adza się indyw idualne ograniczenia kolejnościowe 
dla każdego typu  w yrobu.

O znaczen ia  podstaw ow ych param etrów  i zm iennych w ystępujących w proponow anych 
m odelach zam ieszczono w tab licy  1.

M o d e l  M l :  Równoważenie  obciążeń stacji i minimalizacja przepływów międzystadial-  
nych w elastycznej linii montażowej

Zm inim alizow ać
M K

P Q m a x  =  a C max + { l  -  a ) Y i J ^ d hy , k ( 1)

t = l  k= 1

przy ograniczeniach

£  £  Vi (2 )
k=i jeJk

M

X > .y  =  l; Vj (3)
i = l

Vi (4)
t= i

M M
Y  i x ii ^  Y ix ir ' v 0 ’>r ) S R  (5)
1=1 1=1

y i k > X i j ; (6)
€  {0,1}; W i,j  (7)

y.fc S {o, 1}; V t , i  (8)

Funkcja  celu P Q max (1) zapew nia zrównoważenie obciążeń w szystkich stacji z
uw zględnieniem  łącznej liczby odw iedzin różnych stacji przez w szystkie montowTane wy­
roby (0 <  q  <  1 oznacza w spółczynnik wagi). O graniczenie (2) w yznacza obciążenie 
Cmal s tac ji będącej w ąskim  gardłem  system u. O graniczenie (3) zapewmia przydział części 
każdego ty p u  do ty lko  jednej stac ji, zaś (4) uw zględnia ograniczoną liczbę podajników  przy 
każdej s tac ji. O graniczenie (5) zapew nia zachow anie kolejności m ontażu  części składowych 
w jednokierunkow ym  system ie  przepływow ym  bez pow racania w yrobu do stacji wcześniej 
odw iedzanych. Jeżeli części ty p u  r  przydzielono do stacji t, to części każdego typu  j ,  k tó re
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Tablica 1
O znaczenia

i _
I n d e k s y

ty p  stac ji m ontażow ej (s tad ium  m ontażu) (i =  1 , . . . ,  M )
j typ  części składowej ( j  =  1 , . . . ,  N )
h = num er równoległej m aszyny w stad ium  i, (h  =  1 , . . . ,  mj)
k = typ  m ontow anego w yrobu (k  =  1

dk _
P a r a m e t r y  w e jśc io w e  

zapotrzebow anie n a  w yrób typu  k
m, = liczba m aszyn w stad ium  i
Pik = czas m on tażu  części ty p u  j  w w yrobie typu  k

9.1 = czas tra n sp o rtu  części ze s tad ium  i  do s tad ium  /
Si = liczba podajn ików  części przy  każdej m aszynie stacji typu  i

Jk = zbiór typów  części wchodzących w skład wyrobu typu  k
R = zbiór par typów  części (j , r ) takich , że m ontaż części typu  j  musi

0 ' max

bezpośrednio  poprzedzać m ontaż  części typu  r 
Z m ie n n e  d e c y z y jn e  

długość cyklu m ontażowego
M,nax = liczba stac ji, do k tórych przydzielono części

m,max = liczba m aszyn przy stacji i, do których przydzielono części

x ij 1, jeżeli część typu  j  je s t przydzielona do podajn ika  przy stacji i ;

x ihj —
inaczej X{j =  0
1, jeżeli część typu  j  je s t przydzielona do podajn ika  przy m aszynie

Pik =
h stacji i\ inaczej X i kj  =  0
1, jeżeli w yrób ty p u  k przechodzi przez stację  i ; inaczej y,k =  0

Yn,k 1, jeżeli w yrób ty p u  k  po w ykonaniu operacji j  przechodzi ze stacji

Z\jk
i do stac ji /; inaczej Yujk =  0
liczba w yrobów typu  k  przysłanych do stacji i w celu m ontażu  części

typu  j

należy zam ontow ać przed r  pow inny być przydzielone do stacji o num erze nie większym
niż i. W arunek  (6) zapew nia w ybór d la  każdego typu  w yrobu m arszru ty  przechodzącej
przez te  stac je , do k tó rych  przydzielono w ym agane typy części.

M o d e l  M 2 : Równoważenie obciążeń stacji i przepływów międzystadialnych w elastycz­
nej linii m ontażowej z  m aszyna m i równoległymi

Zm inim alizow ać

P Q m>: (9)

przy ograniczeniach

K  K
<* £  £  dkPjkZij/mi  +  (1 -  a )  £  dky ik < P Q mtxx\ Vi (10)

k = l j ę j k  1=1
M
£ * o  =  i;  v j  ( i i )
i=l
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N

< m s r ,  Vt (12)
i= i

M M
^  ! > . > ;  v ( j , r ) € / ?  ( 13 )

»=1 i= i

y i k > x i j \  V i , k , j e J k  (14)

z.-j £  { 0 ,1 ); V i, jy ik  €  {0,1}; V ż ,t (15)

Funkcja  celu P Q max (9) rep rezen tu je  sum ę w ażoną (0 <  a  <  1) czasów m ontażu 
i dopływ ów  w yrobów  do stacji będącej w ąskim  gardłem  w system ie i określonej przez 
ograniczenie (10). P ierw szy sk ładnik  ograniczenia (10) reprezen tu je  obciążenie te j s ta ­
cji, a  drugi łączną liczbę odw iedzin przez w szystkie m ontow ane wyroby, k tóre  w ym agają
m ontażu  części przydzielonych do tej stacji. M ożna przyjąć, że drugi składnik reprezen tu je  
łączny czas dowozu w yrobów do stacji d la  przypadku  jednostkow ych czasów tran sp o rtu . 
O graniczenie (12) oznacza, że liczba różnych typów  części przydzielonych do jednej s ta ­
cji nie przekroczy liczby w szystkich podajn ików  tej stacji. O graniczenia (11), (13) i (14)
pełn ią  funkcje podobne jak  w m odelu M l .

N astępny  m odel dotyczy ogólnego elastycznego system u montażowego z możliwością 
w ielokrotnego odw iedzan ia  tej sam ej stacji przez dany w yrób przy dowolnych, różnych 
ograniczeniach  kołejnościowych d la  różnych typów  wyrobów. Model ten  uw zględnia 
szczegółowe czasy przem ieszczania  w yrobów pom iędzy stacjam i i indyw idualne dla 
każdego typu  w yrobu ogran iczen ia  kolejności m ontażu  części składowych, co w w yniku 
prow adzi do u sta len ia  szczegółowych m arsz ru t m ontażu.

M o d e l  M 3 : Równoważenie łącznego czasu montażu i transportu w ogólnym E SM
Zm inim alizow ać

P Q max (16)

przy ograniczeniach

a  J 2  £  dkPjkiij  +  (1 -  a) dkquYiijk < PQm*x\ Vi (17)
k=  i  j e  Jk fc= i i f r  j e J k

M
X > o  =  i;  Vj (18)
i'=l

Y , X<3 -  S>i Vl i 19)
J= 1

* y  +  x ,r -  Yiljk <  1; V*, Vż, /, / ć  u  V (j, >•) 6  R k (20)

- Xii -  x ,T +  2Yuik <  0; V*, Vt, /, l ±  i, V (j, r)  €  R k (21)

x , j £  {0,1}; V .\ j  (22)

Yujk  S {0,1}; V « ,/ , i  (23)

F unkcja  celu P Q mal (16) rep rezen tu je  sum ę w ażoną (0 <  a  <  1) czasów m ontażu  
i tra n sp o rtu  w yznaczonych d la  stacji będącej w ąskim  gardłem  w system ie i określonej 
przez ograniczenie (17). P ierw szy składnik  w ograniczeniu (17) reprezen tu je  obciążenie 
stac ji będącej w ąskim  gard łem , a  drugi łączny czas tran sp o rtu  m ontow anych w yrobów do 
te j stacji. O gran iczen ie  (18) zapew nia przydział części każdego typu  do tylko jednej stac ji, 
zaś (19) uw zględnia ograniczoną liczbę podajników  części przy każdej stacji. W arunki
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(20) i (21) zapew n ia ją  w ybór d la  każdego typu  w yrobu m arszru ty  przechodzącej przez 
te  stac je , do k tó rych  podajn ików  przydzielono kolejno m ontow ane typy  części. W arunki 
te  pośrednio  uw zględnia ją  rów nież indyw idualne ograniczenia kolejnościowe d la  każdego 
ty p u  w yrobu (Rh  oznacza zbiór p a r typów  częs'ci (j ,  r ) ,  k tó re  w w yrobie typu  k  m uszą być 
m ontow ane tak , aby  m on taż  j  bezpośrednio poprzedzał m on taż  r) .

Z przedstaw ionych d o tąd  m odeli jedyn ie  M 2  dopuszcza przypadek a lternatyw nych  
m arsz ru t zw iązany z m ożliw ością jednoczesnego przydziału  części tego sam ego typu  do 
kilku rów noległych m aszyn jednej stac ji. Jednak  żaden z m odeli M l ,  M 2 , M 3  nie dotyczy 
przypadku , w k tó ry m  części tego sam ego typu  jednocześnie przydzielane są  do różnych 
stacji, co um ożliw ia w ybór a lternatyw nych  m arsz ru t w system ie bez równoległych m aszyn. 
P odany  poniżej m odel M 4  dopuszcza dublow anie przydziałów  części do różnych stacji i 
w yznacza a lte rn a ty w n e  m arszru ty  z możliw ością powrotów.

M o d e l  M 4 : Równoważenie obciążeń stacji dla montażu z alternatywnymi m arszru­
tami

Zm inim alizow ać 

przy ograniczeniach

(24)

Y  Y  Pjkzijk < cmax; Vi
1=1 jeJk

M
Y x>3 — 4; v j
i=i
N

Y, x 'j — s‘ >
3=1

M

x i j < Y x ‘"  Vi, ( j , r )  ę  R
i=i
i

z/r < £ * . ; • ;  V/, (j ,  r) e  R  
1=1

M

Y z 'ik =  Wk, j  e  Jk 
¿=1

có <  Y  zak <  ( Y  dk)xij< v * , j
{k : j eJk} {k:j£Jk}

Xij 6  { 0 ,1 ); W i j  

Zijk > o, i n t ege r ; Wi , j , k

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

Funkcja  celu (24) zapew nia zrów noważenie obciążeń w szystkich stac ji, a  ogranicze­
nie (25) w yznacza obciążenie C max stacji będącej w ąskim  gardłem  system u. O granicze­
nie (26) zapew nia przydział części każdego typu  do co najm niej jednej s tac ji, zaś (27) 
uw zględnia ograniczoną liczbę podajn ików  części przy każdej stacji. O graniczenia (28) 
i (29) zap ew n ia ją  tak i w ielokrotny przydział części składow ych do stac ji, d la  którego 
m ontaż  każdego ty p u  w yrobu m oże odbyw ać się bez pow racania  do stacji raz odw iedza­
nych. Jed n ak  aby  zrów now ażyć obciążen ia  wg funkcji celu (24),należy dopuścić możliwość 
w ystąp ien ia  m arsz ru t z pow rotam i. W ykonanie w ym aganych ilości w szystkich typów  wy­
robów  zapew nia ograniczenie (30), a w arunki (31) d la  każdego ty p u  w yrobu zapew nia ją
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w ybór zbioru  m arsz ru t (z dopuszczalnością pow rotów ) przechodzących przez te  stacje , do 
k tó rych  przydzielono w ym agane typy  części.
M odele M l ,  M 2  i M 3 , z różnym i w artościam i p a ram etru  a ,o ra z  m odel M 4  zastosow ano 
do w yznaczenia  obciążeń m aszyn i m arsz ru t m ontażu  d la  następującego przykładu. 

P r z y k ł a d  1
R ozw ażm y ESM  zbudow any z M  =  3 stacji m ontażow ych, w k tó rym  m ontow ane są K  =  2 
typy  w yrobów  w jednakow ych ilościach di =  d2 =  100 sztuk  w ciągu okresu. W yrób typu 
k  =  1 w ym aga pięciu typów  części składow ych o num erach 1,2,3,4,6, k tó re  należy m on­
tow ać w podanej kolejności, n a to m ias t wyrób typu k =  2 w ym aga m ontażu  czterech 
typów  części 1,2,5,6 w podanej kolejności. Super-ograniczenia kolejnościowe wspólne d la  
różnych typów  w yrobów  rep rezen tu je  n astępu jący  zbiór par kolejno m ontow anych typów  
części: R  =  { (1 ,2 ), (2 ,3 ) ,(2 ,5 ) ,  (3 ,4 ) , (4 ,6 ), (5 ,6 )} .
C zasy pjk m on tażu  części poszczególnych typów  j  w w yrobach różnego typu  k są 
następu jące: p n  -  p n  =  4, p 21 =  P22 =  2, p3, =  2, p4i =  2, p52 =  4, p61 =  p62 =  2.
D la M l ,  M 2  i M 3  przyjm iem y, że każda s tac ja  i, (i =  1 ,2 ,3 ) dysponuje dw om a (s; =  2), 
zaś d la  M 4  cz te rem a  (s; =  4) podajn ikam i części. S tacje rozm ieszczone są  szeregowo w 
kolejności 1,2,3 w zdłuż tra sy  p rzejazdu  wózka AGV. Czas tran sp o rtu  w yrobu pom iędzy 
sąsiednim i s tac jam i wynosi 2 jednostk i czasu, s tąd  następu jące  w artości czasów qu p rze­
m ieszczan ia  w yrobu pom iędzy każdą p a rą  stacji i, l: q n  — 921 =  2, 913 =  931 =  4, 923 =  
932 — 2.
D la pow yższych danych w yznaczono obciążenia uw zględniając w yłącznie dopływ y do s ta ­
cji ( a  — 0), łącznie czasy m ontażu  i dopływ y do stacji ( a  =  0.5) oraz w yłącznie czasy 
m ontażu  (a  =  1).
P o nad to  w m odelu  M 2  p rzy jęto , że każda s tac ja  sk łada się z dwóch m aszyn pracujących 
rów nolegle, tzn . m ; =  2, i =  1 ,2 ,3 . O trzym ane wyniki zam ieszczono w tab licy  2.

3. O p ty m a liz ac ja  obciążeń  m aszyn  i konfiguracji sys­
te m u

Poniżej p rzedstaw im y dw a m odele zadań  rów noważenia obciążeń stacji z jednoczesną 
m in im alizacją  liczby stac ji. M odel M 5  dotyczy elastycznej linii m ontażowej z po jedyn ­
czym i m aszynam i n a  każdej stac ji, zaś m odel M 6  linii zaw ierającej stacje  z m aszynam i 
rów noległym i.

M o d e l  M 5 : Optymalizacja konfiguracji i obciążeń elastycznej linii montażowej 
Z m inim alizow ać

a C max +  (1 -  a )  A/mar (34)

przy ograniczeniach

Y  Y  PikX‘i -  Cma*' Vi (35)
k=i ieJk

M
Y x 'i - 1 ; v i  i 36)
i=i

v¿ (37)
2 = 1
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Tablica 2
P rzydziały  części do stac ji i m arszru ty  m ontażu

M odel
(z m ,o g r )^

a PQm«X (a) P rzydziały  części l6* M arszru ty  *c)
S tac ja  1 S tac ja  2 S tac ja  3 W yrób 1 W yrób 2

M l
(26,47)

0 500 1,2 3,4 5,6 1,2,3 1,3
0.5 850 1,2 3,4 5,6 1,2,3 1,3
1 1200 1,2 3,5 4,6 1,2,3 1,2,3

M 2
(25,46)

0 200 1,2 3,4 ,5 ,6 - 1,2 1,2
0.5 300 1 2,3,4 5,6 1,2,3 1,2,3
1 400 1 2,5 3,4,6 1,2,3 1,2,3

M 3
(195,322)

0 400 2,5 1,6 3,4 2 ,1,3 ,2 9 1 9
0.5 600 1,2 3,5 4,6 1,2,3 1,2,3
1 1000 2,4 1,3 5,6 2 , 1 ,2 ,1,3 2,1,3

M 4
(46,94) - SOO 1 ,2 ,3,5 1 ,2 ,4 ,6 3,4,5 ,6

2,1,3 (36) 1 ,2 ( 1 )
2,1,2,3 (34) 1,3,2 (63)
2,1,3,2,3 (30) 1,2,3,2 (36)

(a) - d la  M l  P Q max uw zględnia łącznie dopływ y wyrobów do w szystkich stacji, zaś dla 
M 2 i M 3  ty lko dopływ y do stacji będącej w ąskim  gardłem ; d la  M 4  P Q max =  C max
(b) - num ery  typów  części przydzielonych do stacji
(c) - num ery  kolejno odw iedzanych stac ji, a  d la  M 4  dodatkow o liczba sztuk  w yrobu
(d) - liczba zm iennych i liczba ograniczeń

M M
-  E 11»-; v ( j . r ) 6 ^  (38)

i=l i=l
ij ^  ^Tniori (39)

* y  G (0 ,1 } ; V i,j  (40)

F unkcja  celu (34) zapew nia osiągnięcie kom prom isu pom iędzy m in im alną  długością 
cyklu C max a  m in im alną  liczbą stacji m ontażow ych M max, (0 <  a  <  1 ). D la a  =  0 m in i­
m alizow ana je s t liczba  s tac ji, zaś d la  a  =  1 długości cyklu. O graniczenie (35) zabezpiecza
każdą stac ję  p rzed obciążen iem  p rzekraczającym  długość cyklu m ontażowego C max, a  (39) 
w yznacza num er M mal osta tn ie j s tac ji, do k tórej przydzielono części. O graniczenia (36), 
(37) i (38) pe łn ią  funkcje podobne jak  we wcześniej podanych m odelach.

M o d e l  M 6 : Optymalizacja konfiguracji i obciążeń elastycznej linii montażowej z  m a­
szyn am i równoległymi

Zm inim alizow ać
M

&Cmax " b i l  cr) j) j ni ¿mar (41)
¿=1

przy ograniczeniach

K

E E PfkXihj < CmaI; Vt, h =  1 , . . . ,  m i  (42)
k= 1 j '6 A

E ^ '  =  l ;  V; (43)
¿=1
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N
X} x¡j <  m ,s ;; V¿ 
j=i

(44)

m,

A j — y Xihi t í  711 ¡X, j : Vz, j (45)
h= 1

N
2 J  X lll} < s,; Vż, h = 1 , . . . ,  m;
i=i

(46)

M M
¿ I ¿A j <  Y l i x " \  V ( i , r ) € / i
i—i ]

(47)

h X ihi l i  ni,'mar, Vz, h, j (48)

iax/i77i ^  Vz >  1 (49)

A j 6  {0,1}; Vi, j (50)

Xihj €  {0,1}; Vi, h , j (51)

Podobnie  jak  w p rzypadku  m odelu  M 5 ; funkcja celu (41) oznacza szukanie kom pro­
m isu  pom iędzy m in im alną  długością cyklu m ontażow ego Cmax a  m in im alną  liczbą m aszyn 

U tLi mima*, do k tó rych  przydzielono części, (0 <  a  <  1 ).
O graniczenie (42) zabezp iecza każdą s tac ję  przed obciążeniem  przekraczającym  przy ję tą  
długość cyklu m ontażow ego C m al. O graniczenie (4-5) zapew nia przydział części każdego 
typu  do co n a jm n ie j jed n e j-i nie więcej niż w szystkich m aszyn takiej stacji, do której 
przydzielono części tego typu . O graniczenie (4G) oznacza, że liczba typów części p rzy ­
dzielonych do jednej m aszyny nie może przekroczyć liczby podajników  przy tej m aszynie. 
O graniczenie (48) w yznacza d la  każdej stacji i  num er m lmal osta tn ie j m aszyny, do której 
przydzielono części składow e, a  (49) dopuszcza przydział części do każdej następnej stacji 
pod w arunkiem  w ykorzystan ia  w szystkich równoległych m aszyn stacji poprzedniej. O gra­
n iczenia (43), (44) i (47) pe łn ią  funkcje podobne jak  w m odelu M 2 .

W  przypadku  m inim alizacji w yłącznie długości cyklu montażowego C maI (q  =  1), w 
m odelu  M 6 należy usunąć ograniczenia (48) i (49) zaw ierające zm ienne m,-max. 

P r z y k ł a d  2
M odele M 5  i M 6 zastosu jem y do zrów now ażenia obciążeń i w yznaczenia op tym alnej 
s tru k tu ry  elastycznej linii m ontażow ej, w której z 15 typów  części m ontow ane są 4 typy 
wyrobów. O dpow iednie ciągi kolejno m ontow anych części j  6 J k d la  wyrobów typu 
k  =  1 ,2 ,3 ,4  są  n astępu jące: (1,2,3,4,6,12,14,15), (1,2,5,6,9,10,13,15), (2,4,5,7,8,9,10,14), 
(8,11,13,14,15).
Super-ogran iczen ia  kolejnościowe wspólne d la  różnych typów  wyrobów rep rezen tu je  
n astępu jący  zbiór p a r kolejno m ontow anych typów  części:
R =  { (1 ,2 ), (2 ,3 ) , (2 ,4 ) , (2 ,5 ) , (3 ,4 ) , (4 ,5 ) , ( 4 ,6), (5 ,6), (5 ,7 ), (6 ,9 ) , (6 ,12 ), (7 ,8), (8,9 ) ,
(8,1 1 ), (9 ,10 ), (10 ,13), (10 ,14 ), (11 ,13), (12 ,14), (13 ,14), (13 ,15), (14 ,15)}.
C zasy pj-jfc m on tażu  poszczególnych typów  części j  są jednakow e d la  różnych typów  wy­
robów k,  (tzn . Pj k  =  p j , VA:, j  e  J k) i wynoszą: p x =  4, p2 =  2, p3 =  2, p4 =  2, p5 =  
4, p6 =  2, p7 =  3, p8 =  5, pg =  2, p I0 =  4, p u  =  5, p u  =  2, p i3 =  4, p 14 =  2, p i5 =  3. 
L inia m ontażow a m oże zaw ierać nie więcej niż 5 stac ji, z k tórych każda dysponuje 5 po ­
dajn ikam i części. W  m odelu  M 6 dodatkow o przy jęto , że każda s ta c ja  m oże składać się z 
dwóch rów noległych m aszyn  m ających  po 5 podajników . O trzym ane wyniki zam ieszczono 
w tab licy  3.
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Tablica 3

Długość cyklu, liczba m aszyn i przydziały  części do stacji

M odel
(zm ,ogr)F l

a Omax A  G)T,i ” »imar Przydziały  części ^
S tac ja  1 S tac ja  2 S tac ja  3 S tac ja  4 S tac ja  5

M 5
(76,123)

0 30 3 1 , . . . ,5 6,. .. ,1 0 1 1 ,...,1 5 - -
0.5 20 5 R 2 3,4,5 ,6 7,8,11,12 9,10,13 14,15
1 20 5 1 ,2 ,3,4 5,6,7,12 8,11 9,10,13 14,15

M 6
(231,367)

0 30 3 1 , —  io 1 1 , . . . ,1 5 - - -
0.5 14 8 1 ,2 ,3,4 5,7,8 6,9,10,12 11,13,14,15 -

(226,213) lG) 12 9 1 2 ,3,4,5 ,6 7,8,11,12 9,10,13 14.15
(a) - łączna liczba m aszyn, do k tórych  przydzielono części
(b) - num ery  typów  części przydzielonych do stacji
(c) - liczba zm iennych i liczba ograniczeń, (d) - m odel M 6 bez ograniczeń (48) i (49)

4. W niosk i
Zaproponow ane m odele program ow ania calkow itoliczbowego d la  problem ów  rów noważe­
n ia  obciążeń m aszyn w elastycznych system ach m ontażow ych w p rak tyce  prow adzą do 
zadań  op tym alizacji o dużej liczbie zm iennych i ograniczeń. W  szczególności uw zględnienie 
przepływ ów  m iędzyoperacyjnych, bardzo isto tnych  d la  funkcjonow ania ESM , w pływ a na 
znaczny w zrost rozm iarów  zadań . T ypow e zadanie obciążenia m aszyn w ESM obejm uje 
kilkaset typów  części, k ilkanaście typów  m ontow anych wyrobów i kilka stac ji, każda z 
k ilkunastom a poda jn ikam i części (np. [1]). Stosowanie gotowych pakietów  optym alizacji 
dyskretnej m oże w iązać się więc z dużym i nak ładam i obliczeniow ym i.
P rzedstaw ione w pracy przyk łady  rozw iązano stosu jąc pak iet op tym alizacji dyskretnej 
LIN G O  [6] w ykorzystu jący  m etodę podziału  i ograniczeń. Czasy C PU  obliczeń n a  kom ­
pu terze  486D X /25M H z w ahały się w przedziale od kilku sekund do k ilkunastu  m inu t. 
O pracow anie szybkich heurystyk  do w yznaczania dobrych rozw iązań przybliżonych za­
proponow anych m odeli je s t p rzedm io tem  prow adzonych ak tua ln ie  prac badaw czych.
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A b s tra c t
T h e  p ap e r p resen ts several in teger p rogram m ing form ulations for th e  design 

and  balancing  of flexible assem bly system s (FASs) in which different p roduct types are 
assem bled sim ultaneously . T he  system  is m ade up of a  set of assem bly sta tions of various 
types linked w ith  an au to m ated  handling  system . E ach s ta tio n  consists of a  single m a­
chine or of iden tica l paralle l m achines, usually  assem bly robots. Tw o types of FAS are 
considered, a  flexible flow line (F F L ) and  a  general FAS. T he  FFL  is a  unid irectional flow 
system  w here a  base p a rt en ters th e  system  and is processed by a  series of sta tions. A p art 
m ay bypass som e s ta tio n s  b u t does no t rev isit any sta tion . In a  general FAS however, a  
d irec tion  of flow varies for different p roducts and  a  revisiting  of sta tions is allowed. T he 
balanc ing  prob lem  consists in assigning tasks to sta tions w ith lim ited  staging capacities 
in o rder to  ba lance  s ta tio n  w orkloads and sta tio n -to -sta tio n  p roduct moves sub jec t to 
p recedence re la tions am ong th e  tasks for a  m ix of p roduc t types. For a  stab le  p roduc t 
m ix , in teger p rogram m es are  proposed to  select sim ultaneously  the  num ber of sta tions 
and th e  num ber of m achines a t each s ta tio n  and to  a llocate tasks to  sta tions. N um erical 
exam ples a re  p resen ted  to  illu s tra te  app lications of the various form ulations proposed.


