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WYKORZYSTANIE UOGOLNIONEJ METODY ELEMENTOW
KINEMATYCZNYCH DO OCENY STATECZNOSCI ZBOCZY

Streszczenie. W pracy zaprezentowano wykorzystanie uog6lnionej Metody Elementow
Kinematycznych, bazujgcej na twierdzeniach stanu granicznego do opisu statecznosci zboczy.
Przedstawiono algorytm postepowania przy obliczaniu MEK. Wyniki pordwnano z dwiema
innymi metodami opartymi na twierdzeniach no$nosci granicznej, postugujacymi sie
mechanizmem rotacyjnym i translacyjnym. Rozwigzanie opisano bezwymiarowym
wskaznikiem statecznos$ci yHiolc.

GENERAL KINEMATICAL ELEMENT METHOD USE TO STABILITY
ANALYSIS OF SLOPES

Summary. The paper present the use of upper bound technique of general Kinrmatical
Element Method of limit analysis to stability slopes. The algorithm of KEM calculation was
introduced. The result was compare with two ways of constructing the kinematically
admissible collapse mechanisms made of rigid-block were shown. The solution was described
with dimensionless the stability factors yEWc for KEM and both translational and rotational
failure mechanisms.

1. Wstep

Metody wykorzystywane do oceny statecznosci generalnie mozna podzieli¢ na dwie
grupy. Pierwszag z nich stanowig metody réwnowagi granicznej (metody paskéw), ktére
analizujg dla przyjetego schematu zniszczenia rownowage graniczng statycznego rozktadu sit
wewnetrznych. Na doktadnos$¢ oceny dokonanej tymi metodami zasadniczy wptyw ma rodzaj
przyjetego schematu oraz poczynione uproszczenia i zatozenia [4, 6].

Druga grupe stanowig metody oszacowan, wykorzystujgce twierdzenia teorii nos$nosci

granicznej. W zaleznos$ci od zastosowanego twierdzenia mozliwe jest oszacowanie dolne lub
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gorne interesujacej nas wielkosci, co sprawia, iz zawsze wiemy, po kt6rej stronie rozwigzania
Scistego jest otrzymany wynik [5],

Oszacowanie dolne otrzymamy na mocy pierwszego twierdzenia, ktére moéwi, iz kazde
statycznie dopuszczalne pole naprezeri, spetniajgce warunki réwnowagi wewnetrznej i nie
naruszajace warunku plastycznos$ci, dostarcza dolnej oceny granicznej. Drugie twierdzenie
mowi, iz gorng ocene graniczng otrzymamy przyjmujac dowolne kinematycznie dopuszczalne
pole predkosci, ktére spetnia warunki brzegowe [2].

W tym artykule skupiono sie na przedstawieniu Metody Elementow Kinematycznych,
dajacej goérng ocene wskaznika statecznosci zboczy jednorodnych przy zatozeniu ptaskiego
stanu odksztatcenia. Uzyskane wyniki zostang poréwnane z wynikami innych metod

oszacowania gornego [1,7].

2. Metoda Elementéw Kinematycznych

Metoda Elementow Kinematycznych wraz zjej komputerowga implementacja dla prostych
zadan zostata zaproponowana przez P.Gussmannaw 1986 roku [3].

Metoda Elementéw Kinematycznych nalezy do grupy metod wywodzacych sie z teorii
plastycznosci i powstata w nawiazaniu do Metody Elementéw Skorczonych. Dzieki niej
mozliwe jest, zdaniem Gussmanna [3], okresSlenie gornego oszacowania poszukiwanych
wielkosci.

Zatozenia Metody Elementéw Kinematycznych:

- dobrany mechanizm zniszczenia jest ukladem sztywnych blokéw, bedacych

wyidealizowanym obrazem plastycznych stref deformacji,

- rozwazane pole predkosci spetnia kinematyczne warunki brzegowe,

- w mechanizmie nie wystepujg nieciagtosci i deformacje zwigzane z powstaniem

w o$rodku szczelin i pustek,

- ruch sztywnych bryt rozpatrywanego mechanizmu odbywa sie jedynie wzdiuz

ptaszczyzn nieciggtosci predkosci,

- na wszystkich ptaszczyznach poslizgu sktadowa normalna wektora skoku predkosci

zostaje pominieta, czyli zaktada sie, ze dylatacja wynosi zero,

- zatozono, ze wystepujace przemieszczenia sg mate, co pozwala rozpatrywac warunki

rébwnowagi statycznej w ujeciu chwilowym dla stanu nieodksztatconego.
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Zatozono, ze grunt jest sztywno-idealnie plastyczny, a jego warunek plastycznosci jest
wypukly w przestrzeni naprezen (Coulomba-Mohra). Ponadto, przyjeto stowarzyszone prawo
ptyniecia.

Pierwszym etapem jest okreslenie topologii mechanizmu zniszczenia, czyli zatozenie
liczby, rodzaju i wzajemnego utozenia elementdw mechanizmu zniszczenia.

Przyjety podziat wykorzystany jest do wyznaczenia pola powierzchni elementéw
mechanizmu jako sumy powierzchni elementéw podstawowych oraz dtugosci linii kontaktu
elementow, bedacych liniami nieciggtosci predkosci, czyli liniami poslizgu.

Dla skutecznosci obliczeh wazne jest, aby mechanizm zniszczenia byt ztozony z nieduzej
liczby stosunkowo prostych elementéw, tak by przy spetnionym warunku kinematycznej
zgodnosci mozliwe byto przeprowadzenie optymalizacji geometrii. Optymalizacja geometrii
polega na znalezieniu potozenia poszczegdlnych punktéw siatki mechanizmu, dla ktérych

zatozona funkcja celu osigga swoje minimum.

@ ®

Rys. 1. Przyktadowy mechanizm zniszczenia dla MEK (a); linia nieciggtosci predkosci (b)
Fig. 1 Hypothetical failure mechanism to The MEK (a); line of discontinuity velocity (b)

Drugim etapem jest wyznaczenie sktadowych predkos$ci przesuwu elementéw wyrazonych
w funkcji wspotrzednych weztéw siatki mechanizmu zniszczenia.

Dla mechanizmu ztozonego z n elementéw nalezy wyznaczy¢ 2n sktadowych predkosci.
Kazda ptaszczyzna poslizgu daje jedno réwnanie, dlatego dla rozwigzania kinematyki uktadu
rozpatrywany mechanizm musi sktada¢ sie z 2n ptaszczyzn poslizgu. Po uwzglednieniu
warunkéw brzegowych w m plaszczyznach mechanizm powinien zawiera¢ tgcznie 2n-m
ptaszczyzn poslizgu.

Dla kazdej linii poslizgu zapisywane jest rownanie opisujgce rzutowanie sktadowych
wektora skoku predkos$ci na kierunek normalny do linii kontaktu.

0)
W réwnaniach tych:
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vil =Vy-V/ . -
- to sktadowe wektoréw skoku predkosci;
zi -z,
cosa,, = . .
1 - to kosinusy kierunkowe wektorow normalnych;
D A TR
cosrj=——— =nj=
t

dv- J(zj -z,)2+(y, -y,)2 - to dtugos¢ poszczeg6lnych linii poslizgu.

Zgodnie z zalozeniem, ze na wszystkich ptaszczyznach poslizgu sktadowa normalna
wektora skoku predkosci zostaje pominieta, a dylatacja wynosi zero, elementarne réwnanie
uktadu réwnan (1) mozna zapisac jako

V/ ehj +v] mv +vy uj, +v) mij; =0. )
Po zapisaniu réwnania (2) dla wszystkich linii kontaktu elementéw w ptaskim
mechanizmie zniszczenia otrzymamy uktad réwnan:
fcHv}+U3}=0, @)
gdzie:
[KK] -jest niesymetryczng macierza, zawierajacg kosinusy kierunkowe wektoréw

normalnych do linii nieciggtosci predkosci;
| v }-jest poszukiwanym wektorem rzutéw predkosci elementéw vy,vz;

| Vjl} - zawiera wartosci sktadowych predkos$ci zadanego kinematycznego
warunku brzegowego.

W celu okre$lenia kierunku ruchu mechanizmu konieczne jest zadanie minimum jednej
predkos$ci vn, wynikajacej z przyjetych warunkéw brzegowych.

Optymalizacje geometrii przeprowadza sie w oparciu o odpowiednio zdefiniowana
funkcje celu wielu zmiennych, ktorej parametrami sg wspo6trzedne wierzchotkdw elementéw
Wfy.z). Wszystkim punktom W, mozna przyporzadkowa¢ do dwoéch stopni geometrycznej
swobody. Kazdy stopien swobody bedzie kolejng zmienng w funkcji celu. Trdjkat jako
najprostszy element moze mie¢ 6 stopni swobody, co przy stosunkowo nieduzej liczbie
elementéw moze da¢ minimalizowanej funkcji celu duzg liczbe zmiennych.

Funkcje celu wyznacza sie przy uzyciu réwnania bilansu mocy, w ktérym moc obcigzen
zewnetrznych wraz z sitami ciezkosci w stanie statecznym jest mniejsza lub réwna mocy
dysypowanej wewngatrz osrodka. W ten sposdb powstaty bilans mocy, zawierajacy dysypacje
niezalezng od dopuszczalnego mechanizmu zniszczenia, daje zawsze gOrng ocene
interesujacej nas wielkosci.

Réwnanie bilansu mocy zgodne ze stowarzyszonym prawem piyniecia dla kryterium

Coulomba-Mohra mozna zapisac¢ jako:
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£ dUmcev,Jecos<d>£ Qwf+£ X, wz, 4)

gdzie:
ecos” -to dysypacja powstata na wszystkich liniach poslizgu;
NQ vf - to praca sit zewnetrznych dziatajacych na kierunku predkosci v f;

A X, wi -to praca sit masowych dziatajagcych na pionowych sktadowych

wektoréw predkosci poszczeg6lnych elementéw.

3. Uogolnienie Metody Elementéw Kinematycznych

Kinematycznie dopuszczalny mechanizm zniszczenia zbudowany jest z blokdéw
oddzielonych od siebie liniami nieciagtosci predkosci. Konsekwentne zastosowanie
stowarzyszonego prawa plyniecia, zarobwno na etapie budowy mechanizmu, jak roéwniez
bilansu mocy, wymusza odchylenie wektoréw skoku predkosci od linii nieciggtosci o kat
réwny katowi tarcia wewnetrznego <> Niestety, postulat ten kidci sie z jednym z zatozen
MEK, ktéry moéwi o przyjeciu zerowego kata dylatacji, ale tylko na etapie budowy
mechanizmu. Brak konsekwencji w stosowaniu prawa plyniecia moze powodowac
niewiarygodno$¢ oceny MEK. Chcac skorygowac te niescistos¢, w miejsce zerowej wartosci
sktadowej normalnej skoku predkosci umieszczono rownanie opisujace te wielkos¢ w funkcji

kosinuséw kierunkowych wektora normalnego oraz kata tarcia wewnetrznego.

1 3

Rys. 2. Mechanizm zniszczenia (a); hodografpredkosci (b)
Fig. 2. Failure mechanism (a); hodograph of velocity (b)

Stosujac uogblniong MEK, przeprowadzono analize zmienno$ci wskaznika statecznosci
dla jednorodnych zboczy o zmiennym Kkacie nachylenia oraz zmiennych parametrach

gruntowych. Przyjeto do obliczeri dwuelementowy schemat o pieciu stopniach swobody, tak
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by w trakcie optymalizacji mozliwa byta redukcja mechanizmu dwuelementowego na
jednoelementowy, co jest szczegOlnie istotne przy ocenie stateczno$ci stromych zboczy.

Wykazujac zwigzek pomiedzy, zmiennym w trakcie optymalizacji (rys.l), katem oraz
kosinusami kierunkowymi wektora normalnego ey, mozna zapisa¢ réwnanie opisujgce
sktadowg normalng wektora skoku predkosci. Dla linii poslizgu pomiedzy nieruchomym
zboczem a mechanizmem réwnanie przyjmuje postaé:

N v tano N vV Xano

- vnB=vy- e
VOAS VA tan £m +nj y tan $40 +ny ’ ©

natomiast dla linii pomiedzy elementami:
tan”
tani>-lij-nv 6)
Po zapisaniu uktadu réwnan wyznaczono sktadowe wektoréw skoku predkosci, bedace
w funkcji wspotrzednych punktow. Dla rozpatrywanego zadania wynik otrzymano po

rozwigzaniu nastepujacej macierzy:

tan
'23- 0 0
tan <t>I-n+n23 \/j' 0
\on</> tan” 0
/»" hi +
tan <t=Is1- n® tan-/R-« R
AN VB O (7)
0 ) tan i
hi~ an <>In +nn 2 Y| 1
L 0 0

Sktadowe wektordw predkosci wykorzystuje sie do zapisania bilansu mocy. Zgodnie
z definicjg przyrownujac prace sit zewnetrznych z mocg dysypacji (4), otrzymano réwnanie
bilansu mocy, bedace funkcjg zmiennych wspo6trzednych punktow. Po przeksztatceniach
zdefiniowana zostaje funkcja celu, okreslajgca wysoko$¢ krytyczng zbocza, bedacego

w rownowadze.

A:-/Y(yz.zz.r3y525) (8)

Optymalizujgc funkcje celu, okreslono krytyczng wysokosci zbocza. W trakcie obliczen
pominieto rozwigzania niezgodne z zatozeniami oraz przyjetymi warunkami brzegowymi.
Wynikiem sg warto$¢ wspotrzednych weztdw siatki mechanizmu, dla ktérych Hy = Hmin
Znajomos¢ tej wysokosci jest konieczna do obliczenia granicznej warto$ci bezwymiarowego

wskaznika statecznosci [1].

Ve ©
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4. Whnioski

Przedstawiona analiza stateczno$ci zboczy opiera sie na MEK. Postugujac sie
wskaznikiem stateczno$ci, mozliwe jest w dogodny sposéb przedstawienie wynikow analiz
dla zboczy o réznych katach nachylenia (rys. 3.). Powstalty wykres pokazuje zalezno$¢
zmienno$ci granicznej warto$ci wskaznika statecznosci od kata nachylenia zbocza przy
zadanych warunkach gruntowych. Otrzymane wyniki wyznaczone uogdlniong MEK

poréwnano z wynikami uzyskanymi przez Michatowskiego innymi metodami oszacowar [7],

Kat nachylenia zbocza fl

Rys. 3. Wykres zmiany wskaznika stabilnosci dlajednorodnego zbocza
Fig. 3. Stabili factor for homogeneous slopes

Zakreskowany obszar powstat na podstawie obliczen wykonanych metodg translacyjng
przy przyjeciu kotowej linii poslizgu. Gdrna obwiednia pokazuje zmienno$¢ wskaznika, gdy
oddziatywanie miedzyblokowe jest uwzglednione w obliczeniach, a dolna, gdy oddziatywanie
miedzyblokowe pominieto. Te dwa rozwigzania stajg sie identyczne, gdy kat nachylenia
zbocza zbliza sie do 90°, poniewaz wtedy najefektywniejszym opisem jest przyjecie
jednoblokowego mechanizmu zniszczenia. Jak podaje Michatowski [7], w zakreskowanym
obszarze otrzymujemy rozwigzania dla wszystkich mozliwych kombinacji sit
miedzyblokowych.

Przerywana linig pokazano rozwigzanie bazujace na mechanizmie rotacyjnym o podstawie
spirali logarytmicznej. Rozwigzanie to w znacznej cze$ci pokrywa sie z zakreskowanym
obszarem rozwigzan mechanizmu translacyjnego. Dopiero przy stromych zboczach (p> 50°)

ocena rotacyjna przyjmuje mniejsze wartoSci wskaznika statecznosci przy podobnych

warunkach gruntowych.
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Wyniki uzyskane za pomocg uogdlnionej MEK pokazano ciagta linia, a jej charakter jest
zblizony do rozwigzan translacyjnych. Duze rozbieznosci wynikéw zaréwno w stosunku do
metody rotacyjnej, jak i translacyjnej pojawiajg sie dla zboczy o matym kacie nachylenia.
Moga one wynika¢ z przyjecia niewtasciwego, dwuelementowego mechanizmu zniszczenia,
ktory, jak wida¢ na wykresie, jest skuteczny jedynie dla zboczy stromych. Dla nich bowiem
wartosci wskaznika statecznosci sg mniejsze niz w analizie translacyjnej oraz rotacyjnej.

Jesli uzna¢, ze wszystkie metody dajg ocene gdrng rzeczywistej wartosci wskaznika
statecznosci, to w przypadku stromych zboczy, gdzie /?> 60°, wtasnie rozwigzania uzyskane
uogolniong MEK dajg wyniki najblizsze rzeczywistym.

Warte zbadania jest okre$lenie, jak duzy wptyw na uzyskiwane wyniki ma zmiana ilosci
stosowanych elementéw do budowy mechanizmu zniszczenia i czy zwigkszanie ilosci

elementdw zdota uscisli¢ oszacowanie gorne.
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