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PODPRZESTRZENNE MANIPULATOROW

Streszczenie: W pracy przedstawiono oryginalng metode opisu podprzestrzeni
typowych manipulatoréw [1] o liczbie stopni swobody N<6. Metoda ta pozwala na
uproszczenie sprawdzania czy zadany punkt pozycjonowania jest z podprzestrzeni
manipulatora. Proponowana metoda jest znacznie prostsza od stosowanych dotychczas.

MANIPULATORS' SUBSPACES

Summary: In the paper an original method of the description of manipulator
subspace when the number of degrees of freedom is less than 6 is presented. This method
will allow to simplify the testing if the checked point of positioning belongs to
manipulator's subspace. The described method is more simple than other methods that
has been presented by now.

UNTERRAUME DER MANIPULATOREN

Zusammenfassung: In der Arbeit wird die originelle Methode der Beschreibung der
typischen Manipulatoren mit Freiheitsgradzahl N<6 vorgestellt. Diese Methode erlaubt
die Vereinfachung der Priifung, ob gegebenen Positionierungspunkt im Unterraum des
Manipulators liegt. Die vorgeschlagene Methode ist beachtlich einfacher als bisher
existierten Methoden.

1.Wstep

Istotnymi elementami wspotczesnych elastycznych systemoéw produkcji sg roboty
przemystowe mogace wspoOtpracowaé z systemami sterowania komputerowo zintegrowanej
produkcji CIM. Wspotprace te umozliwia oprogramowanie robotéw na poziomie zadan TLP
[1,6]. Baza do oprogramowania TLP jest komputerowy model otoczenia i manipulatora
robota. Do opracowania komputerowego modelu otoczenia i manipulatora robota jest
niezbedny ich opis analityczny. W niniejszej pracy skupimy sie na analitycznym opisie
podprzestrzeni typowych manipulatoréw.
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Jednym z podstawowych warunkéw osiagniecia przez manipulator zadanych punktow
docelowych lub przejsciowych [1] jest ich przynalezno$¢ do podprzestrzeni tego manipulatora.
W podreczniku [1], przy omawianiu zadan odwrotnych kinematyki manipulatoréw o liczbie
stopni swobody N<6, zaleca sie badanie proporcji liczbowych miedzy 12 elementami macierzy
T lub X [4] opisujacych odpowiednio czton roboczy lub element wykonawczy. Dla
manipulatoréw o 5 stopniach swobody o strukturze takiej,jak manipulatory DR.b-6, proponuje
sie w [1] sprawdzenie, czy zadany punkt jest z ich podprzestrzeni,za pomocg 4 rownan
(4.84) - (4.87) bez koniecznosci sprawdzania proporcji liczbowych.

W [3] przedstawiono oryginalne rownanie wiez6w cztonu roboczego manipulatora IRb-
6 o pieciu stopniach swobody. To jedno réwnanie pozwala zbadaé, czy zadany punkt (opisany
wspotrzednymi kartezjanskimi) jest z podprzestrzeni tego manipulatora. W [4] przedstawiono
takze 2 réwnania wiezéw cztonu roboczego manipulatora PR-02 o czterech stopniach
swobody. Spetnienie tych 2 rownan przez wspotrzedne Kkartezjanskie zadanego punktu
gwarantuje jego przynalezno$¢ do podprzestrzeni takiego manipulatora PR-02.

Dla manipulatoréw o liczbie stopni swobody N<6 mozna napisa¢ 6-N lub mniej rownan
cztonu roboczego, w ktorych wystepuja tylko jego wspdtrzedne kartezjanskie. Rownania te
petnig role "klucza" do podprzestrzeni manipulatoréw dla zadanych punktéw pozycjonowania.
Réwnania te sg uzupetnieniem opisu kinematyki istotnym dla manipulatoréw o liczbie stopni
swobody N<6 i bedziemy je nazywac¢ dalej "kluczowymi".

Do badan przynaleznosci zadanego punktu do podprzestrzeni manipulatora IRb-6
0 pieciu stopniach swobody korzystniej bedzie stosowac jedno réwnanie "kluczowe" niz wyzej
wspomniane 4 réwnania z podrecznika [1], Ogdlnie mozna stwierdzi¢, ze badanie réwnan
"kluczowych" jest korzystniejsze od badania proporcji liczbowych miedzy 12 elementami
macierzy TNIub X, gdy liczba rownan wynikajagcych z tych proporcji jest wieksza od liczby
réwnan "kluczowych". Zatem najkorzystniejszymi sg rownania "kluczowe" dla manipulatoréw
0 3, 4 lub 5 stopniach swobody. Réwnania "kluczowe" manipulatoréw o 3 stopniach swobody
autor tej pracy omawia na wyktadach z Podstaw Robotyki dla studentéw V semestru na
kierunku Automatyka i Robotyka Wydziatu Automatyki, Elektroniki i Informatyki Politechniki
Slaskiej w Gliwicach.

Celem niniejszej pracy jest proba przedstawienia sposobu tworzenia rdwnan
"kluczowych" na przyktadzie wybranych manipulatoréw o 3, 4 i 5 stopniach swobody.

W drugim punkcie przedstawiony zostanie sposéb tworzenia roéwnan "kluczowych"
podprzestrzeni opisanych za pomocg uktadu wspétrzednych: kartezjanskiego, sferycznego
lcylindrycznego. W trzecim punkcie przedstawione zostang rdéwnania "kluczowe"
podprzestrzeni wybranych manipulatorow. W czwartym punkcie sformutowane zostang

wnioski kohAcowe.
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2. Podprzestrzenie podstawowych uktadéw wspétrzednych

Przestrzen potozen i orientacji mozemy opisaé za pomocg 6 wsp6trzednych
niezaleznych. W naszych rozwazaniach zastosujemy do opisu tej przestrzeni wspotrzedne
kartezjanskie potozen i wspdtrzedne katowe z-y-z Eulera orientacji. Prostokatny prawoskretny
uktad wspotrzednych xyz' przemieszczony i przeorientowany wzgledem prostokatnego
prawoskretnego uktadu wspo6trzednych xyz bedziemy opisywaé za pomoca macierzy
przeksztatcen jednorodnych T.

bx dx
oy K dy (1
az bz y d,
0 0 0 1

gdzie: \ = cos”*cosOcos"F - sin”sin”P,
ay

sin®cos0coslIP + cosOsinY,
-sinGcosT. (2a)
bx = -cost|cos0sinu, - sin<bcos\P,

by = -sind>cos0sin'i/ + cosOcosSP,

bz = sinOsinSP. <2b)
Cx = c0s0sin®©,
Cy = sin<t>sin0,
Cj = COS0. (2c)

Elementy ax+az , bx+bz, cx+c2 opisujg rzuty wersoréw a,b i ¢ rownolegtych do osi X, y'i Z'.
Elementy dx, dy>dz sg rzutami wektora potozenia d poczatku uktadu xyz'. Wersory te
iwektor d rzutujemy na osie ukfadu odniesienia. Rys. 1 ilustruje te ukfady wspotrzednych.

i,j, kK - wersory osi: X, yiz
a, b, c- wersory osi: x', yliz.

Rys. 1. llustracja uktadu wspotrzednych xyz i x'y'z'
Fig. 1. Coordinate system xyz and xyz'

Kazda przestrzen potozen i orientacji opisang mniej niz 6 wspotrzednymi bedziemy
nazywa¢ podprzestrzenig. Potozenia i orientacje opisane za pomocg wspO6trzednych.



T. Szkodnv

kartezjanskich, cylindrycznych i sferycznych sa odpowiednio z podprzestrzeni: kartezjanskiej,
cylindrycznej i sferycznej. Podprzestrzenie te opisujg po 3 wsp6trzedne niezalezne.

2.1,Podprzestrzen kartezjanska

Podprzestrzen kartezjanska opisujg trzy wspotrzedne kartezjanskie x, y, i z. Wspdtrzedne
te opisuja tylko potozenie. Jesli przyjmiemy, ze przy przemieszczaniu ukfadu xyz' nie zmienia
sie orientacja wzgledem uktadu odniesienia, to posta¢ jednorodna takiego przeksztatcenia jest

nastepujaca:
10 0 x
01 0y
T =Trans(dx,dy,dl)Euler(<&,0,¥) = Trans(x,y,z)Euler(0,0,0) = 00 1 , (3)
z
00 0 1

Macierz (3) opisuje podprzestrzenn Kkartezjanskg. Kazdy uktad wspétrzednych opisany
wzgledem uktadu odniesienia za pomocag macierzy przeksztatcen jednorodnych o podobnej
postaci jest z podprzestrzeni kartezjanskiej. Podobienstwo to polega na zerowych wartosciach
a3, a,, bx, b7, cx, cyoraz najedynkowych wartosciach ax, by i c"

Zamiast bada¢ wartosci tych 9 elementéw mozemy zbadaé,czy 3 elementy ax, by iczsa
rowne jedynce. Z réwnan (2.8e,f) w pracy [5] wynika, ze tym warto$ciom elementow ax, by i
cz odpowiadaja 2 rownania "kluczowe", wynikajace z zerowych katéw Eulera.

z0 =0wynika =1, (4a)

az0 =¥ 10wynikaby= 1 (4b)
Roéwnania te jakby zatrzymujg 3 stopnie swobody, ktére pozwalaty orientowaé uklad x'y'z'
Kazdy ukfad wspoétrzednych x'y'z', ktory spetnia réwnania "kluczowe" (4a) i (4b), jest

z podprzestrzeni kartezjanskiej.

2.2.Podprzestrzen cylindryczna

Podprzestrzen cylindryczng opisujg 3 wspoétrzedne cylindryczne a, r, z. Wspdtrzedne te
opisujg potozenie i orientacje. Uktad wspotrzednych xyz' przemieszczony i zorientowany za

pomocg tych wspdtrzednych opisuje nastepujagca macierz jednorodna:

T = Tra>iAdx ,dy,dz)Euler(fi,Q,"V) = TranArcoia,r siua ,z)Euler(afifi) =

cosa -sina 0 rcosa

sina cosa 0 rsina (5)
0 0] | z
0 1

= Cyl(z,a,r):
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Macierz Cyl(z,a,r) opisuje podprzestrzen cylindryczng. Kazdy uktad wspdétrzednych opisany
za pomocg macierzy jednorodnej o podobnej postaci jest z podprzestrzeni cylindryczne;.

Podobieristwo to polega na spetnieniu nastepujgcych réwnan (proporcji liczbowych)
wynikajacych z rys.2:

(6)

Roéwnania te otrzymaliSmy z macierzy Cyl(z,a,r) przez zastgpienie funkcji

geometrycznych kata a wyrazeniami wynikajacymi z pierwszych trzech wierszy czwartych
kolumn réwnania macierzowego (5). Przyktadowo sina =dy | +dg®)'n.

Rys.2.Uktad wspotrzednych cylindryczny

Fig.2. Cylindrical coordinates

Zamiast 7 rownan (6) mozemy napisa¢ réwnania "kluczowe" wynikajgce z zaleznosci
wspotrzednych potozenia dx, dy od kata a iz katow Eulera0 =a, 0 = Qid4y= O Z formut
(2.8e,f) w [5] wynika, ze dla © = 0 ¢*O. Z réwnan (2a) wynika, ze dla0 =0i'P = 0 a"O.
W réwnaniu wynikajagcym z kata O =a musimy uwzgledni¢ zalezno$¢ tego kata od
wspotrzednych potozenia dx i dy. Z rys.2b wynika, ze réwnanie to moze mie¢ nastepujaca
postac:

Po uwzglednieniu = 0 i faktu, ze dtugos¢ wersora (a* +af +a2)'n - 1, mozemy napisac
ostatecznie dwa rownania "kluczowe" przestrzeni cylindryczne;j.
(7a)
¢, =1. (7b)
Roéwnania te jakby zatrzymujg 3 stopnie swobody, ktére pozwalaty orientowac niezaleznie od
potozenia.
Kazdy uktad xyz' spetniajacy tylko 2 réwnania "kluczowe" (7a) i (7b) jest

z podprzestrzeni cylindryczne;j.
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2.3. Podprzestrzen sferyczna

Podprzestrzen sferyczng opisujg 3 wspoétrzedne sferyczne a, P, r. Wspotrzedne te
opisujg potozenie i orientacje. Uktad x'yz' przemieszczony i zorientowany za pomocg tych

wspotrzednych opisuje nastepujgca macierz jednorodna:

T =Trans(dx, dy, dt)Euler(®,0,40 =
=TraiiArcosa sin/?,rsin a sinfi,rcos fi)Euler(a, fi,0) = (8)
cosacosfi -sina cosasin/? rcosasin/t
] sinacosfi cosa sina sinfi  rsina sinfi
=Sph(afi,r) = L . .
-sin fi 0 cosfi rcos fi
0 0 0

Macierz Sph(ct,P,r) opisuje podprzestrzen sferyczng. Kazdy uktad wspotrzednych opisany za
pomocg macierzy jednorodnej o podobnej postaci jest z podprzestrzeni sferycznej;
podobienstwo to polega na spetnieniu nastepujgcych roéwnan (proporcji liczbowych)

wynikajacych z rys.3:

Tr - wersor réwnolegty do wektora dxi + dyj

Rys.3. Uktad wspo6trzednych sferyczny

Fig.3. Spherical coordinates
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c,(rfj +d2\d | +d2+ <12 ="(rf2+¢2),/2,

+4 +4)'R=*<f£ +M)'/2 9)
cd(<R+ 4 +<2),/2=rfr

Roéwnania te otrzymaliSmy z macierzy Sph(a,(3,r) przez zastgpienie funkcji
trygonometrycznych katéw a i b odpowiednimi wyrazeniami, wynikajagcymi z pierwszych
trzech wierszy czwartych kolumn réwnania macierzowego (8). Np.
cosi?=4 [/ (¢i+ + i DIR «>

Zamiast 9 réwnan (9) mozemy napisa¢ réwnania "kluczowe" wynikajace z zaleznosci
wspotrzednych potozenia dx, dy , dz od katow a i P oraz z katow Eulera O = a, i'P = 0.
Z rys.3b wida¢, ze

(cj+c,j) mdj+dy])=cA,+Cyd =(cj +¢,yn(dl+d])12 (10)

Jest to zapis zaleznos$ci kata <D= a od wspdtrzednych potozenia. Kat © = P jest takze zalezny
od wspdtrzednych potozenia iz rys.3 wynikaja nastepujace réwnania:

COS/3=d,l(d}+d}+d;y»=C:=> (11)

e(< M+6E£+EE)12=4 (12)

Kat ‘F wyznaczajg wersory b i k x \ zilustrowane na rys.3.Poniewaz 'P = 0, to wersory te sg

réwne istuszne jest nastepujace réwnanie:

<n)

¥ tx-bxd,=(cpx +dyy/2 (H)
Réwnania (10) 4 (12) mozna zapisa¢c w postaci jednego nastepujgcego réwnania:

cA+clty +cd =(cr+cr+cE)'n (15)

Rownania (14) i (15) jakby zatrzymujg 3 stopnie swobody ktére pozwalajg orientowac
niezaleznie od potozenia i sg jednoczesnie "kluczowymi" dla podprzestrzeni sferycznej.

3. Podprzestrzenie przyktadowych manipulatoréow

Jak juz wspomnieliSmy we wstepie manipulator moze osigga¢ punkty zadane tylko z jego
podprzestrzeni. Podprzestrzenie manipulatorow opisujg macierze jednorodne TN cztonu
roboczego lub macierze X elementu wykonawczego [4,5], Sg to macierze opisujagce mozliwe
przemieszczenia i orientacje cztonu roboczego lub elementu wykonawczego wzgledem uktadu
bazowego. Macierze te opisuje N wsp6trzednych naturalnych cztonéw [4,5]. Zadane punkty
ktore ma osiggng¢ manipulator opisujemy za pomocg wspétrzednych kartezjanskich dx, dy, dz
i katow Eulera <> 0 i ¥ (patrz réwnanie (1), macierz T), niezaleznie od jego struktury
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kinematycznej. Jak sprawdz” czy zadany punkt jest z podprzestrzeni manipulatora? Mozna
sprawdzi¢,czy sg spetnione pewne proporcje liczbowe miedzy elementami pierwszych trzech
wierszy macierzy T (patrz rownania (1) i (2a:c)), opisanej za pomocg znanych wspo6trzednych
zadanego punktu. Proporcje te wynikajg ze struktury macierzy T opisanej za pomocg
wspotrzednych naturalnych cztonéw manipulatora. Sposob tworzenia takich réwnan dla
podprzestrzeni kartezjanskiej, cylindrycznej i sferycznej (rownania (6) i(9)) poznaliSmy

w poprzednim punkcie. Prostszym opisem tych podprzestrzeni sg odpowiednie réwnania

Rys. 4. Schematy kinematyczne manipulatoréw o strukturach: a) PPP, b) OPP, c¢) OOP,
d) 000, e) OPPO, f) 00000. X,, X,, 2, B- parametry Hartenberga - Denavita

Fig. 4. Kinematic details of manipulators of fallowing structure: a) PPP, b) OPP, ¢) OOP,
d) 000, e) OPPO,f)00000. X,, X3, 2, B- Denavit - Hartenberg parameters
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W tym punkcie przedstawimy przykladowe manipulatory majace podprzestrzenie:
kartezjanska, cylindryczng, quasi-cylindryczna, sferyczna i quasi-sferyczng. Podprzestrzenie te
opiszemy za pomocg réwnan "kluczowych" wynikajacych z réwnan (4a), (4b), (7a), (7b),
(14) i (15). Rys.4 przedstawia schematy kinematyczne przyktadowych manipulatoréw. Na
rysunku tym zilustrowano uktady bazowe ~ yO0 z, i uktady wspotrzednych opisujace cztony
robocze. Z cztonami roboczymi skojarzono ukfady wspétrzednych zgodnie z zapisem
Hartenberga- Denavita [2,4]. Do opisu podprzestrzeni z rys.4 przyjmiemy, ze zadane punkty
bedzie opisywa¢ macierz T (réwnanie (1) i rys.4a). Rys.4a ilustruje schemat manipulatora
0 trzech stopniach swobody o strukturze PPP. Ze struktury kinematycznej tego manipulatora
wynika, ze ma podprzestrzen kartezjanska. Opis uktadu x'y'z' wzgledem uktadu xyz za pomocg
rownan (4a) i (4b) jest takze opisem tej podprzestrzeni. Orientacja i potozenie zadanego
punktu powinny by¢é mozliwe do osiggniecia przez uktad x3y3z3 i dlatego w réwnaniach (4a)
1(4b) cz musimy zastgpi¢ przez az (osi z' odpowiada 0$ -y3na rys.4a), a by musimy zastgpic¢
przez -by (osi y' odpowiada 0$ -y ). Po tych podstawieniach otrzymamy réwnania "kluczowe”

manipulatora PPP w nastepujacej postaci:
(16)

Rys.4b ilustruje schemat manipulatora o 3 stopniach swobody o strukturze OPP. Ze
struktury kinematycznej tego manipulatora wynika, ze ma on podprzestrzen cylindryczna.
Opis uktadu x'y'z' wzgledem uktadu xyz za pomocg réwnan (7a) i (7b) jest takze opisem tej
podprzestrzeni. Opis tej podprzestrzeni za pomoca uktadu x33%, otrzymamy po zastgpieniu
rzutébw wersora a dpowiednimi sktadowymi wersora c(osi X' odpowiada 0§ z3 na rys.4b)
i zastgpieniu czprzez bz (osi z' odpowiada 0$ y3). Po tych podstawieniach w réwnaniach (7a)
i (7b) otrzymamy nastepujgce réwnania "kluczowe" tego manipulatora:

cxdx + Cyd, = (dl+d]y"\

4=1 an

Rys.4c ilustruje schemat manipulatora o 3 stopniach swobody o strukturze OOP Ze
struktury kinematycznej tego manipulatora wynika, ze ma on podprzestrzen sferyczna.
Opis uktadu x'y'z' wzgledem ukfadu xyz za pomocg réwnan (14) i (15) jest takze opisem tej
podprzestrzeni. Z rys.4c wynika, ze uktad x'y'z' odpowiada uktadowi x3y3z3. Uktad xyz jest
przesuniety o X, wzdtuz osi z0O uktadu bazowego. Poniewaz chcemy opisa¢ podprzestrzen
tego manipulatora wzgledem uktadu bazowego, to musimy w réwnaniach (14) i (15) zastgpic¢
dz przez dzX,. Po tym podstawieniu otrzymamy nastepujace rownania “kluczowe" tego
manipulatora:

V4i-My=("+"r.

(18)
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Rys.4d ilustruje schemat manipulatora o 3 stopniach swobody o strukturze OOO. Ze
struktury kinematycznej tego manipulatora wynika, ze ma on podprzestrzen podobng do
sferycznej lecz nie sferyczng. Z rys.4d wida¢, ze uktad x'/z1mozemy opisa¢ wzgledem uktadu
Xyz za pomocg wspotrzednych sferycznych. Uktad wspotrzednych xyz ma osie réwnolegte do
odpowiednich osi uktadu bazowego, a potozenie jego poczatku jest ruchome i porusza sie po
kuli o promieniu 2 Dlatego nazwijmy te podprzestrzeri quasi sferyczng. Przed wykorzystaniem
rownan (14) i (15) musimy wyrazi¢ wektor /3 i wersory uktadu xyz' poprzez wspoétrzedne

uktadu x3y,z, w uktadzie bazowym.

Rys. 5. Opis wektorowy manipulatora z rys.4d

Fig. 5. Vectorical description of manipulator from fig. 4.d

Z rys.5 wynika, ze
| =-X+d-1I (19a)
oraz |AamTeraz w réwnaniach (14) i (15) wektorowi d odpowiada wektor /3, a wersorom

dbc wersory b,-c,d (patrz rys.4d). Dlatego réwnanie (15) bedzie miato postac¢

I-a =1} (1%)
Roéwnanie to wykorzystamy do opisu powierzchni kuli, po ktoérejporuszasie uktad xyz.
Z réwnan (19a) i (19b) wynika

4=d-1"0- A| ={dx- Nax)i,, + (dy - liOy)jo+ (d: - - X,
gdzie - wersory uktadu bazowego. Zatem réwnanie tej kuli bedziemiato postaé

(dx- Daxy +(dy- layy +(4 - ha, - X,)}=q. 20a)

Drugie réwnanie opisujgce podprzestrzen manipulatora z rys.4d wynika z rownania (14).
Wersor 1, z rys.3 mozemy opisac identycznie jak w réwnaniu (13) i dlatego rownanie (14)
ma posta¢ (0$ y' odpowiada osi -z3 na rys.4d)

ody-cydx={dI+dgyIK (20b)

Rownania (20a) i (20b) sg "kluczowymi" dla manipulatora z rys.4d.



Podprzestrzenie manipulatoréw

Rys.4e ilustruje schemat manipulatora o czterech stopniach swobody o strukturze OPPO.
Ze struktury kinematycznej tego manipulatora wynika, ze ma on podprzestrzen podobng do
cylindrycznej. Z rys.4e wynika, ze ukfad x'y'z' moze by¢ opisany za pomoca wspo6trzednych
cylindrycznych wzgledem ukfadu xyz. Osie uktadu xyz sg odpowiednio réwnolegte do osi
uktadu bazowego xOy(0. Poczatek uktadu xyz moze porusza¢ sie po powierzchni bocznej
walca o promieniu -12 (1<0) i osi pokrywajacej sie z osig z, Dlatego nazwiemy te
podprzestrzefi quasi-cylindryczng. Z rys.6 wynika, ze wektor A} peini role wektora d w
réwnaniu (7a). Z rys.4e wida¢, ze wersorowi a w réwnaniu (7a) odpowiada wersor ¢ osi z4.
Rownanie (7b) jest tu nieprzydatne, gdyz struktura tego manipulatora nie krepuje obrotu

wokot osi z4.

B - poczatek uktadu xyz z rys.4e
A - poczatek uktadu xyz' z rys.de
OB =-12.1,]10- wersory uktadu x y

Rys.6. Ilustracja opisu schematu kinematycznego manipulatora z rys.4e

Fig.6. Description of the kinematic scheme of the manipulator presented on the fig. 4e

Z rys.6 wynika nastepujace rownanie dla wektora A3.

A3 = (dx-12y)l + (dy+ Ixx)]0.
Odpowiednikiem réwnania (7a) bedzie iloczyn skalarny A3-c =A3. Zatem rownanie
"kluczowe" dla manipulatora z rys.4e bedzie miato postac¢

(dX- I2Cy)CX + (dy + I2C,)Cy = [(dX - IjCy)l +(dy +1 ~ )~ (21)

Rys.4f ilustruje schemat manipulatora antropomorficznego o pieciu stopniach swobody
o strukturze OO0OO0O. Ze struktury kinematycznej tego manipulatora wynika, ze ma on
podprzestrzeA podobng do sferycznej. Z rys.4f wida¢, ze uktad xYz' mozna opisa¢ za pomoca
wspotrzednych sferycznych w uktadzie xyz. Dlatego te podprzestrzen nazwiemy quasi-
sferyczng. Osie uktadu xyz sg odpowiednio réwnolegte do osi uktadu bazowego. Potozenie
poczatku uktadu xyz jest dowolne (oczywiscie w przestrzeni roboczej tego manipulatora).
Zatem réwnanie (15) jest tu nieprzydatne. Struktura tego manipulatora pozwala na obrot
wokét osi z1i dlatego réwnanie (14) jest tu tez nieprzydatne. Uktad x5/sz5 moze by¢

orientowany wokot osi x' o kat Eulera O, zalezny od potozenia jego poczatku, podobnie jak
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uktad x'y'z' z rys.3 wokét osi z (>= a). Dlatego mozna by wykorzysta¢ rownanie (10).
Rownanie to nie dopuszcza zeby wektory idx +jdy i c byly skierowane przeciwnie, podczas
gdy struktura kinematyczna manipulatora z rys.4f pozwala na to. Dlatego mozemy napisa¢
nastepujgce proporcje dla uktadu x5/%s:

dx
dy

C,
Cy

M

Znak + odpowiada zgodnie skierowanym wektorom idx+jdy i ¢, znak - odpowiada

przeciwnie skierowanym tym wektorom. Stagd otrzymamy nastepujace réwnanie "kluczowe"
podprzestrzeni manipulatora z rys.4f:

Ody - Gdx = 0 (22)

4. Whnioski koncowe

Z pracy tej wynika, ze przedstawione réwnania "kluczowe" w zasadniczy sposéb
upraszczaja analityczny opis podprzestrzeni typowych manipulatoréw stosowany dotychczas
w literaturze [1], Badanie odpowiednich proporcji liczbowych macierzy T opisujacej zadany
punkt jest szczegdlnie ucigzliwe, gdy pojawia sie wiecej niz jedna para obrotowa w stukturze
manipulatora.  Potwierdzeniem tego moze by¢ badanie podprzestrzeni sferycznej
w punkcie 2.3, gdzie wystepujg dwie wspdtrzedne katowe. Gdyby nie réwnania "kluczowe"
(14) i (15), nalezatoby sprawdza¢ 9 réwnan (9). Pisanie podobnych réwnan dla manipulatorow
0o 3 i wiecej parach obrotowych jest trudne. Opis podprzestrzeni takich manipulatoréw
przedstawili$my za pomocg tylko dwu lub jednego réwnania "kluczowego".

Inng niewatpliwg zaleta réwnan "kluczowych" jest prostota ich tworzenia. Niepotrzebne
sg rownania kinematyki, wystarczy tylko znajomo$¢ struktury kinematycznej manipulatora.

Z réwnania (21) i rys.4e wynika, ze mozna uprosci¢ opis podprzestrzeni manipulatora
PR-02 omawianego przez autora tej pracy w [4],

Dotychczas nazywane w pracach [4,5,7] réwnania wiezdw cztonu roboczego mozna
nazwac krotko réwnaniami "kluczowymi".

Roéwnania "kluczowe" w postaci rézniczkowej sg rowniez skutecznym narzedziem opisu
rézniczkowego podprzestrzeni manipulatoréow.

Réwnania "kluczowe" pozwalajg w istotny sposob upraszcza¢ komputerowy model
otoczenia robotoéw, a tym samym upraszczaé projektowanie jezyka TLP.
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Abstract

In the paper an original method of a description of subspace of typical manipulators is
presented. In his book, Craig discusses the problem of inverse kinematics for manipulators
which number of degrees of freedom is less than 6. He also proposes research of numerical
proportions between twelve elements of or X matrix [4] which describes the end-effector
or the actuator of robot.

For manipulators with number of degrees of freedom less than 6, it is possible to write
6-N or less equations of end-effector which includes only its Cartesian coordinates.

These equations are essential and complete the kinematics description for points of
positioning which are given. The key-equations are more simple than the description proposed
by Craig [1],

We show that manipulators with 3,4 or 5 degrees of freedom can be described at most
with two-key-equations. Doubtless it is a simpler way of description of subspaces than by
means of numerical proportions proposed by Craig.



