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LOSOWE ZAGADNIENIE WLASNE BELKI ZELBETOWEJ

Streszczenie. W referacie przedstawiono przykitad rozwigzania losowego zagadnienia
wiasnego zelbetowej belki wolnopodpartej. Zatozono jednowymiarowe pole losowe opisujace
modut sprezystosci Younga betonu wzdtuz jej dtugosci. Poréwnano wyniki obliczen dla
stochastycznej metody elementéw skoriczonych i symulacji Monte Carlo.

RANDOM EIGENVALUE PROBLEM OF REINFORCED CONCRETE
BEAM

Summary. The report presents an application of the random eigenvalue problem for the
simply supported reinforced concrete beam. A one dimensional random field describing the
Young’s modulus of concrete along her length has been assumed. Results of a stochastic
finite element method were compared with a Monte Carlo simulation.

1 Wstep

Uwzglednienie losowych witasnosci konstrukcji w statyce i dynamice budowli nie jest
problemem nowym. W literaturze autorzy rozwazali r6zne zagadnienia dla ré6znych uktadéw
ikonstrukcji. Do waznych kierunkdw analiz zalicza si¢ miedzy innymi tak zwane ,losowe
zagadnienie wtasne”. Ocenia sie w nim wptyw losowych wiasnosci konstrukcji na
charakterystyki drgann wiasnych. Nabrato ono ostatnio aktualnosci, gdyz zwigzane jest ono
zproblematyka detekcji uszkodzenn w konstrukcjach poprzez pomiary ich drgan. Jednag
zpierwszych publikacji dotyczacych losowego zagadnienia wtasnego byt artykut autorow
Soonga i Bogdanoffa [1], Analizowali oni wplyw losowych wartosci mas i sztywnosci
dyskretnego uktadu najego czestosci drgan wiasnych. Wykorzystali do tego metode macierzy

przeniesienia. Collins i Thomson [2], podobnie jak ich poprzednicy, przeprowadzili analize
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losowego zagadnienia wiasnego preta modelowanego jako uktad dyskretny. Stosowali metode
perturbacyjng i symulacje Monte Carlo. Obszerny przeglad literatury w tym temacie mozna
znalez¢ w artykule Ibrachima [3]. Przytacza w nim publikacje dotyczgce zaréwno ukladow
dyskretnych, jak i ciagtych. Lin i Cai [4] w swojej ksigzce zajmowali sie losowym
zagadnieniem wiasnym zdyskretyzowanej wieloprzestowej belki. Analizowali przypadki
losowej sztywnos$ci i diugosci przeset. Wykorzystali metode macierzy przeniesienia.
W Polsce problem losowego zagadnienia wtasnego poruszany byt miedzy innymi w artykule
autoréw Mironowicza i Sniady [5] oraz w ksigzce autoréw Kleibera i Hiena [6].

Jednym z materiatow konstrukcyjnych w budownictwie, ktéry posiada silnie losone
wiasciwosci, jest beton. Dlatego losowe zagadnienie wiasne dla konstrukcji wykonanych z
tego materiatu jest szczegolnie interesujace.

Przedmiotem niniejszego referatu jest ocena wptywu losowych wartosci modutu
sprezystosci Younga betonu na wartosci wtasne belki zelbetowej. Przedstawiono przykiad
numeryczny dla belki wolnopodpartej. Analize przeprowadzono z wykorzystaniem
stochastycznej metody elementéw skofAczonych i symulacji Monte Carlo. Obliczenia

wykonano za pomocg dwoch wiasnych programéw komputerowych.

2. Sformutowanie problemu

Rozwazmy belke wolnopodpartg o rozpietosci / pokazang na rys. la. Przyjmijmy, z

wartos¢ modutu sprezystosci E zmienia sie losowo wzdtuz jej dtugosci.

Rys. 1. a) schemat belki i pojedyncza realizacja pola losowego E(x), b) dyskretyzacja
Fig. 1 a) scheme of the beam and a single realization of the random field E(x), b) discretization

Jego rozktad opisuje jednowymiarowe, jednorodne, ciagte pole losowe E(x) (np. [7]). Wartos¢

procesu oznaczmy przez e(x,), a przez e”x) jego pojedyncza realizacje. Charakterystyki
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probabilistyczne  pola w punkcie ,Z° okre$lajg wartoséoczekiwana mEX), wariancja

Var[E(*,)]> odchylenie standardowe aExi)oraz wspotczynnik zmiennos$ci VEXy.

D
m E(xi) = (E (x,)) = jeinf E(x,)(e,)de, (1)
Var[E(x(]= (e, - (e(xi))2 = J(e,-m EXf o/*(*)(«)&, )

»«W* i/Vv*IEW |

<4 >

E(xi)

Szczegolnie wazne tgczne charakterystyki pola dla dwéch punktow ,Z° oraz ,/’ opisuja

funkcje kowariancji Cov[£(x;),E(*>)] oraz korelacji przestrzennej p Ex),EXj)'

Cov[£(x,.).e(X])]= (fe, - {E(x,)))* (&5 - (e{Xj)))) =

J\et~mextei ~m ki e (xE(x1)iei#) Jﬁj@m@n
CoVv[E(N),E(xJJ
P E(xi).E(x]) (6)
a E(x,) "a E(xj)
gdzie:
fgptfed - funkcja gestosci prawdopodobienstwa pola dlajednego punktu,

fEX),E9) (et,ej) - taczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa pola dla dwéch punktow.

Jezeli pole jest jednorodne, to warto$¢ oczekiwana m o i odchylenie standardowe oEx) dla
kazdego z jego punktéw sgjednakowe, czyli mEX) = mE{) i aEx) = oE(x\ Natomiast funkcja
korelacji zalezy od odlegtosci Ax miedzy punktami pola. Rozwazono, czesto przyjmowang

w literaturze, wyktadniczg funkcje korelacji o postaci:

/ 2\
> (Mi ™
v\ d y >
AX =X, - Xj ®

PE(xi).E(xj) _ eXl

eBx)=4n-d 9)

Wielko$¢ OE() to tak zwana ,,dtugo$¢ korelacji” (skala fluktuacji) pola. Jej wielkos¢ jest miarg
odlegtosci miedzy jego punktami, dla ktérej jest ono silnie skorelowane. Na rys. 2 pokazano

wykresy funkcji korelacji PEx),Exodla réznych wartosci parametru d.
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Rys. 2. Wykresy wykfadniczej funkcji korelacji pEx).E) dlajo/= 1,25 m

Fig. 2. Diagrams of the exponential correlation function pEx)E) for = 1,25 m

Na potrzeby dalszych rozwazan pole losowe E(x) zdyskretyzowano za pomocg metody
punktu $rodkowego (np. [8]). Polega ona na podzieleniu go na elementy dyskretne o rownej
dtugosci /, i przyjeciu, ze modut sprezystosci kazdego z nich jest ciagtg zmienng losowa £,
(rys. 1b). Sa one state w obrebie kazdego elementu Charakterystykami
probabilistycznymi zmiennych sa warto$ci oczekiwane ma, wariancje Var[£,], odchylenia
standardowe aBE i wspotczynniki zmiennos$ci vei- Wzajemne zalezno$ci pomiedzy dwoma
zmiennymi ,,i” oraz ,/’ opisujg kowariancja Cov[E, Zs,] oraz wspOtczynnik korelacji pEg
Sgone dyskretnymi wersjami wzoréw od (1) do (9) charakterystyk pola. Poniewaz zatozono,
ze jest ono jednorodne, wiec wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe zmiennych s
jednakowe. Do opisu dtugosci korelacji zmiennych uzywa sie zaréwno parametru 9 *
jak id. Powigzane sg one ze sobg zaleznoS$cig (9). Za praca [9] przyjeto, ze parametr if wynosi
dwie dtugosci elementu. Wielko$¢ Ax jest w tym przypadku odlegtoscig pomiedzy $rodkami
elementéw. Przy wykorzystaniu wszystkich wzajemnych korelacji mozna utworzy¢ macierz
korelacji pEH i kowariancji Cov[£,,£}].

Rozwazmy dalej zagadnienie witasne, czyli niettumione drgania swobodne konstrukcji.

W ujeciu dyskretnym macierzowe réwnanie zagadnienia ma postac:

(K-A, b) u,=0 => det(K- A -B)=0 (I0ai 100)

W powyzszych wzorach K i B to macierze sztywnos$ci i bezwladnosci. Wynikami
rozwigzania zagadnienia witasnego sg wartosci wiasne 2, i wektory wiasne u,. Macierz
bezwtadnosci nie zalezy od modutu sprezystosci, wiec jest macierzg deterministyczna.
Macierz sztywno$ci zalezy od modutow sprezystosci elementéw, zatem jest macierza losows,
W zwigzku z tym warto$ci i wektory wiasne réwniez bedg zmiennymi losowymi A; (dalej

uzyto A). Takie zadanie nazywane jest w literaturze losowym zagadnieniem witasnym.
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3 Losowe zagadnienie wiasne i stochastyczna MES

Stochastyczna metoda elementéw skonczonych wykorzystuje rozwiniecie w szereg
Taylora warto$ci witasnej A Rozwija sie ja w otoczeniu pewnej danej wartosci A .

Uwzgledniajac trzy pierwsze wyrazy, mamy:

tidE, 2 tijidE.dE, 1 ( }
gazie:
dA . d2A . - .
- pochodne czastkowe 1i2 rzedu, AE, i AEj- przyrosty zmiennych modutu
dE dE,dEj

sprezystosci, n - liczba zmiennych funkcji.

Dokonujac  odpowiednich podstawien, przeksztalcen i operacji ostatecznie uzyskano
aproksymacje 2 rzedu wektora wartosci oczekiwanych ma i macierzy kowariancji Cov[A,A)]

wartosci wiasnych:

mA~  +- 'Coyffiin,] (12)
AR

Cov[a"Aj {Kjy mCovle,.Ej]+
w A

roiot t t “Bigjir-ekei) '(Cov[E, £,]Coyjfr EK]+ Cov[E/,£LmCoV[E; £, ]) (13)
4 Wijdjm R
N=K )r-Ka-u0 (14)

"mEiEj = (U o) — AEjm®) UEi+ (Uo) —AEi ®)'UEj (15)
gdzie:
lo- wektor rozwigzan 0 rzedu wartosci wiasnych, Ur, i\BF - wektory rozwigzan 1i2 rzedu
wartosci wiasnych, Kei i Kej- macierze sztywnosci 1rzedu, UE, i uej- wektory rozwigzan
1rzedu wektoréw wiasnych.
Wektor rozwigzan 0 rzedu warto$ci wihasnych ko otrzymuje sie przez podstawienie do
macierzy sztywnos$ci K wartosci oczekiwanych modutéw sprezystosci elementow
jrozwigzanie réwnania (I0a). Odchylenia standardowe ou i wspotczynniki zmiennosci vu

wartosci wtasnych dane sg wzorami:

ou =V CovM .J=V VarlAJ v» = — (16 i 17)
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4. Przykiad numeryczny

Na rys. 3 pokazano belke zelbetowg (beton klasy B25) wolnopodpartg, o rozpietosci
/=3,0 m oraz przekroju poprzecznym bxh = 0,25x0,50 m. Zdyskretyzowano jg na sz
elementédw skonczonych. Dtugosci i momenty bezwitadnosci elementéw belki sg wielkosciami
deterministycznymi. Wynoszg one odpowiednio /, = 0,5 m i 7/ = 0,002604 m4 (i = 1....6).
Moduty sprezystosci Younga elementéw sg zmiennymi losowymi £,. Opisane sg oe
rozktadem Gaussa. Ich warto$¢ oczekiwana wynosi m” = 30 GPa. Wspdtczynnik zmiennosci
modutu sprezystosci ve zmienia sie¢ od 0 do 0,2. Dodatkowo przyjeto, ze sg oe
nieskorelowane (d = 1,0 m, pei,ej =0 dla i £j), czeSciowo skorelowane (d = 1,0 m) i w pehni

skorelowane (d —co, pE,Ej= 1,0 dla i =j).

Rys. 3. Schemat belki i dyskretyzacja

Fig. 3. Scheme of the beam and discretization

W celu weryfikacji wynikow otrzymanych przy uzyciu stochastycznej metody elementow
skonczonych przeprowadzono obliczenia za pomoca symulacji Monte Carlo (np. [10]).
Polega ona na wygenerowaniu zbioru realizacji pola losowego E(x) przy pomocy
komputerowego generatora liczb pseudolosowych (np. [11]), wielokrotnym obliczeniu
analizowanego zagadnienia i statystycznej obrobce wynikow.

Na rys. 4 pokazano wykresy obliczonych wartosci oczekiwanych wartosci wiasnych mu
dla r6znych wartosci wspotczynnika zmienno$ci modutu sprezystosci VE i réznych korelacji
wzajemnych zmiennych losowych.

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku przyjecia nieskorelowanych (d = 0) i czeSciowo
skorelowanych (d = 1,0 m) zmiennych wartosci oczekiwane warto$ci wiasne zmalaty wraz ze
wzrostem wspétczynnika zmiennosci modutu sprezystosci. Ulegty one zmniejszeniu
odpowiednio $rednio o okoto 0,8% i 0,3% dla wspétczynnika zmiennosci réwnego 01
i srednio o okoto 2,8% i 1,4% dla wspétczynnika réwnego 0,2. Jezeli przyjeto w pehi

skorelowane zmienne (d — o00), wartosci te nie ulegty zmianie. We wszystkich trzech
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prarzypadkach korelacji, dla obydwu metod obliczeniowych, wielkosci te sg do siebie zblizone.

Nalajmniejsze r6znice pomiedzy nimi zauwazono dla wspoétczynnikéw zmiennosci do 0,1.

££308+
Stochastyczna MES (d = 0)
| 306w Stochastyczna MES (d = 1, i
Stochastyczna MES (d ->a a 4900 i— Stochastyczna MES (d -
i 1¢"— SymulacjaMC (d=0) " ]—Symulacja MC (d =0)
Symulacja MC (d = 1,0 m) 1875 )}—Symulacja MC (d = 1,0m)
8 302-- —A—Symulacja MC (d ->®) " —A—Symulacja MC (d - » o0)
%300 | H 1—1—HH H
0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175 0,200 0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175 0,200
Wspdtczynnik zmiennosci VE Wsp6tczynnik zmiennosci v

Rys. 4. Wykresy wartosci oczekiwanych wartosci wlasnych mu- a) pierwsza warto$¢, b) druga

wartos¢
Fig. 4. Diagrams of expected values of eigenvalues mu'- a) first eigenvalue, b) second eigenvalue

5 Podsumowanie i wnioski kohcowe

W niniejszym referacie przedstawiono ocene wptywu losowych wartosci modutu
sprezystosci Younga betonu na warto$ci wtasne belki zelbetowej. Analize przeprowadzono z
wykorzystaniem stochastycznej metody elementéw skonczonych i symulacji Monte Carlo.
Poréwnano uzyskane wyniki dla obydwu metod.

Rozwazano trzy przypadki przestrzennej funkcji korelacji pE(xi),E(q) pola losowego modutu
sprezystosci E(x): nieskorelowanego (d = 0), czesciowo skorelowanego (d= 1,0 m) i w pekni
skorelowanego (d — co). Gdy pole losowe modutu sprezystosci jest w petni skorelowane, to
wartosci oczekiwane wartosci wtasnych mu nie zalezg od jego wspétczynnika zmiennos$ci VE.
Jedli natomiast pole losowe jest czeSciowo skorelowane i nieskorelowane, to wartosci
oczekiwane wartosci wtasnych malejg wraz ze wzrostem modutu sprezystosci. Jak wiadomo,
modut sprezystosci betonu wptywa na sztywnos$¢ konstrukcji i jest on dobrg miarg jego
jakosci. Petna korelacja pola oznacza identyczny, cho¢ losowy beton na diugosci belki.
Czesciowa i zerowa korelacja oznacza, ze jest on nieidentyczny i losowy najej dtugosci.

Wyniki otrzymane ze stochastycznej metody elementéw skonczonych (aproksymacja

drugiego rzedu) zostaty potwierdzone przez symulacje Monte Carlo.
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Niniejsza praca przedstawia wstepne wyniki analizy losowego zagadnienia wiasnego belki
zelbetowej. Jego szersza analiza dla konstrukcji w stanie niezarysowanym i zarysowanym jest

przedmiotem planowanej rozprawy doktorskiej.
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