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OCENA WPLYWU PERTURBACJI PARAMETROW ZADANIA
BRZEGOWEGO NA ROZWIAZANIE ROWNANIA HELMHOLTZA

Streszczenie. Niniejszy artykut jest prezentacjg nowego systemu algebraicznego oraz jego
aplikacji do teorii perturbacji czastkowych réwnan rézniczkowych. Nowa metoda
zastosowana zostala do rozwigzania zadania brzegowego dla réwnania Helmholtza.
Wprowadzone zostaly zaburzenia parametréw réwnania oraz warunkéw poczatkowych i
brzegowych. W nowym systemie klasyczne problemy perturbacyjne opisywane réwnaniami
rézniczkowymi moga by¢ rozwigzane w sposob tak prosty jak zwykte réwnania rézniczkowe
stosowane w akustyce, matematyce czy technice. Nie sg konieczne dodatkowe
przeksztatcenia analityczne.

ESTIMATION OF PARAMETER PERTURBATIONS IN BOUNDARY
PROBLEMS FOR HELMHOLTZ EQUATION

Summary. This paper presents applications of the new algebraic system in the theory of
perturbed partial differential equations. New method is applied to solve boundary problems
for Helmholtz equation. Perturbation of equation parameters as well as for initial and
boundary conditions are considered. Classical perturbation problems described by differential
equations are solved in the new algebraic system as easy as usual differential problems of
applied acoustics, mathematics and techniques. Additional analytical transformations are not
required.

1. Wprowadzenie

Teoria perturbacji po raz pierwszy pojawita sie w jednej z najstarszych dziedzin
matematyki stosowanej - w mechanice nieba. W dzisiejszych czasach ma ona znacznie
szersze zastosowanie, lecz gtowna idea pozostaje ta sama. Podstawgq teorii perturbacji sg

publikacje Rellicha [7], Rellich po raz pierwszy rozpatrzyt zhiezno$¢ rozszerzenia szeregu w
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teorii perturbacji. Obecnie teoria ta doczekata sie olbrzymiej bibliografii, ktora ciagle budzi
zainteresowanie, np. monografia Kato [5],

Pierwsze badania nad perturbacyjnym rownaniem rozniczkowym prowadzit Keller i byly
one poswiecone rownaniu Helmholtza, por. [1,3]. Réwnanie to stosowane jest miedzy innymi
do opisu zjawisk akustycznych, takich jak dyfrakcja, por. [4], a takze do analizy pola
akustycznego obszarow zamknietych (por. [12]) czy bliskiego pola zrédet fali akustycznej.

Czesto znalezienie doktadnego rozwigzania zadania jest trudne. Woweczas tatwiej jest
wykorzysta¢ znane rozwigzanie zadania podobnego, a nastepnie, stosujac teorie perturbacji,
okresli¢ przyblizone rozwigzanie pierwotnego zadania. Teorie perturbacji stosuje si¢ takze w
przypadkach, kiedy podstawowe zagadnienie fizyczne moze zosta¢ poddane zaburzeniom
(perturbacjom). W takiej sytuacji wazne jest okreSlenie wptywu matych perturbacji
parametrow zadania najego rozwigzanie.

W tym artykule zaprezentowana zostanie nowa metoda przedstawiona w formie analizy
réwnania Helmholtza, w sytuacji kiedy zaburzone zostang parametry tego réwnania oraz

warunki poczatkowe i brzegowe.

2. Liczby perturbacyjne, modut liczby perturbacyjnej

DEFINICJA 1 [8,9]. Zdefiniujemy liczbe zwang dalej liczbg perturbacyjng jako pare
uporzagdkowang liczb rzeczywistych (x,y)eR2.Zbi6ér liczb perturbacyjnych bedziemy
oznaczac jako Re.

Niech z,zi,z2eRE oznaczajg dowolne liczby perturbacyjne oraz z=(x,y),zi:=(xiyi),
22:=(x2,y2), Xj,y,eR, i=1,2. Powiemy, ze dwie liczby perturbacyjne sg réwne: zZ|=z2 wtedy i
tylko wtedy, gdy xi = x2oraz yi =y2.

W zbiorze Re wprowadzone zostaty dziatania dodawania (+€) i mnozenia («B w
nastepujacy sposoéb:

Zi+E22:=(Xi+X2,yi+y2) (1)
Zi»Ez2:=(Xix2, Xiy2+x2yi) )

TWIERDZENIE 1 [8,9], Zbiér Re z dziataniami dodawania (+B i mnozenia (*B

okre$lonymi wzorami (1) i (2) oraz z wyréznionymi elementami: zerowym 0E=(0,0) oraz

jedynkowym 1E=(1,0) jest ciatem. Ciato to nazwiemy ciatem liczb perturbacyjnych.
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W zbhiorze RE zachowane sg przemiennos$¢ i tgcznosé dodawania, a takze przemiennos¢ i
tacznos$¢ mnozenia oraz prawo rozdzielnosci.

Okreslone powyzej ciato RE nie zawiera ciata liczb rzeczywistych R. Mozna jednak
wykaza¢, ze liczby rzeczywiste moga by¢ traktowane jako pewne elementy ciala Re z
zachowaniem dziatan algebraicznych oraz elementéw neutralnych dodawania i mnozenia.

DEFINICJA 2 [8,9]. Przeksztatcenie j:R—R6 nazwiemy zanurzeniem systemu
algebraicznego liczb rzeczywistych R w systemie algebraicznym Re gdy j(.) jest
przeksztatceniem roznowartosciowym oraz zachowuje odpowiadajace sobie dziatania oraz
elementy neutralne dodawania i mnozenia.

DEFINICJA 3 [8,9], Modutem lub warto$cig bezwzgledng liczby z=a+sb nazwiemy
e - liczbe |z|Ezdefiniowangw nastepujacy sposob:

|z|g := [al+e[b]. ©)

Niech DtzR oraz EczRe beda dowolnymi podzbiorami rzeczywistych oraz e-rzeczywistych
liczb. Przypu$émy, ze mamy funkcje fe, ktora przyporzadkowuje kazdemu elementowi teD
oraz zeE doktadnie jeden element r ze zbioru RE Wéwczas powiemy, ze fEDXE—REjest
rozszerzeniem funkcji zdefiniowanej na DxE z wartoSciami ze zbioru Re, zapisanej jako
r=fHKt,z) lub prosciej w=e-f(t,z).

W ten sam sposéb mozna zdefiniowac bardziej skomplikowane funkcje wielowymiarowe.

Wiasnosci liczb perturbacyjnych, pojecia analizy perturbacyjnej, takie jak zbieznos¢,

ciggtosc itp. patrz [8,10,11].

3. Funkcje zmiennych perturbacyjnych i rzeczywistych

Niech DcR i EcRt beda dowolnymi podzbiorami zmiennej rzeczywistej i perturbacyjnej
odpowiednio. Jesli kazdej parze elementow teD, zeE przyporzadkujemy pewng liczbe
perturbacyjng r=f(t,z), to powiemy, ze w zbiorze DXE zostata okre$lona funkcja perturbacyjna
fE:DXE ->Re, zmiennych rzeczywistej i perturbacyjnej [8,10],

r = fHt,z) (4)

Niech ft(t,z) = u+ev, przy czym u(.) iv(.) oznaczajg funkcje o warto$ciach rzeczywistych
zmiennej rzeczywistej t i zmiennej perturbacyjnej z=x+sy lub inaczej trzech zmiennych

rzeczywistych t, x orazy, co mozemy zapisaé
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fHt,z) = u(t,z) + ev(t,z) = u(t,x,y) + ev(t,x,y), 5)

dlatego u(.) i v(.) bedg oznaczane jak zwykte funkcje rzeczywiste bez indeksu s. Funkcje u() i
v(.) nazwiemy odpowiednio czescig gtdbwng i czescig perturbacyjng funkcji fH.).

Mozna udowodni¢, ze jezeli funkcja f(t,z) jest ciggta w punkcie (to,zo)=(to,xo+Eyo), to

funkcje u(t,x,y) iv(t,x,y) saciagte w punkcie (to,xo,yo) i odwrotnie.

4. Rézniczkowanie funkcji perturbacyjnych

Przyjmijmy funkcje fHt), teD cR £ bedacg funkcja perturbacyjna zmiennej perturbacyjnej
rzeczywistej.
DEFINICJA 4 [8,9]. Jesli w punkcie zoeDcRe istnieje granica (w sensie e - zbieznosci)

ilorazu r6znicowego

Si 5%
£

dla Az = Ax+ ¢Ay->0C, wowczas powiemy, ze e-funkcja fHz) jest e-r6zniczkowalna (lub

prosciej rozniczkowalna) w punkcie zo. Granice te nazwiemy e-r6zniczka funkcji fEw punkcie

z0 i zapiszemy jako

lim £ fe«tAzK fa> 7,
Az->0, AZ

Definicje te mozna uogdlni¢ na r6zniczkowanie wyzszych rzedéw.

5, Perturbacyjne réwnanie rézniczkowe zwyczajne

Perturbacyjnym réwnaniem r6zniczkowym zmiennej rzeczywistej nazwiemy rownanie

g A(t)y(t) + f(t), t0<t<t, y(t0)=ceR" (8)

gdzie A(t), te[to,ti] jest macierzg o wymiarach nxn, ktérej elementy sg perturbacyjnymi
rzeczywistymi funkcjami ciggtymi, por. [10].
Zauwazmy, ze poniewaz kazda macierz perturbacyjng A mozna przedstawi¢ jako pare

uporzadkowang dwoch macierzy liczbowych (AOQAI), gdzie Ao,AieRmm wiec zgodnie z
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przyjeta uproszczong notacjg bedziemy dalej pisa¢c A=Ao+eAi. Podobnie f-fo+efj, c-Coteci,

f,csRE" Réwnanie (8) bedzie czesto zapisywane w rbwnowaznej postaci

= (AQ(t) + eA, (1)) y(t) + fo(t) + ff, (1), to<t<t, y(t0)=c =c0+ £c, 9)
dt

Bez dowoddw przedstawione zostang niektére wiasciwosci perturbacyjnych réwnan
rézniczkowych.

Wezmy na poczatku pod uwage jednorodne perturbacyjne réwnanie rézniczkowe o postaci

= (A0(t) + £EA, ()Y (1), to<t<t, y(t0)=c=cO0+£c, (10)
dt

TWIERDZENIE 2 [10]. Jezeli macierz A(t) jest macierzg perturbacyjng o wymiarach nxn,
elementami ktdrej sg ciagte funkcje perturbacyjne okreslone na przedziale [to,ti], to istnieje
jednoznaczne rozwigzanie y(t) jednorodnego rdwnania rdzniczkowego (9), ktore jest
okre$lone w przedziale [to,tj] i przyjmuje warto$¢ c dla t=to.

TWIERDZENIE 3 [10], Jezeli macierz A(t) jest macierzg perturbacyjng o wymiarach nxn,
elementami ktérej sg e-ciggte funkcje perturbacyjne okreslone na przedziale [to,ti], to istnieje
jednoznaczne rozwigzanie y(t) niejednorodnego rdwnania rézniczkowego (8), ktdre jest

okre$lone w przedziale [to,ti] i przyjmuje postac
yHt) = <H1,t0K + J ®«(t»s)f,(s)ds (12)
gdzie ®Kt,to) jest rozwigzaniem réwnaniajednorodnego

A(D)®,(t,t0), ®,(to,t0)=1, (12)

dt

UWAGA. Rdwnania czastkowe w dalszej czesci pracy bedg rozumiane w opisanym powyzej
sensie.

6. Rownanie Helmholtza z perturbacyjnymi parametrami

Przyjmijmy obszar fiEo brzegu Te. W obszarze tym znajduja sie dwa osrodki sprezyste o
wielkoSciach charakterystycznych pierwszego: przemieszczenie UuE wymuszenie bE
przemieszczenie poczatkowe ubb. Wielko$ci charakterystyczne drugiego obszaru zaznaczymy
odpowiednio: ubB*, bE, uk*.

Fala ptaska rozchodzaca sie w osrodku pierwszym dociera do granicy osrodkow, gdzie

zostaje czeSciowo odbita, a czesciowo przechodzi do o$rodka drugiego.
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Wywotane falg poprzeczng drgania ustalone opiszemy réwnaniem Helmholtza o postaci:

Qu, 31 o2 1
A +S TH?2 u- -2 b- <13>

gdzie:x = (x,,x2)e fl,© - czestos$¢ katowa, cf - predkos¢ propagacji w  os$rodku pierwszym,
ue = ue(xi, X2, t)- przemieszczenie, bE= bExi, X2, t) = bExi, X,©)exp i©t- wymuszenie.
Dla ustalonego stanu przemieszczen o czestosci katowej © zapiszemy:
uc(x,t) = uE(x,©)e'dM (14)

Analogiczne relacje opisujg stan ustalony drgah w o$rodku drugim, w ktérym wszystkie

wielko$ci wystepujg z indeksem (*).

6.1. Warunki brzegowe

Przyktady warunkéw brzegowych dla omawianego zadania stanowig:

- wewnetrzny problem Dirichleta polegajacy na znalezieniu funkcji harmonicznej ue(x, t) w
obszarze QEograniczonym brzegiem r Ei ciggtej w QEu TE Funkcja ta jest z gory znana na
brzegu

u*(x,t) = fE(x),xere (15)
- wewnetrzny problem Neumanna polegajacy na znalezieniu funkcji harmonicznej uEx, t) w
obszarze flEograniczonym brzegiem r Ei ciggtej w Qe u r E Pochodna normalna funkcji jest
z gory znana na brzegu

due(M)

an =g£(x),xerE (16)

gdzie fEi gEsg znanymi funkcjami okre$lonymi na brzegu.

6.2. Rozwigzanie fundamentalne perturbacyjnego réwnania Helmholtza

Rozwigzanie fundamentalne perturbacyjnego rownania Helmholtza definiujemy jako:

92u3 32u3" ©2

T4 +" r4"+7ru3'_--5 (x-0 17)
CX]|~ ~2 2
dla wymuszenia o zmiennosci czasowej exp[icot] przytozonego w punkcie ,i” o0

wspotrzednych

pb3=5(x-4) (18)
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Mozna wykaza¢, ze rozwigzanie to przyjmuje postac:

f _\
1 ~cor
-K, 1— (19)
2 c

gdzie Ko jest zmodyfikowang funkcjg Bessela drugiego rodzaju zerowego rzedu oraz
r=M -

Nowa metoda matematyczna zastosowana zostata do klasycznych zadan akustyki,
wykorzystujacych réwnania rézniczkowe. Zalety tej metody zaprezentowano na przykiadzie

obliczen analitycznych oraz obliczen komputerowych. Specjalne procedury numeryczne

uwzgledniajg zaburzenia parametrow réwnania oraz warunkéw poczatkowych i brzegowych.

WNIOSKI

Obliczenia prowadzone przy zastosowaniu nowej metody perturbacyjnego rachunku
rézniczkowego sg rownowazne klasycznym metodom perturbacyjnym I rzedu. Zalety nowego
systemu algebraicznego sg nastepujace:

* mozna poming¢ skomplikowane obliczenia analityczne, ktore sg typowe dla rozszerzeh
aproksymacji wartosci rozwigzania dla nieskonczonych szeregéw. Sprowadza sie to do
rozszerzenia wartosci rozwigzania tak jak rozszerzenia perturbacyjnych parametréw zadania;
» uproszczenie wszystkich obliczen analizy matematycznej, ktére pojawiajg sie w
analitycznym sformutowaniu danego zadania;

* wiekszo$¢ znanych klasycznych wynikéw teorii rownan rézniczkowych moze byé w
prosty sposob adaptowana do nowego systemu obliczeniowego bez wiekszych réznic.

Nowy system algebraiczny daje nam caly zestaw bardzo prostych i uzytecznych narzedzi
matematycznych, ktore w prosty sposdb moga byé zastosowane zardwno w obliczeniach
analitycznych, jak i komputerowych perturbacyjnych zadan rézniczkowych.

Przedstawiony przyktad pokazuje prostote aplikacji sformutowania perturbacyjnego do
rozwigzania klasycznego zadania brzegowego dla réwnania Helmholtza, ktére poddane jest

perturbacjom wspdétczynnikow oraz warunkéw poczatkowych i brzegowych.
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