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PRZEDMOWA

Analiza i interpretacja właściwości energetycznych obwodów z przebiegami niesinu­

soidalnymi zalicza się do ważnych, w pełni nie rozwiązanych i kontrowersyjnych zagadnień 

teorii obwodów. Prace nad tymi zagadnieniami prowadzone są na świecie od lat 

dwudziestych. Na Politechnice Śląskiej prace te zainicjował i prowadził od 1946 roku 

profesor Stanisław Fryzę i wielu jego współpracowników. Monografia stanowi kontynuację 

tych prac i pokazuje, jak wiele idei wprowadzonych przez S. Fryzego zostało zaak­

ceptowanych i uogólnionych poprzez stosowanie metod optymalizacyjnych.

Celem monografii jest wprowadzenie Czytelnika w krąg zagadnień dotyczących poprawy 

efektywności wykorzystania źródeł w obwodach bazujących na metodach optymalizacyjnych 

i interpolacyjnych metodach syntezy układów SLS.

Autorzy wyrażają nadzieję, Ze monografia przyczyni się do wzrostu zainteresowania teorią 

mocy i analizą zagadnień energetyczno-jakościowych w obwodach z przebiegami niesinu­

soidalnymi i będzie przydatna dla studentów wyższych szkół technicznych, inżynierów 

i doktorantów.

Autorzy wyrażają podziękowania obu Recenzentom prof. zw. dr inż. Stanisławowi 

Bolkowskiemu z Politechniki Warszawskiej i dr hab.inż. Maciejowi Siwczyńskiemu 

profesorowi Politechniki Krakowskiej za trud recenzji oraz wiele cennych uwag wniesionych 

do monografii.

Słowa podziękowania składamy redaktorowi działowemu Pani doc. dr inż. Zofii 

Cichowskiej oraz pracownikom Wydawnictwa Politechniki Śląskiej, dzięki którym 

monografia otrzymała doskonalą oprawę edytorską.

Na koniec pragniemy podziękować także Pani mgr Renacie Frączek oraz Panu Andrzejowi 

Wierzbickiemu za staranne przygotowanie tekstu do druku.

Gliwice, styczeń 1996 r. Marian Pasko 

Janusz Walczak



1. WPROWADZENIE

Optymalizacja przesyłu energii w obwodach elektrycznych może być rozpatrywana 

z punktu widzenia wielu różnych kryteriów. Do najważniejszych z nich zaliczyć 

można:

-  minimalizację strat mocy czynnej w elementach pośredniczących pomiędzy 

źródłami a odbiornikami energii występującymi w obwodach,

-  optymalizację kształtu przebiegów prądów i napięć,

-  optymalizację warunków pracy wybranych elementów obwodów, a w szczegól­

ności źródeł i odbiorników.

Z uwagi na różnorodność kształtów przebiegów występujących w obwodach, 

złożoność opisu modeli elementów obwodów oraz złożoność struktur tych obwodów, 

formalizacja problemów optymalizacji warunków przesyłu energii jest zagadnieniem 

trudnym i na ogół niejednoznacznym. Konstrukcję wskaźników jakości (funkcji celu) 

utrudnia dodatkowo niejednoznaczność pojęcia „optymalnego kształtu przebiegu”, jak 

i duże rozbieżności dotyczące sposobów opisu (oraz ich interpretacji) właściwości 

energetycznych obwodów.

Jednoznaczny wybór optymalnego kształtu przebiegów jest możliwy dla obwodów 

z przebiegami okresowymi i niesinusoidalnymi, które stanowią modele układów 

elektroenergetycznych. W tym przypadku przez przebiegi o optymalnym kształcie 

rozumie się przebiegi sinusoidalne.

Opis właściwości energetycznych obwodów przeprowadza się z wykorzystaniem 

wartości skutecznych przebiegów oraz wielu pojęć mocy. Dla obwodów z przebiegami 

sinusoidalnymi opis ten jest w pełni jednoznaczny i nie budzi żadnych zastrzeżeń, 

w przeciwieństwie do obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi.



1.1. Moce w obwodach z przebiegami sinusoidalnymi

Dla dwójnika przedstawionego na rys. 1.1 i opisanego parą przebiegów 

sinusoidalnych:

u (t) = V2|U|cos((ot + a )  (1.1)

i( t)=  V2|l|cos(cot + P) (1-2)

gdzie: I U 1, 111 - wartości skuteczne napięcia u(t) oraz prądu i(t),

i ( t )

u ( t ) D W ÓJNIK

b)

lm{S}

QVM Re<s i
0 P

Rys. 1.1. Element dwuzaciskowy 

Fig. 1.1. Two-terminal element

definiuje się następujące moce:

- chwilową p(t)

p ( t)=  u ( t) i( t)  = P[1 + cos2(cot + cc)] + Qsin2(cot + a ) ,

- czynną P

—  1 T
P = p(t) = — Jp(t)dt = |U||l|cos<p, cp = a -  P , 

o
- bierną Q

Q = |U||l|sincp,

- pozorną zespoloną S

S = P + j Q ,

- pozorną I SI

|S| = |U||l| = Vp 2 + Q 2,

oraz współczynnik mocy X:

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6) 

(1.7)



W podobny sposób określa się moce dla elementu wielozaciskowego. Na moc 

czynną P dwójnika wpływa wyłącznie pierwszy składnik mocy chwilowej p(t) (1.3). 

Drugi składnik mocy chwilowej p(t), o wartości średniej równej zeru, ma amplitudę 

równą mocy biernej Q i jest odpowiedzialny za zwrotny przepływ energii pomiędzy 

elementami reaktancyjnymi obwodu. Moce: czynna, bierna, zespolona pozorna tworzą 

znany trójkąt mocy (rys.l.lb ). Wszystkie wymienione moce m ają poprawną 

interpretację fizykalną, są zachowawcze (z wyjątkiem mocy pozornej I S I) i mogą być 

wykorzystywane w bilansach energetycznych obwodów. Moce te oraz współczynnik 

mocy X stanowią kryteria oceny energetycznych warunków pracy obwodów 

z przebiegami sinusoidalnymi.

1.2. Moce w obwodach z przebiegami niesinusoidalnymi

Opis właściwości energetycznych obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi 

stanowi jeden z najbardziej kontrowersyjnych problemów elektrotechniki. Istnieje 

sporo wielkości, którym przypisuje się nazwy mocy, określając ogólnie mocami 

„nieczynnymi” . Kontrowersyjne, a nawet sprzeczne interpretacje fizykalne tych mocy, 

które (najczęściej) nie spełniają zasad bilansu mocy, stanowią podstawową przyczynę 

uniemożliwiającą ich akceptację w elektrotechnice, jak  i w jej zastosowaniach [25, 26, 

30, 32, 36].

Dla obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi istnieją trzy podstawowe koncepcje 

opisu właściwości energetycznych obwodów (rys. 1.2) oraz szereg wzajemnie 

przenikających się koncepcji pochodnych.

Koncepcje mocy bazujące na teoriach C.I.Budeanu [14] i S. Fryzego [38, 39] 

dotyczą obwodów z przebiegami okresowymi i niesinusoidalnymi, które najczęściej 

występują w praktyce. Koncepcje mocy wykorzystujące pojęcie „chwilowej mocy 

biernej” [2, 27, 67, 92] dotyczą najczęściej obwodów z przebiegami nieokresowymi. 

Wybrane uogólnienia teorii C.I. Budeanu, S. Fryzego oraz ich pochodne zostały 

omówione w aneksie A.

9
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Rys. 1.2. Klasyfikacja koncepcji źródłowych w teorii mocy 

Fig. 1.2. Classification of original conception in the power theory

1.2.1. Koncepcja Budeanu

Dla dwójnika z rys.1.1, opisanego parą (u(t),i(t)) T-okresowych przebiegów 

niesinusoidalnych, wyrażanych w postaci szeregów Fouriera

u (t)=  U 0 + V 2 R e ^ U h exp(jhco0t) ,
h=l

(1.9)

(1.10)i(t) =  I0 +  V 2 R e ^ I h exp(jhco0t),  “ 0 = — ,
h=l

gdzie:

Uh, Ih, h e N  - wartości zespolone skuteczne h-tej harmonicznej napięcia u(t) oraz 

prądu i(t), 

cno - pulsacja pierwszej harmonicznej.

C.I. Budeanu [14] zdefiniował w 1927 r. moc czynną P i bierną BQ jako 

superpozycję mocy czynnych i biernych wszystkich harmonicznych przebiegów u(t), 

i(t):

P -  U 0 I0 + ^ | U h||lh|cos(ph , 
h=l

00

BQ = X l U hllIh |sin(Ph-

( 1.11)

(1.12)
h=l

W przeciwieństwie do układów z przebiegami sinusoidalnymi, dla wymienionych 

mocy zachodzi nierówność (por. wzór(1.7))
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P2 + bQ2 < I s l 2 , 
gdzie: i S I - moc pozorna określona wzorem 1 ■?

(1.13)

M-HłHł-JZlu.PD.r (1.14)
h = 0  h = 0

W celu uzupełnienia nierówności (1.13) C.I. Budeanu wprowadził nową wielkość 

bD, nazywaną m ocą deformacji, tak by:

Niestety, wprowadzone przez C.I.Budeanu: moc bierna BQ i moc deformacji BD 

nie m ają poprawnej interpretacji fizykalnej [24]. Moc bierna BQ nie jest miarą 

zwrotnego przepływu energii pomiędzy elementami reaktancyjnymi obwodów, a moc 

deformacji BD nie określa zniekształceń przebiegów w obwodach, z uwagi na fakt 

niezdefiniowania przez C.I. Budeanu pojęcia „zniekształcenia” przebiegów. Jedyną 

formalną zaletą mocy biernej BQ jest zachowawczość, która niewątpliwie wpłynęła na 

szerokie jej rozpowszechnienie. Teoria mocy Budeanu coraz częściej jest przyjmowana 

sceptycznie, co stało się przyczyną rozwoju innych kierunków teorii mocy.

')  Sym bol |  • || oznacza norm ę sygnału (napięcia, prądu). Celow ość stosow ania takich oznaczeń, stosow anych 

w  analizie funkcjonalnej, uzasadniono w  rozdz.2.

P2 + BQ2 + BD2 = |S |2 , (1.15)
dzięki czemu moce P, BQ, BD, | S I tworzą dobrze znany prostopadłościan mocy

(rys. 1.3), a wielkość X:

(1.15)

(1.16)

nosi nazwę współczynnika mocy.

Rys.l .3. Prostopadłościan mocy w sensie Budeanu 

Fig.l .3. A rectangular of power in the sense of Budeanu
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1.2.2. Koncepcja Fryżego

Zaproponowana przez S. Fryzego (1931 r.) teoria mocy dotyczyła elementarnego 

obwodu (rys.l.4a) złożonego z idealnego źródła napięcia i odbiornika.

Przyjęty przez S. Fryzego model obwodu (rys.l.4a) jest wyidealizowany, ponieważ 

zarówno źródło, jak i układ pośredniczący w przesyle energii m ają niezerowe 

impedancje 2Z, \Z (rys.l.4b). Przyjmując, że wpływ impedancji zZ, \Z uwidacznia się 

wyłącznie w stratach mocy czynnej przenoszonej ze źródła do odbiornika, natomiast 

napięcia na tych impedancjach są pomijalnie małe w stosunku do napięcia źródła, 

układy przedstawione na rys. 1,4a i 1.4b stają się równoważne.

Myślą przewodnią teorii S. Fryzego był taki rozkład całkowitego prądu źródła 

(rys.l.4a), by zawierał on składnik pożądany (w zadanym sensie) oraz składnik 

niepożądany, który należy eliminować z prądu źródła. Według S. Fryzego, składnik

O DBIO RN IK

ZRO D LO

! K O M PEN SA TO R !i_______________!

a)

I”' r

U2(t)

i O D BIOR NIK

ŹRÓDŁO BJKLAD POŚREDNICZĄCY

¡KOMPENSATORj

b)
Rys. 1.4. Model S.Fryzego układu zasilania 

Fig. 1.4. Fryze's model of supply system
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pożądany prądu źródła to taki prąd, który ma minimalną wartość skuteczną i umożliwia 

przy tym doprowadzenie zadanej mocy czynnej P (rys.l.4a) ze źródła do odbiornika. 

Składnik ten nazywany jest prądem aktywnym ai w sensie S. Fryzego. Jeżeli źródło 

wydaje prąd aktywny, to straty mocy czynnej na impedancjach źródła i układu 

pośredniczącego (rys.l.4b) są minimalne, a zatem sprawność energetyczna tego źródła 

jest największa. Eliminację zbędnego składnika bi prądu źródła zapewnia dowolne 

(często energoelektroniczne) źródło ładunku, nazywane kompensatorem. Kompensator 

ten dostarcza w przeciwfazie prąd bi do węzła pomiędzy źródłem i odbiornikiem 

(rys. 1.4). Algorytm postępowania S. Fryzego składał się z opisanych poniżej etapów:

1. Aksj ornatyczne określenie prądu aktywnego ai źródła:

2. Dekompozycja całkowitego prądu źródła na składnik aktywny ai oraz składnik 

niepożądany bi:

a 1Li(t) = eGu(t), (1.17)

gdzie:

e';G - konduktancja zastępcza źródła, określona wzorem:

(1.18)

o

P - moc czynna doprowadzana do odbiornika, 

u - napięcie źródła.

Prąd aktywny ai przenosi moc czynną P, gdyż2):

o
(1.19)

i(t) = ai(t) + bi ( t ) . (1.20)

2) Symbol (•, •) oznacza iloczyn skalamy sygnałów, por. rozdział 2.
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3. Dowód wzajemnej ortogonalności napięcia u źródła oraz prądu bi: 

i T | t
(u, bi) 2 = -  ju (t)  bi(t)dt = -  Ju(t)[i(t) - ai(t)]dt =

T 1 o o

= p- ĵu(t) ai(t)dt = 0

(1.21)

(1.22)

pozwalający stwierdzić, że prąd bi nie przenosi mocy czynnej ze źródła do odbiornika.

4. Dowód wzajemnej ortogonalności prądów ai, bi:

1 T
(ai, bi)L2 = -  J ai(t) bi(t)dt = eG — Ju(t) bi(t)dt =0 . 

o o

5. Definiowanie mocy:

Ze wzoru (1.22) wynika, że:

t

T i

i stąd:

lS|2 = IIUIIl2t  Wfi* =  I H I ^ f l a C 2. + llb C 2T) = 1U1l t  I ^ I l j  + H & Tl b C 2T = p2 + f q 2 -

(1.24)

Moc fQ określona wzorem:

(  T 'N (  T

(1.25)

llC2 = | . i+ bifl2 = ^  J[ aKt) + bi(t)]2dt = [|ai||^T + ||bi||2L2T, (1.23)

fQ 2 = Ju 2(t)dt ^ j bi2(t)dt
T .

'  V o

nosi nazwę mocy biernej S. Fryzego i spełnia zależność (por. wzór (1.15)): 

fQ 2 =  bQ 2 +  bD 2 . (1.26)

S. Fryzę interpretował moc FQ jako miarę niepożądanego prądu bi. rezygnując 

z nadania tej mocy bardziej szczegółowej interpretacji fizykalnej.

Z przedstawionych rozważań wynika, że:

-  definicja mocy biernej FQ jest efektem wtórnym i podrzędnym w stosunku do 

dekompozycji prądu źródła,
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-  idea rozkładu prądu źródła na składnik pożądany (aktywny) i niepożądany 

umożliwia łatw ą eliminację składnika niepożądanego (prądu bi) bez potrzeby jego 

interpretacji, co jest szczególnie istotne w sytuacji, gdy brak jest metod 

poprawnej interpretacji tego składnika,

-  przedstawiona koncepcja (w przeciwieństwie do koncepcji C.I. Budeanu) nie 

wymaga stosowania metod analizy częstotliwościowej.

Koncepcja S. Fryzego ma również wiele wad:

-  obowiązuje ona dla obwodu z przebiegami okresowymi i niesinusoidalnymi, 

złożonego z idealnego źródła napięcia i odbiornika (rys.l.4a), a zatem nie została 

ona sprecyzowana dla obwodów złożonych i innych klas przebiegów,

-  nie umożliwia oceny kształtu przebiegów,

-  moc bierna FQ jest niezachowawcza.

Teoria mocy S. Fryzego została uogólniona na układy wielofazowe [38] (stanowiące 

analogony obwodu z rys.l.4a) i mimo jej wad jest szeroko rozpowszechniona na 

świecie.

1.3. Idea koncepcji optymalizacyjnej

Wprowadzone przez C.I. Budeanu i S. Fryzego koncepcje opisu właściwości 

energetycznych obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi oraz ich uogólnienia 

(por. Aneks A) m ają następujące cechy wspólne:

-  wprowadzone definicje mocy nie mają jednoznacznej interpretacji fizykalnej 

związanej z wymianą, magazynowaniem i dyssypacją energii w obwodach 

z przebiegami niesinusoidalnymi,

-  moce te są uzależnione od struktury obwodów i klasy przebiegów w nich 

występujących,

-  wprowadzone moce nie są z reguły zachowawcze, nie m ogą być więc 

wykorzystane do bilansów energetycznych obwodów,

-  w żadnej z wprowadzonych teorii mocy nie precyzuje się odkształcenia 

przebiegów, co stanowi niewątpliwie wadę tych teorii.



16

Wynika stąd, że brak jest ogólnie akceptowanych pojęć mocy „nieczynnych”, które 

mogłyby być wykorzystane do opisu właściwości energetycznych obwodów 

z przebiegami niesinusoidalnymi. Istnieje również pogląd, że prawidłowe 

zdefiniowanie pojęcia mocy biernej dla takich obwodów jest niemożliwe oraz że nie 

istnieje poprawna koncepcja sposobu zdefiniowania tej mocy [26, 32, 36, 64, 67, 75, 

84]. Przy opisie właściwości energetycznych obwodów należy więc zrezygnować 

z prób (jak dotąd nieudanych) wprowadzania pojęć różnych mocy, natomiast do opisu 

obwodu wykorzystać te wielkości, które są powszechnie akceptowane w elektro­

technice. Rozpatrywana w pracy koncepcja umożliwia optymalizację warunków 

przesyłu energii i jest pozbawiona wymienionych wad. Ideę tej koncepcji można 

przedstawić w postaci ciągu postulatów [84, 65].

1. Do opisu właściwości energetycznych obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi 

wykorzystuje się wyłącznie prądy i napięcia występujące w obwodach wartości 

skuteczne przebiegów oraz moc czynną P.

2. Przez uogólniony prąd aktywny obwodu rozumie się zbiór prądów wyróżniony 

w wyniku rozwiązania odpowiedniego problemu optymalizacji warunków pracy 

źródeł i odbiorników energii tego obwodu.

3. Zdefiniowany dla obwodu optymalizacyjny wskaźnik jakości powinien umożliwiać 

ocenę:

-  właściwości energetycznych przebiegów na podstawie ich wartości skutecznych 

i strat mocy czynnej,

-  zniekształceń przebiegów w zadanym sensie.

4. Wyróżniony zbiór prądów aktywnych określa optymalny punkt pracy obwodu, 

którego realizację zapewnia się przez eliminację prądów biernych w sensie

S. Fryzego, występujących w obwodzie, przez dołączenie do wybranych węzłów 

obwodu układów kompensacyjnych.

Realizację tych postulatów przeprowadza się w dwóch krokach:

I. Optymalizacja przyjętego dla obwodu wskaźnika jakości, celem wyróżnienia zbioru 

prądów aktywnych, określających optymalny punkt pracy obwodu [84].
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II. Realizacja optymalnego punktu pracy obwodu poprzez eliminację prądów biernych 

(zgodnie z koncepcją S. Fryzego), polegającą na doborze odpowiednich kom­

pensatorów [65].

Optymalizacji warunków pracy obwodu poświęcone są  rozdziały 2, 3, 4 pracy, 

natomiast modyfikacje rozpatrzono w rozdziałach 5, 6.

Optymalizację tę w całej pracy przeprowadza się z wykorzystaniem dwukry- 

terialnego wskaźnika jakości (funkcji celu) opisanego w rozdziale 2.



2. ZASTOSOWANIE ANALIZY FUNKCJONALNEJ W OPTYMALIZACJI 

OBWODÓW

Metody analizy funkcjonalnej są od dawna stosowane w teorii obwodów i sygnałów 

[37, 48]. Metody te umożliwiają nie tylko zwięzły i ścisły zapis problemów teorii 

obwodów i sygnałów, ale przede wszystkim efektywne rozwiązywanie tych 

problemów. Szczególne znaczenie w analizie i syntezie obwodów m ają przestrzenie 

Hilberta, tzn. przestrzenie liniowe, unormowane, zupełne z wprowadzonym 

odpowiednio iloczynem skalarnym. Normy wielu takich przestrzeni Hilberta mogą być 

interpretowane jako wartości skuteczne sygnałów, natomiast iloczyny skalarne tych 

przestrzeni interpretuje się często jako moc czynną lub energię. Cechą znamienną 

przestrzeni Hilberta jest to, że każda z nich zawiera zbiory liniowo niezależnych 

i wzajemnie ortogonalnych elementów, nazywane bazami. Bazy wykorzystuje się do 

opisu dowolnych elementów przestrzeni Hilberta za pomocą uogólnionych szeregów 

Fouriera. Tak więc w każdej przestrzeni Hilberta wprowadzić można nieskończenie 

wymiarowe układy współrzędnych, modelowane na przestrzeni arytmetycznej R°°, 

a dowolny element (sygnał) przestrzeni Hilberta opisywalny jest zawsze ciągiem 

współczynników Fouriera względem przyjętej bazy [3]. W przestrzeniach Hilberta, 

podobnie jak  w przestrzeniach euklidesowych, definiuje się pojęcia prostopadłości 

(ortogonalności) i równoległości sygnałów. Charakterystykę stosowanych w pracy 

przestrzeni Hilberta sygnałów T-okresowych opisano poniżej.

2.1. Przestrzenie Hilberta przebiegów okresowych

Przestrzeń L2T

Niech {f} będzie zbiorem sygnałów (funkcji) okresowych, o tym samym okresie T, 

mierzalnych na przedziale [0,T] i całkowalnych z kwadratem na tym przedziale. Zbiór 

ten tworzy przestrzeń Hilberta, oznaczoną symbolem L j  [3], w której normę i iloczyn 

skalamy określają wzory:



1
( f ,g )L2. = -  J f ( t )g ( t )d t , f ,g  eL 2T . (2 .2)

W przestrzeni LT istnieje baza trygonometryczna {eh}.

e _  i 1 ’ dla h = °  h e N  o  -  —
h [(-s/2 coshco0t, V2sinhco0t ) , dla h > 1 e ’ 030 j

(2.3)

z wykorzystaniem której każdy sygnał f  e  L2T można zapisać w  postaci zespolonego 

szeregu Fouriera:

f(t)  = F0 + y fl Re j r  Fh exp(jhco0t) , (2.4)
h=l

gdzie:

Fh - wartości skuteczne zespolone h-tej harmonicznej sygnału f, określone 

wzorem:

Fh =

1 T
F0 = - j f ( t ) d t , dla h = 0 ,

(2.5)

42 T
Fh = —  Jf(t)ex p (-jh co 0t)d t ,  d la h ^ O .

Na podstawie twierdzenia Parsevala normę i iloczyn skalamy (2.1), (2.2) można 

zapisać w następującej postaci:

[ ¿ • J E N 2 .
h=0

( f > g U = R e E Fh G h

(2 .6)

(2.7)
h=0

gdzie:

Fh, Gh - wartości skuteczne zespolone h-tej harmonicznej funkcji f, g.
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Przestrzeń LJT

Niech {if} = {fi,f2 ,..fn} będzie zbiorem sygnałów złożonym z n wymiarowych cią- 

gów funkcji, z których każda należy do przestrzeni Lx . Zbiór {if} tworzy [12] 

wektorową przestrzeń Hilberta L2T n z normą i iloczynem skalarnym:

"Lin
(2.8)Z ^ J f a i O * ,  

a=l o

n 1 T
(ff,g)L2 n = ( ( fa ).(ga ) )L2 n = Z  j  f f a W g a W . lT = {fa }> S = {gaK <* «N . (2.9)

a=l o

Bazę trygonometryczną w przestrzeni LT n określa wzór:

eh =

O o o

(0,1,0..... 0)
• d la h  = 0

(0,0,0, ...,1)

(V2  COShCDf,t ,0,... ,0), (>/2 sinh co 01,0,... ,0)

(0, V2 cosh to 0t ,... ,0), (0, V2  sinh co 0t ,... ,0)

(0,0,...,V2coshco0t),(0,0,...,V 2sinhco0t)

(2.10)

dla h * 0 ,  h e N

Z wykorzystaniem bazy (2.10) dowolny sygnał wektorowy if = {fn} ma szereg 

Fouriera:

00

fa ( t ) = Fa o + > /2 R e ^ F ah exp(jhco0t), a  = l,2 ,..,n , (2.11)
h=l

którego współczynniki Fa |, ( a e  {l,..,n}, h eN ) oblicza się na podstawie wzorów (2.5).



Na podstawie twierdzenia Parsevala normę (2.8) i iloczyn skalamy (2.9) określają 

wzoty:

21

n  oo
i2

l l % T n = I K f a ^ T n =  J S S l F a h |  .  ( 2 - 1 2 )

V a = l  h=0

n  oo

( i , i )L2 = ( ( fa ) .(&  ))L2 = Re X  E  Fah G^h , (2.13)^T.n ^T,n
a = 0 h = 0

gdzie:

Fah, Gah - wartości zespolone skuteczne h-tej harmonicznej sygnałów fa , gct, 

a e{ l,..,n } .

Przestrzeń Soboleva Wji’p

Zbiór funkcji {f} należących do przestrzeni L2T, których pochodne uogólnione 

w sensie Soboleva [1] m ają te same własności, co funkcje f, tworzy przestrzeń 

Hilberta, nazywaną przestrzenią Soboleva W j’p . Normę i iloczyn skalamy w tej 

przestrzeni określają wzory:

J m i i
X p k - | [ D kf]2(t)d t , (2.14)

k=0 1 o

gdzie:

Pk - nieujemne współczynniki wagi, po>  O, > O d lak > l, ke{ l,..,m } ,
k

D - symbol pochodnej uogólnionej k-tego rzędu,
III i 1

( f . g ) w 2.P = I > k  =  J[D kf](t) [D kg](t)dt . (2.15)
T k=0 o

W przestrzeni w | ’p istnieje baza trygonometryczna | e h |  określona wzorem [11]:

e „_ | v o' . dla h = O,

wH [ ( coshco0t, V"'V2 sinhco0t), d la h ^ O ,



gdzie:

V h = J i > k ( h c o 0)2k ■ (2.17)
V k=0

Można wykazać [11], że pomiędzy współczynnikami Fouriera F h funkcji
W

f  e w | ’p c  L j  względem bazy (2.16) a współczynnikami Fouriera Fh (2.5) tej funkcji

o
względem bazy przestrzeni LT (2.3) zachodzą zależności

F h= V h Fh , h e N .  (2.18)
W

Stąd i z twierdzenia Parsevala wynikają następujące wzory na normę (2.14) 

i iloczyn skalamy (2.15):
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CO

IIw t2'p I v h|Fhf  . (2-19)
h=0

( f ,g )w2>p= R e | ; v 2 Fh G*h . (2 .2 0 )
T h=0

Dowolny element (sygnał) f  eW y’p można więc przedstawić w postaci szeregu

Fouriera względem bazy {eh} (2.3), zgodnie z wzorem (2.4).

Przestrzeń W.,2'p

Zbiór funkcji wektorowych {lF} należących do przestrzeni LT n , których pochodne 

uogólnione do rzędu m-tego (m eN ) włącznie mają te same właściwości, co wymie­

nione funkcje, tworzy przestrzeń Hilberta [13], w której normę i iloczyn skalamy 

określają wzory:

Im . n T

M y # = i M w ^ r  i [C)k f“ ]2(t)dt ’ (2-21)
,n y k=0 a=l o

m . T n
(lT,g)w 2.p = ( ( fa ) ,(g a ))w 2,P = £ p k x  f X [ D kfa ](t)[D kga ](t)d t, (2.22)

T'n T'n k=0 o a=l

’ t 'P -T ,n
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Bazę trygonometryczną e h określa tu [13] wzór:

(V q',0,0,...,0) 

(0, V~',0,...,0)
dla h = 0

(0,0,0,

((V~‘ 'J l  coshcD0t,0 ,...,0),(V ‘ ' -s/2 sinhco0t,0,...,0)) 

((0, V "1 >/2 coshco0t , ...,0), (0, V “1-s/2 sinhco0t ......0))

(2.23)

dla h *  0, h e N .

((0,0,..., V 0' V2 cosh co 0t), (0,0,..., V01 -s/2 sinh co 0t))

Można wykazać [13], że normę (2.21) i iloczyn skalamy (2.22) przedstawić można 

w postaci wzorów:

MW-T.n T.n
| h=0 a = l

ii
(^ > § )w 2,p =  ( ( f a ) > ( 8 a ) ) w 2,p = K-e ^  Ęxh ^ a h  >

T-n T."

(2.24)

(2.25)
h=0 a = l

gdzie:

Fah> Gah - współczynniki Fouriera funkcji if, g obliczone względem bazy (2.10).

Przestrzeń I2

Zbiór ciągów zespolonych {Ch} zbieżnych z kwadratem:

00

, lim „  Zlc*h-»oo

i2
-h < °° (2.26)

h=0

r 2stanowi [3] przestrzeń ciągową Hilberta oznaczoną symbolem 1 . Elementy tej 

przestrzeni Cj,, h e N  identyfikuje się ze współczynnikami Fouriera Fh funkcji f  e L 2T 

lub też ze współczynnikami Fouriera F h funkcji f  e  W^’p , zatem normę i iloczyn

• ,2skalamy w przestrzeni 1 określają wzory (2.6), (2.7), (2.19), (2.20).
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Uwaga

W celu uproszczenia oznaczeń w dalszej części pracy stosuje się odnośnie do norm 

i iloczynów skalarnych następujące uproszczenia:

ll>

F

<n/7N

) l

IHIwf'p 1'llw ’ v ) w

H ^ p  - H w ,  • ( V ) W2 ,  = (
T,n

'>')w ,n

1 1 ^ = 1 1 ,  ■ ( y ) L2,p = <
T.n

s - ) L,„
■

W podobny sposób można by wprowadzić wektorowe analogony przestrzeni 1 [3], 

co z punktu widzenia niniejszej pracy nie jest jednak potrzebne.

Ilustrację opisanych zależności pomiędzy przestrzeniami sygnałowymi L2T, WT2,P, l2 

przedstawia rys.2.1.

Fig.2.1. Illustration of dependences between spaces l? j, W j’p, l2 

2.2. Wskaźnik jakości

Stosowany w pracy wskaźnik jakości (funkcja celu) J  jest różniczkowo-całkowym 

funkcjonałem określonym na napięciach i prądach rozpatrywanych układów, zgodnie 

z wzorem:

J = S l + tB . (2.27)



Wartość całkowego funkcjonału A  jest proporcjonalna do kwadratu wartości 

skutecznych prądów źródeł lub też jest proporcjonalna do mocy czynnej wydzielanej 

na wybranych elementach obwodu. Wartość różniczkowego funkcjonału ® jest 

proporcjonalna do sumy kwadratów wartości skutecznych pochodnych prądu źródła 

(do zadanego rzędu włącznie) lub też jest proporcjonalna do wartości średniej iloczynu 

pochodnych napięcia i prądu, do zadanego rzędu włącznie. Wykorzystywany w pracy 

funkcjonał J  (2.27) stanowi zawsze kompozycję norm lub iloczynów skalarnych 

przestrzeni omówionych w rozdziale 2.1. Funkcjonał A  wyraża się przez pierwszy 

składnik (dla k=0) norm i iloczynów skalarnych określonych wzorami (2.14), (2.15), 

(2.21), (2.22), jest on więc proporcjonalny ze współczynnikiem wagi p0 do kwadratów 

wartości skutecznych przebiegów bądź też do mocy czynnej wydzielanej na przyjętym 

elemencie obwodu. Funkcjonał (B stanowi pozostałe składniki (dla k > l) wymienionych 

norm i iloczynów skalarnych. Funkcjonał ten umożliwia ocenę zniekształceń prądów, 

napięć w obwodach, rozumianych jako odchylenie kształtu przebiegu prądu lub 

napięcia od przebiegu sinusoidalnego. Uzasadnienie tej właściwości funkcjonału ® jest 

proste w przypadku, gdy wskaźnik J  ma postać określoną wzorami (2.14), (2.19). 

Ze wzoru (2.19) wynika, że harmoniczne Fh przebiegu są  wzmacniane w stosunku h , 

gdzie k oznacza rząd pochodnej przebiegu (por. wzór (2.17)). Minimalizacja 

funkcjonału J  prowadzić więc będzie do przebiegu zawierającego przede wszystkim 

podstawową harmoniczną, a wyższe harmoniczne tego przebiegu zostaną silnie 

stłumione. Bardziej szczegółowe omówienie właściwości funkcjonału ® zostanie 

przeprowadzone w rozdziałach 3, 4 pracy przy omawianiu rozpatrywanych tam 

problemów optymalizacyjnych.

Możliwa jest ocena zniekształceń przebiegów w innym niż to opisano sensie, 

poprzez modyfikację funkcjonału B  (por. Aneks B).

2.3. Algorytm rozwiązywania problemów optymalizacji

Liniowa izometria omówionych w rozdziale 2.1 sygnałowych (funkcyjnych)
2

przestrzeni Hilberta i przestrzeni ciągowej 1 umożliwia unifikację metod analizy

25
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rozpatrywanych w pracy problemów optymalizacji. Analizę tą  przeprowadza się 

zgodnie z opisanym algorytmem [84]:

1. Formalizacja problemu optymalizacji w dziedzinie czasu, tzn. w pierwotnej 

sygnałowej przestrzeni Hilberta.

2. Transfonnacja problemu do dziedziny częstotliwości, czyli do przestrzeni

• i2ciągowej 1 .

3. Rozwiązanie problemu w dziedzinie częstotliwości.

4. Transformacja rozwiązania do dziedziny czasu.

Podobnie jak w klasycznym rachunku operatorowym, opisany algorytm umożliwia 

pominięcie analizy złożonych problemów brzegowych równań różniczkowo- 

całkowych. Zamiast tych równań rozwiązuje się znacznie prostsze układy równań 

algebraicznych. Dla modeli SLS elementów obwodów rozpatrywanych w pracy, 

przedstawiony algorytm umożliwia uzyskanie rozwiązań problemów optymalizacji 

w postaci jawnej - zamkniętej, co znacząco upraszcza analizę tych problemów. 

Opisany algorytm został szczegółowo zastosowany do kilku pierwszych 

z rozpatrywanych problemów optymalizacji, analiza pozostałych problemów została 

przedstawiona skrótowo z pominięciem etapów pośrednich.

2.4. Charakterystyka rozpatrywanych modeli układów

W pracy rozpatruje się przeważnie proste modele układów z przebiegami 

niesinusoidalnymi, złożone ze źródła jedno- lub wielofazowego napięcia niesinu­

soidalnego, T-okresowego i odbiornika. W rozdziale 3 uwzględnia się następujące 

modele źródeł jednofazowych (rys.2.2):

-  z impedancją wewnętrzną równą zeru (źródła idealne),

-  z impedancją wewnętrzną modelowaną w postaci dwójnika SLS (rys.2.2a)

-  z impedancją wewnętrzną modelowaną w postaci czwómika SLS (rys.2.2b).
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Rys.2.2. Modele źródeł jednofazowych 

Fig.2.2. Models of one-phase sources

Operatory impedancyjne źródeł są  zawsze pasywne. W rozdziale 3 rozpatruje się 

problemy minimalizacji:

-  wartości skutecznych prądów źródeł z rys.2.2, czyli problemy minimalizacji 

funkcjonału (2.1),

-  wartości skutecznych i zniekształceń prądów źródeł z rys.2.2, czyli problemy 

minimalizacji funkcjonału (2.14),

-  strat mocy czynnej na elementach 3, czyli problemy minimalizacji funkcjonału 

(2-2),

-  strat mocy czynnej na elementach 3, £ oraz zniekształceń przebiegów prądów, 

napięć, czyli problemy minimalizacji funkcjonału (2.15)

przy ograniczeniu równościowym na moc czynną doprowadzaną do odbiornika.

Rys.2.3. Model źródła n-fazowego 

Fig.2.3. Model of multi-phase source
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Dla układów wielofazowych złożonych ze źródła n-fazowego napięcia 

niesinusoidalnego (rys.2.3) i odbiornika, w rozdziale 4 przyjmuje się modele źródeł:

-  z impedancj ą  wewnętrzną równą zeru,

-  z impedancją wewnętrzną modelowaną w postaci pasywnego n-biegunnika SLS.

Dla wymienionych modeli źródeł przeprowadza się analizę problemów

minimalizacji:

-  wartości skutecznych prądów źródeł, czyli problemy minimalizacji funkcjonału 

(2 .8),

-  wartości skutecznych i zniekształceń prądów źródeł, czyli problemy minimalizacji 

funkcjonału (2.14),

-  strat mocy czynnej na elemencie 3 n oraz minimalizacji zniekształceń prądów 

i napięć, z wykorzystaniem funkcjonału (2.15).

Wszystkie wymienione problemy rozwiązuje się przy uwzględnieniu ograniczeń 

równościowych na całkowitą moc czynną doprowadzaną do odbiornika lub też na 

fazowe moce czynne odbiornika.

Oprócz przedstawionych modeli układów, w rozdziale 4 analizuje się również kilka 

bardziej złożonych struktur układów z przebiegami niesinusoidalnymi w celu 

pokazania, że opisane w pracy metody są słuszne dla wielu innych nie rozpatrywanych 

struktur obwodów.



3. OPTYMALIZACJA WARUNKÓW PRACY OBWODÓW JEDNO­

FAZOWYCH

Rozpatrywane w tym rozdziale układy złożone są z jednofazowych źródeł napięcia 

i odbiorników. Napięcia źródłowe są opisane funkcjami okresowymi, niesinusoi­

dalnymi. O odbiornikach wystarczy założyć, że przy zasilaniu napięciowym, okreso­

wym i niesinusoidalnym ich prądy są również okresowe i niesinusoidalne. Zakładamy

zatem, że napięcia źródłowe są elementami przestrzeni L2T lub W f’p, natomiast 

operatory admitancyjne G odbiorników spełniają warunek

(3.1)G i L"Y —> L ^ ,

G : W j ’p- w f p, (3.2)

co jest równoważne ze spełnieniem warunku okresowości napięć i prądów w 

obwodach. Z punktu widzenia optymalizacji założenie liniowości odbiorników 

występujących w obwodach jest zbędne.

3.1. Obwody z idealnymi źródłami napięcia

Rys.3.1. Obwód: źródło napięcia - 

odbiornik

Fig.3.1. The circuit: voltage source-load

Optymalizację warunków pracy ukła­

dów wygodnie jest rozpocząć od analizy 

najprostszego obwodu jednofazowego, 

złożonego z idealnego źródła napięcia 

i odbiornika (rys.3.1).

Napięcia i prądy w tym obwodzie są 

przebiegami niesinusoidalnymi o tym 

samym okresie T, wyrażonymi w postaci 

szeregów Fouriera

00

u(t) = U 0 + V 2 R e £ u h exp(jhco0t),
h=l

(3.3)
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00
i(t) = I0 + V2 Re £  Ih exp(jhco0t), (3.4)

h=l

gdzie:

Uh - wartość skuteczna zespolona h-tej harmonicznej (heN ) napięcia źródła,

Przyjmujemy ponadto, że do odbiornika powinna być doprowadzona zadana moc 

czynna P.

Dla obwodu przedstawionego na rys.3.1 rozpatruje się problem minimalizacji 

kwadratu wartości skutecznej prądu źródła, przy ograniczeniu na zadaną moc czynną 

odbiornika:

Problem optymalizacji (3.7), (3.8) wygodnie jest sprowadzić, w celu rozwiązania, 

do dziedziny częstotliwości (por. rozdz. 2.3). Jeśli wykorzysta się wzory (2.6), (2.7), 

funkcjonał Lagrange’a L(Ah, Bh, A.) problemu (3.7), (3.8) ma postać:

T

U h = C h - j D h = 0 (3.5)

0

Ih - wartość skuteczna zespolona h-tej harmonicznej (heN ) prądu 

T

Ih = A h - j B h = 0 (3.6)

o

(3.7)

gdy

o
(3.8)
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L (ihA ) = i i hrh + ^ p - R e Z u hrh .
h=0 v h=0 )

Funkcjonał (3.9) można zapisać w postaci:

L(A h’Bh>^)~ X ( A h + B h)+ ^ 
h=0

P - Z ( A hC h + BhD h)
h=0

(3.9)

(3.10)

gdzie:

P - zadana moc czynna odbiornika,

X - mnożnik Lagrange’a.

Warunki konieczne ekstremum funkcjonału L(Ah, Bh, L) opisanego zależnością 

(3.10) określa układ równań:

5L(A h,B h,X)

3A h

5L(A h,B hA )
5Bh

9 L ( A h, B h,A.) 

dXh

= 2A h -A.Ch = 0 , h e N ,

= 2B h -  ^.Dh = 0, h e N ,

= P - Z ( A hC h + B hD h), h e N ,

(3.11)

(3.12)

(3.13)
“h h=0

którego rozwiązania ze względu na zmienne Ah, Bh, X dla każdej harmonicznej h eN  

przyjmują postać:

P „  P
A h -  „ 2" ^ h  “  ' "Ch “  e^C h,

l2t S ( c h + D 2h) 
h=0

B h " i i r D h “NU

x =

h=0

2P 2P

Z ( C 2h +  D h)

-  =  2 eG ,

■Dh -  eGDh,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

LT Z ( C h + D h)
h=0

gdzie:

eG - konduktancja równoważna określona wzorem:



Z nieujemności drugich pochodnych Freche’ta funkcjonału Lagrange’a (3.10) oraz z 

twierdzenia Lusternika [7] wynika, Ze harmoniczne Ah, Bh określone wzorami (3.14) i

(3.15) realizują minimum globalne tego funkcjonału. Rozwiązanie problemu (3.7),

(3.8) stanowi prąd ai określony szeregiem Fouriera (2.4), ze współczynnikami (3.14),

i stanowi tzw. prąd aktywny, wprowadzony pierwotnie przez S. Ftyzego (por. wzór 

1.17). Ze wzoru (3.18) wynika, że prąd aktywny ai wiernie odtwarza kształt napięcia 

źródła ze współczynnikiem proporcjonalności eG. Zniekształcenia tego prądu (3.18) są 

więc takie same jak  zniekształcenia napięcia źródła. Optymalny stan pracy obwodu 

określony jest z reguły niesinusoidalnym prądem ai (3.18) o minimalnej wartości 

skutecznej. Prąd ten jednocześnie zapewnia dopływ zadanej mocy czynnej do 

odbiornika. Ograniczenie zniekształceń prądu źródła (rys. 3.1) można uzyskać 

rozpatrując następujący problem optymalizacyjny:

przy ograniczeniu równościowym określonym wzorem (3.8). Na podstawie wzorów

(2.19), (2.20) funkcjonał (3.19) można zapisać w następującej postaci:

h=0
gdzie:

Af,, Bh - wartości zespolone skuteczne h-tej harmonicznej prądu źródła (3.6),

(3.15).

Prąd ten opisany jest wzorem:

00

a i( t)=  eGU0 + V 2 R e £  eGUh exp(jhro0t) = eG u(t), (3.18)
h = l

(3.19)

(3.20)

-  Po+ Pi(hw 0)2 +P2(hco0)4+...+pm(hco0)2m , co0 = —  , (3.21)

m - maksymalny rząd pochodnej występującej we wzorze (3.19).
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Stąd funkcjonał Lagrange'a odpowiadający zadaniu minimalizacji funkcjonału

(3.20) przy ograniczeniu (3.8) wyraża w dziedzinie częstotliwości wzór:

L(Ih,X) = L (A h,B h M  = £  V2h(A 2h + B2) + X
h=0

P - £ ( A hCh + BhD h)
h=0

(3.22)

Z warunków koniecznych minimum tego funkcjonału wynika nieskończony układ 

równań, ze względu na zmienne Af,, Bh, X, heN : 

aL (A h,B h,X)
5Au

:2V hA h -X C h = 0 ,

a L (A ^ B „ ,x )  = 2V2B h _ ^ Dh=ł0>
dBh

h e N ,

5L(A h,B hA )h ’ h ’

dX
= P - Z ( A hC h + B hD h) = 0 .

h= 0

Rozwiązanie wymienionego układu równań wyrażają wzory: 

P

Ah = 00 r 2 + n2 Ch ’Z L h +L)h
y2

h=0 h

Bh = -D h
^ C ? + D 2h h

h s N

k  =

h=0 h

2P

£ Ch + Dh

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

h=0 h

Można wykazać, że warunki wystarczające minimum rozpatrywanego problemu są 

zawsze spełnione, rozwiązanie jego określa zatem następujący szereg Fouriera:

oo

,i( t)  = eG 0 U 0 + V 2 R e J ] ( A h - j B h)exp(jhco0t) =
h = l

oo

= cG o u o + ^ R eS  c G h U h ^ P U ^ o 1)

(3.29)

h = l

gdzie:

eGh - konduktancja równoważna, określona wzorem:
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e (3.30)

Prąd ai (3.29) nazywamy uogólnionym prądem aktywnym, gdyż dla m=0, po=l (por. 

wzór (3.19)) prąd ten przyjmuje postać określoną wzorem (3.18).

W przeciwieństwie do prądu aktywnego S. Fryzego (3.18), konduktancje eGh 

występujące w określeniu prądu ai (3.29) są funkcjami częstotliwości i mają 

oszacowania:

samych wskaźnikach h. Jeżeli w przebiegu napięcia źródła nie występuje składowa 

stała oraz p^ (k>l), to kształt przebiegu prądu ai (3.29) jest zbliżony do przebiegu 

sinusoidalnego o częstości pierwszej harmonicznej napięcia źródła. Dla p0= l, Pk^O 

(k>l) prąd ai (3.29) realizuje kompromis pomiędzy prądem S. Fryzego (3.18) 

(o minimalnej wartości skutecznej) a prądem o minimalnej zawartości wyższych 

harmonicznych. Z ograniczenia (3.8) wynika ponadto, że prąd ai umożliwia dopro­

wadzenie zadanej mocy czynnej P do odbiornika. Źródło (rys.3.1) wydaje określone 

w tym rozdziale prądy aktywne, gdy konduktancje widziane z jego zacisków wynoszą:

- eG, dla prądu S. Fryzego (3.18),

- eGh, dla uogólnionego prądu aktywnego (3.29).

h e N
A  eG h < Ch-2m, h >  1, C e R +, (3.31)

gdzie:

h - numer harmonicznej, heN , 

m - maksymalny rząd pochodnej Soboleva. 

Harmoniczne prądu (3.29) aIh:

są tłumione w stosunku h '2m względem harmonicznych Uh napięcia źródła o tych
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Konduktancje te określają więc optymalny stan pracy obwodu z rys.2.1, w sensie 

problemów (3.7), (3.8), (3.19). Realizacji optymalnych stanów pracy układów 

poświęcone są rozdziały 5, 6 pracy.

Ilustrację przeprowadzonych rozważań stanowi poniższy przykład.

Przykład 3.1

Odbiornik przedstawiony na rys.3.2 zasilany jest z idealnego źródła napięcia 

okresowego o znormalizowanej pulsacji coq = 1 rad/s.

O D B IO R N IK

Rys.3.2. Przykładowy model układu źródło - odbiornik 

Fig.3.2. Examples of models of systems: source-load 

Napięcie źródła określa wzór:

u(t) = V2(120sinco0t + 60sin2co0t + 40sin3co0t + 30sin4co0t + 24sin5oo0t) V, 

a moc czynna doprowadzona do odbiornika wynosi P = 5798,5 W.

Dla układu obliczono prąd źródła i moc czynną przenoszoną przez harmoniczne 

prądu i napięcia źródła dla czterech przypadków:

A. bez optymalizacji,

B. minimalizacji wartości skutecznej prądu źródła (wzór (3.7)),

II II7C. minimalizacji funkcjonału ||i|| (wzór (3.19)) dla po = 1, pi = 1, P2 = 0 (uwzglę­

dnienie pierwszej pochodnej prądu),

u n2D. minimalizacji funkcjonału ||i|| dla po =1, pj = 1, P2 = 1 (uwzględnienie pier­

wszej i drugiej pochodnej prądu).

Przebiegi czasowe napięcia źródła i pierwotnego prądu źródła (bez optymalizacji) 

pokazano na rys.3.3, natomiast przebiegi prądów aktywnych odpowiadających 

wariantom B, C, D optymalizacji pokazano na rys.3.4.



Rys.3.3. Przebiegi czasowe napięcia i prądu układu z rys.3.2 

Fig.3.3. Waveforms of voltage and current of system shown in Fig.3.2

Rys.3.4. Przebiegi czasowe prądów aktywnych odpowiadające wariantom B, C, D 

Fig.3.4. Waveforms of active current corresponding with B,C,D variants
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[ S ] A p „ = l , p , = 0 , p , = 0

0,275 0,275 0,275 .0,275 0,275

m u
5 h

a)
Nr harmonicznej

p „ = l , p ,  = l , p ; = 0

_________ 0.094_________________________________
0,057m  ■ ar

b )

Nr harmonicznej

Po=Pi = P:=l

2 3 4

Nr harmonicznej

c)

Rys.3.5. Zależność konduktancji równoważnych eG, eGh od pulsacji 

Fig.3.5. Dependence of equivalent conductances eG, eGh on frequency
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Zależność konduktancji równoważnych eG, eGh od częstotliwości pokazano na 

rys.3.5. Widmo prądów oraz moce czynne przenoszone przez harmoniczne napięcia 

i prądów źródła dla wariantów A, B, C, D pokazano odpowiednio na rysunkach 3.6, 

3.7.

Przypadek A. |I| = 64.53A
Przypadek B. ,I| = 39,94 A, pb=l, p, =0

14,4
11,7

1 I m*
1 11

■ ■1 -K .Ź 5 -
6 .6

1 ■ ■ I I
1 2 3 4 5

Nr harmonicznej

a)

Przypadek C. |J |  = 42 ,77  A, R, =p, =1, p,=0

2 3 4 5 h

N r harmonicznej

b)

Przypadek D. |J | = 42,77 A, ft=p, = p ,= l

2 3 4 5
N r harmonicznej

1.25 0,65

2 3 4 5 h

N r harmonicznej

c) d)

Rys.3.6. Widmo prądów źródła dla wariantów A, B, C, D 

Fig.3.6. Spectrum of source currents for variants A, B, C, D
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Przypadek A. P = 5798,5 W Przypadek B. P = 5798,5 W, p0 =1, p, =0

II ■ 1
II ■ 1

2 3 4

N r harmonicznej
2 3 4 5 h

Nr harmonicznej

a) b)

Przypadek C. P = 5798,5 W, p 0= p ,  =1, p 2 =0 Przypadek D. P = 5798,5 W, p0 =p, = p2 =1

Nr harmonicznej

d)

Rys.3.7. Widmo mocy czynnych dla wariantów A, B, C, D 

Fig.3.7. Spectrum of active power for variants A, B, C, D



3.2. Obwody z rzeczywistymi źródłami napięcia

Uwzględnienie impedancji wewnętrznej źródeł prowadzi w najprostszym przypadku 

do analizy obwodu przedstawionego na rys.3.8.
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Rys.3.8. Układ jednofazowy z impedancją wewnętrzną źródła modelowaną w postaci 
dwójnika SLS

Fig.3.8. One-phase system with inner impedance modelled in the form of SLS one-port

Dwójnik reprezentujący impedancję wewnętrzną źródła (ewentualnie reprezentujący 

impedancję wewnętrzną źródła i linii przesyłowej) opisany jest operatorem 

impedancyjnym 3, który jest liniowy, przyczynowy i czasowo-niezmienniczy. 

Odpowiednikiem rozpatrywanego w rozdziale 3.1 problemu minimalizacji wartości 

skutecznej i zniekształceń prądu źródła (por. wzór (3.19)), przy ograniczeniu na zadaną 

moc czynną odbiornika (3.8), jest następujący problem:

mmliii^., (3.33)
(i) "w

(u,i)L = (e -S i,i)L = P ,  (3.34)

gdzie:

P - zadana moc czynna odbiornika, 

u - e - 3i - napięcie na zaciskach odbiornika, 

e - SEM źródła,

3 - operator impedancyjny źródła.
2

Funkcjonał Lagrange’a problemu (3.34) w przestrzeni ciągowej 1 współczynników 

Fouriera napięć i prądu układu z rys.3.8 ma postać:
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L(Ah,BhA ) = £ v 2(A2h+B2h) +
h=0

(3.35)

+ k P - £ ( , E h A h + 2E h Bh) + £ R h(A ^  + B2h)
h=0 h=0

gdzie:

Eh = lEh - j 2Eh, h e N  - wartości zespolone skuteczne h-tej harmonicznej SEM 

źródła,

Rh = Re{Zh), h eN , Zh - wartości transformaty Fouriera jądra operatora 3, dla

, . ,  2ti
częstości hcoo, co0 = —  •

Z warunków koniecznych minimum funkcjonału (3.35) wynika układ równań, 

którego rozwiązanie określa prąd optymalny (aktywny) ai:

00

a i ( t ) = eG 0 E 0 + V 2 R e £  eG h E h exp(jhco0t) ,  (3.36)
h=l

gdzie:

eGh - konduktancja zastępcza źródła (widziana z zacisków (1-1’) źródła, układu z 

rys.3.8) dla h-tej harmonicznej, określona wzorem:

eGh = —  , heN . (3.37)
2Vjj + 2RhX,

Wartość mnożnika Lagrange’a Xt w punkcie stacjonarnym funkcjonału (3.35) 

określa się z równania wynikłego z przyrównania do zera pochodnej funkcjonału

(3.35) względem zmiennej X:

P = FW  = I  ,  |Eh|2 -  I  2 l£ h|2 = apc -  APmin ■ (3.38)
h=o 2 V l  + 2R hZ hr 0 (2 + 2 R hA.)

Równanie to przedstawia bilans mocy czynnej w układzie z rys.3.8 znajdującym się 

w optymalnym stanie pracy (rys.3.9):
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Rys.3.9. Optymalny stan pracy układu z rys.3.8

Fig.3.9. Optimum operating state of system shown in Fig.3.8

Zakładając pasywność operatora 3, tzn.

(du>i>L -  0 (3-39)

gdzie:

¿u - napięcie na dwójniku 3 

można wykazać [79], że funkcja F(A.) (3.38) dla Ze(0,co) jest monotonicznie rosnąca 

(rys.3.10) oraz że:

lim F(X.) = dP ,
X->00

(3.40)

gdzie:

dP - moc dopasowania energetycznego źródła z rys.3.8, czyli największa możliwa 

moc wydawana przez to źródło:

h=04 R h
(3.41)

Warunki wystarczające minimum problemu (3.33), (3.34) określa [79] wzór:

A  (V£ + A..Rh) > 0 .
heN

(3.42)
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F(>-)
P >  Pir r dr:

Rys.3.10. Wykres funkcji F(A.) dla dwóch różnych mocy dopasowania źródła 

Fig.3.10. Plot of function F(A) for two various matchning powers of source

Z przedstawionych rozważań wynika, że jeżeli:

-  operator impedancyjny S jest pasywny (Rh > 0),

-  moc czynna doprowadzana do odbiornika jest mniejsza od mocy dopasowania 

energetycznego (w układach fizycznych warunek ten musi być zawsze 

spełniony),

to rozpatrywany problem optymalizacyjny ma zawsze jednoznaczne rozwiązanie, które 

określa wzór (3.36). Ze wzoru (3.37) wynika, że harmoniczne aIh (heN ) prądu źródła

(3.36) mają oszacowanie:

Tłumienie tych harmonicznych w stosunku do harmonicznych Eh SEM źródła 

uzależnione jest od właściwości częstotliwościowych części rzeczywistej operatora 

impedancyjnego źródła Rh(h). Podobnie harmoniczne napięcia na zaciskach odbiornika 

aUh w optymalnym stanie pracy źródła (rys.3.9) mają oszacowanie:

[Eh|, h ,m  e N , C > 0 . (3.43)

(3.44)
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z którego wynika, że obniżenie zawartości harmonicznych w prądzie źródła (wzór

(3.43)) nie musi być równoznaczne z obniżeniem zawartości wyższych harmonicznych 

w napięciu na zaciskach odbiornika, w zależności od właściwości częstotliwościowych

operatora Zh = Rh + j Xh, heN .

Prąd aktywny określony wzorem (3.36), podobnie jak jego odpowiednik dla źródła 

idealnego (3.29), realizuje zadany kompromis (ustalony poprzez dobór współ­

czynników wagowych (por. wzór (2.14)) pomiędzy prądem o minimalnej wartości 

skutecznej a prądem o minimalnych zniekształceniach.

Przyjmując dla funkcjonału (3.33) współczynniki wagi równe: po = 1, pk = 0 (k > 1) 

problem (3.33), (3.34) sprowadza się do minimalizacji wartości skutecznej prądu 

źródła rzeczywistego. Uzyskany w tym przypadku prąd aktywny (optymalny) ai 

określony jest również wzorem (3.36) z tą  różnicą, że:

Prąd taki może być nazywany uogólnionym prądem S. Fryzego dla źródeł rzeczy­

wistych z impedancją modelowaną w postaci dwójnika SLS. B

Alternatywnym w stosunku do opisanego problemu optymalizacji warunków pracy 

źródła problemem jest równoczesna minimalizacja strat mocy czynnej wydzielanej na 

impedancji źródła (rys.3.8) i wyższych harmonicznych w prądzie źródła. Polega ona 

[90] na rozwiązaniu dla układu z rys.3.8 następującego zagadnienia:

przy ograniczeniu określonym wzorem (3.34). Funkcjonał Lagrange’a tego problemu 

ma postać:

Uwaga

oo

(3.47)
oo 00

+ X P - £ ( , E h A h + 2E h B h) + £ R h( A 2h + B2h) ,
h=0
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a określony na podstawie warunków jego minimum prąd optymalny określa również 

wzór (3.36) z tą  różnicą, że konduktancje zastępcze eGh opisane są wzorem [90]:

A.
e G h = ------------- o------------

2R h(V2h + A .)
heN . (3.48)

Wartość A. mnożnika Lagrange’a określa się w wyniku rozwiązania równania (por.

(3.38)):

A
P = F ( A ) = £

h=0

______  2̂Rh
2 R h(V2h + A) 4 R h(V2h + A)2

(3.49)

Własności funkcji F(A) oraz warunki rozwiązania omawianego problemu są iden­

tyczne z problemem minimalizacji wartości skutecznej i zniekształceń prądu źródła 

(3.33). Ze wzoru (3.48) wynika, że harmoniczne prądu optymalnego aIh mają 

oszacowanie:

Ih| < C Rh (h)h |Eh|, C > 0 ,  h e N . (3.50)

Prąd optymalny stanowiący minimum problemu (3.46) realizuje kompromis 

pomiędzy prądem źródła powodującym minimalne straty mocy czynnej na impedancji 

źródła 3  a prądem o minimalnych zniekształceniach. Harmoniczne jego prądu są 

tłumione względem harmonicznych SEM źródła zgodnie z wzorem (3.50). Prąd ten 

umożliwia ponadto doprowadzenie zadanej mocy czynnej P do odbiornika.

Rys.3.11. Uogólniony model układu z rys.3.8

Fig.3.11. Generalized model of system shown in Fig.3.8
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W dotychczasowych rozważaniach dotyczących układu z rys.3.8 nie uwzględniano 

kompensatora umożliwiającego realizację optymalnego stanu pracy źródła, który jest 

opisany prądem ai. W przypadku zastosowania najprostszego kompensatora równo­

ległego (rys.3.11) problem minimalizacji wartości skutecznej i zniekształceń prądu 

źródła można rozpatrywać w trzech wariantach dotyczących ograniczeń na moc czynną 

[63, 65]:

A. Stałość mocy czynnej wydawanej przez źródło. Postawiony tak problem określają

wzory (3.33), (3.34), a jego rozwiązanie opisano na początku rozdziału.

B. Stałość mocy czynnej odbiornika:

(u ,i0)L = P- (3.51)

C. Warunek bierności energetycznej kompensatora

(u,ik)L = 0. (3.52)

Poniżej przedstawiono wyniki analizy problemu minimalizacji funkcjonału (3.33) 

przy ograniczeniach dotyczących wariantów B, C, na podstawie wyników prac [63, 

65],

Funkcjonał Lagrange’a odpowiadający minimalizacji funkcjonału (3.33) przy 

ograniczeniu (3.51) ma postać:

L(A h,B h, A . ) = f V h (A 2h + B2h) +
h=0

(3.53)

+ X P - £ o G h|Eh - Z h( Ah + jB h)|2 
h=0

gdzie:

0Yh = eGh + j  0Bh - admitancje odbiornika (rys.3.11) dla h-tej harmonicznej, 

heN ,

a wyznaczony w wyniku jego minimalizacji prąd optymalny ai określa wzór:

ai ( t ) = eY0 E 0 + V 2 R e £  eYh E h exp(jhco0t) . (3.54)
h=l
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Występujące we wzorze (3.54) admitancje zastępcze eYh widziane z zacisków 

(1-1’) źródła (rys.3.11) wyznacza się na podstawie wzoru: 

oG h Z* Z|,
eYh =

Vh + oG h Z*

, heN, (3.55)

przy czym wartość mnożnika Lagrange’a X* określa rozwiązanie równania (por. wzory

(3.38), (3.49)):

w2
P = F ( Z ) = Z  oGt

h=0 G hZ|Zh
(3.56)

Funkcjonał Lagrange’a odpowiadający minimalizacji funkcjonału (3.33) przy 

ograniczeniu (3.52) (wariant C) ma postać:

L(Ah,B h,Z) = £ V 2 ( A2 + B 2) +
h=0

+ x X  0G h|E h - Z h( A h + jB h)|2 - £ ( , E h A h +2 E h B h -  R h(A 2h + B2))
,h=0 h=0

(3.57)

Z warunków minimum tego funkcjonału uzyskuje się prąd optymalny określony 

wzorem (3.54) z tą  różnicą, że admitancje zastępcze eYh określa zależność:

2 pGh X* Z h + X,
Yh = ■

2(v h + 0G h Z * Z h + Z * R h)
(3.58)

Wartość mnożnika Lagrange’a X. w punkcie stacjonarnym funkcjonału (3.57) 

uzyskuje się na podstawie równania:

F ( Z ) = E
h=0

G M l + 4 0G h R h + 4 0G 2 lZh[2) | 

2(Vh + Z (R h + 0G h|Zh|2))

Z2(l + 4 0G h R h + 4 0G h|Zh|2) ( R h + 0G hlZh|2)' 

4(V 2 + Z (R h + 0G h|Zh|2))2

(3.59)

Eu = 0 .

Właściwości prądów optymalnych uzyskanych w wyniku minimalizacji 

funkcjonałów Lagrange’a (3.53), (3.57) są podobne do własności prądów aktywnych
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określonych wcześniej dla źródła rzeczywistego. Oszacowania tych prądów 

wynikające ze wzorów (3.55), (3.58) sąjednak o wiele bardziej złożone w porównaniu 

z oszacowaniami (3.43), (3.50), a tłumienie harmonicznych prądów optymalnych 

względem harmonicznych SEM źródła uzależnione jest zarówno od właściwości 

częstotliwościowych operatorów opisujących źródło, jak i odbiornik.

Optymalizacja układów ze źródłami w postaci dwójników Thevenina może być 

rozszerzona na przypadek źródła z impedancją wewnętrzną modelowaną w postaci 

czwómika SLS (rys.3.12), [83]:

Dla układu z rys.3.12 możliwa jest:

A. Minimalizacja wartości skutecznej prądu i lub i’.

B. Minimalizacja strat mocy czynnej wydzielanej w czwómiku modelującym 

impedancję źródła.

C. Analiza wariantów A lub B połączona z równoczesną minimalizacją znieształceń 

(wyższych harmonicznych) w przebiegach prądów układu z rys. 3.12.

D.Analiza dowolnego z powyższych wariantów z ograniczeniami (3.51), (3.52), 

(por. rys.3.11).

I©

1 i'(t)
  ►-

e(t)

r

ŹRÓDŁO

ga(3
IMPEDANCJA

ŹRÓDŁA

i(t)

u(t)

ODBIORNIK

Rys.3.12. Model układu z impedancją źródła modelowaną w postaci czwómika 

Fig.3.12. Model of system with inner impedance modelled in the form of the SLS two-port

Metodyka rozwiązywania każdego z wymienionych problemów jest identyczna, dla 

ilustracji rozpatrzony zostanie problem minimalizacji opisany poniżej (por. rys.3.12)
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m in[(e,i')w ~ ( u . i ) w] :

m in |p 0 ^  j[ (e ( t) i '( t)  -  u (t) i(t)]dt +

+ E p ^ J f [ Dk eM D>i i '](t ) - [ ° k u](t)[D k i](t) |d t
łc=l 1 O 1

(3.60)

przy ograniczeniu:

(u;i)L = P- (3.60a)

Problem ten polega więc na minimalizacji strat mocy czynnej na czwómiku 8ap 

oraz minimalizacji wyższych harmonicznych prądów w układzie z rys.3.12, przy 

ograniczeniu (3.60a) na moc czynną doprowadzaną do odbiornika.

Przyjmując, że liniowy, stacjonarny i czasowo-niezmienniczy operator impe-

dancyjny źródła 8aP (cc,Pe {1,2,}) ma postać określoną wzorem:

i’(t) = [SUe ] ( t) - [8 12i](t), 

u(t) =  [821e ]( t) - [8 22i](t) 

oraz że reprezentacje częstotliwościowe tego operatora określają wzory:

Ih = G h 'E h -G j,2I h,

U h = G 21E h - G 22I h,

G“p e C ,  a , p  e{l,2}, h e N .

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Konstruuje się tak jak  poprzednio funkcjonał Lagrange’a problemu (3.60), (3.60a): 

L(Ah,B h,X) = R e j v 2 [g ^ E J 2 - G |,2*Eh(A h + j B h) -
h=0

G 2,E h(A h + jB h) - G 2h2E h(A 2h + B2)] +

+ X P - R e ^ G ^ E ^ A . + j B J - G f E ^ A ^  + B2))
h=0

gdzie:

Eh= lEh- j2Eh,

G f  = Re{G“p} + jIm {G “p}, a ,p e { l ,2 }

(3.65)

(3.66)

(3.67)



Minimalizacja przedstawionego funkcjonału L(Ah, Bh, A.) prowadzi [83] do 

wyznaczenia prądu optymalnego ai (po stronie zacisków 2-2’ układu z rys.3.12), który 

określa wzór:

00

ai(t) = eK 0 E0 + V 2 R e £  eK h E h exp(jhco0 t), (3.68)
h=l

gdzie:

50

e-Kh - transmitancja zastępcza układu dla h-tej harmonicznej, określona wzorem:

o r  . a « , ,
2 I t e { G f ) ( V j + V )

Mnożnik Lagrange’a X wyznacza się z równania

Re{Gi2 G 2h1} + |G2h1|2(l + ^)
P = F(A,) = X

h=0 2R e{G 22}(V2h + X)

g J,2* + g J'(i + x,)|

4Re{G^ }(V2 + X)
E j 2 = 0 ,  (3.70)

wyrażającego, podobnie jak poprzednio, bilans mocy czynnej w optymalnym punkcie 

pracy (w sensie problemu (3.60), (3.60a)) układu z rys.3.12 [83], Można wykazać [83],

że jeżeli czwórnik opisany operatorem s “ *5 jest pasywny, Rc{G^2}> 0, h e N  to

funkcja F(7.) (3.70) w przedziale [0,oo) jest monotonicznie rosnąca (rys. 3.13), 

a ponadto:

Iq 21|2

lim = Z  22, lE h|2 = dP' (3-71)
4R e{G 2h2}

gdzie:

dP' - moc dopasowania energetycznego układu z rys.3.12.

Jeżeli moc czynna P doprowadzana do odbiornika jest mniejsza od mocy 

dopasowania ¿P', to istnieje zawsze jednoznaczne rozwiązanie równania (3.70) dla 

k>0, a rozpatrywany problem optymalizacji ma zawsze minimum globalne określone 

wzorem (3.68). W odróżnieniu od poprzednio rozpatrywanych zagadnień rozwiązania
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problemu (3.60), (3.60a) istnieją dla odbiornikowej i wydajnikowej pracy odbiornika 

zrys.3.12, czyli dla P e (-d P \ dP'X (por. rys.3.13).

Rys.3.13. Przebieg funkcji F(X)

Fig.3.13. Plot offunction F(X)

Ilustrację różnic jakościowych pomiędzy właściwościami rozwiążań problemów 

optymalizacji układów jednofazowych z idealnymi i rzeczywistymi źródłami napięcia 

stanowi poniższy przykład, będący kontynuacją przykładu 3.1.

Przykład 3.2

Odbiornik przedstawiony na rys.3.2 (przykład 3.1) zasilany jest z rzeczywistego 

źródła napięcia (rys.3.14) o pulsacji top = 1 rad/s.

SEM źródła c(t) określa wzór:

e(t) = V2(120sinco0t+  60sin2co0t + 40sin3co0t + 30sin4(o0t+  24sin5co0t) V.
0 ,5 0

0,5 H

© * )
0,5 F in

0,2 H i  0,5

20

Rys.3.14. Model układu: rzeczywiste źródło napięcia - odbiornik 

Fig.3.14. Model of system: non-ideal voltage source-load
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Dla układu z rys.3.14 obliczono prąd źródła, straty mocy czynnej na impedancji 

źródła, napięcie na zaciskach odbiornika i moc czynną doprowadzaną do odbiornika, 

przenoszone przez harmoniczne prądu i napięcia źródła dla czterech przypadków:

A. Bez optymalizacji.

B. Minimalizacji funkcjonału ||i||^ (wzór (3.33)) dla po=l, Pi= l (uwzględnienie

pierwszej pochodnej prądu) przy warunku stałej mocy czynnej wydawanej przez 

źródło.

C. Jak dla przypadku B, tylko przy warunku zadanej mocy czynnej odbiornika (wzór

(3.51)) dla p0= 1, pi =  1.

D. Jak dla przypadku B, tylko przy warunku bierności energetycznej kompensatora 

(wzór (3.52)) dla po = l , p i =  1.

Przebiegi czasowe SEM źródła oraz prądu źródła bez optymalizacji pokazano na 

iys.3.15.

Rys.3.15. Przebiegi napięcia źródła i prądu w układzie z rys.3.14 bez optymalizacji

Fig.3.15. Waveforms of voltage and current of source in the system shown in Fig.3.14, 
without optimization

Przebiegi czasowe prądów źródła dla przypadków A,...,D dla p0 = 1, pi = 1 

pokazano na rys.3.16.
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Natomiast na rys.3.17 pokazano przebiegi czasowe prądów źródła dla przypadków 

A,...,D, gdy po = 1, pi = 0 (minimalizacja w L2).

Rys.3.16. Przebiegi czasowe prądów źródła dla przypadków A,.., D dla p0=l, pi=l 

Fig.3.16. Waveforms of source current for variants A.,..,D, where p0=l, pi=l

Rys.3.17. Przebiegi czasowe prądów źródła dla przypadków A,.., D dla p0=l, pi=0 

Fig.3.17. Waveforms of source current for variants A.,..,D, where p0=l, pi=0
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Wykresy słupkowe mocy odbiornika oraz strat mocy czynnej na impedancji 

wewnętrznej źródła dla przypadku A i B przedstawiono na rys.3.18.

Dla tych samych przypadków wykresy słupkowe prądów źródła przedstawiono na 

rys.3.19.

[W]
2500-

2000 

1500 -I— 

1000 —

500 —

p Przypadek  A . = 4 1 9 7 ,1  W
A P =  1063,15 W

2130,23

681,54

Ł

512,38

204,22
320,7

102,1
Q 226,

i 28, n
226,5 

26,03

a)

2 ' 3  T 4
N r harm onicznej

□  m oc o d b io rn ika  ■  stra ty  m ocy na im pedancji w ew nętrznej

[ W ]

2500

i i p  1 odb
AP

2000 - -  

1500 - -

1000 -J-

500

Przypadek B. P ^  = 4197,1 W
A P= 1063,15 W  f t  = p ,= l

Dl
1 2 3 4  

N r harm onicznej

□  m oc odb io rn ika  ■  straty  m ocy na im pedancji w ew nętrznej

b)

Rys.3.18. Wykres słupkowy mocy odbiornika oraz strat mocy na impedancji wewnętrznej 
źródła dla przypadków A, B

Fig.3.18. Bar chart of load power and power losses in the inner source impedance for variants 
A, B
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Przypadek A. |I| = 55,15 A

[ A ] J  HI
5 0

Nt-harmoniczną
a)

Przypadek B. |aI| = 34,21 A ,p 0 = p, =1

1 K <0
T-
<0

w m o '
,

4  ' 5
N - h a r m o n i c z n ą

b)

Rys.3.19. Wykres słupkowy prądów źródła dla przypadków A, B 

Fig.3.19. Bar chart of source currents for variants A, B



4. OPTYMALIZACJA WARUNKÓW PRACY OBWODÓW  

WIELOFAZOWYCH

Minimalizacja strat energii i zniekształceń w obwodach wielofazowych ma duże 

znaczenie, ponieważ obwody takie stanowią najczęściej spotykane modele układów 

elektroenergetycznych. Złożoność struktur takich obwodów i zjawisk w nich wystę­

pujących znacząco utrudnia rozwiązywanie i analizę problemów optymalizacji. 

Kompleksowa analiza problemów optymalizacji dla dowolnych struktur topolo­

gicznych układów, dowolnych, lecz mieszczących się w ramach przestrzeni Hilberta 

sygnałów w nich występujących oraz ogólnie sformalizowanych wskaźników jakości 

jest trudna [84, s. 53 -s- 62], Możliwe jest w tym przypadku co najwyżej postawienie 

problemów optymalizacyjnych, których rozwiązania (o ile istnieją) trudno jest interpre­

tować i poddawać analizie jakościowej. Z wymienionych powodów w niniejszym 

rozdziale rozpatruje się przede wszystkim dwie stosunkowo proste struktury układów 

wielofazowych, złożone ze źródła (idealnego lub też nie) i odbiornika. Układy takie 

stanowić mogą jednak modele bardziej złożonych systemów, z których jeden, 

reprezentowany przez źródło, stanowi w istocie podsystem zasilający, drugi natomiast 

stanowi zastępczy podsystem odbiorczy. Oprócz wymienionych, w rozdziale 

rozpatrzono dwa bardziej złożone modele układów w celu pokazania, że prezentowane 

metody mogą być bez przeszkód stosowane dla sieci o dowolnie skomplikowanej 

topologii. Rozwiązywanie odpowiednich problemów optymalizacji wymaga jednak 

w tym przypadku stosowania metod numerycznych.

Dla rozpatrywanych układów przyjmuje się, że wszystkie prądy i napięcia w nich 

występujące są przebiegami okresowymi, niesinusoidalnymi, opisanymi szeregami 

Fouriera:

00

u a  Ó) =  u aO + V2 Re U ah exp(jhoj0t) 
h=l

(4.1)
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>a (O = iao + ^ 2  Re X  loh exP(jh(£»o t)  ,

a e { l,..,n } ,

(4.2)
h = l

gdzie:
Uah, Iah - wartości zespolone skuteczne h-tej harmonicznej napięcia lub prądu w 

fazie a e { l,..,n } .

Przebiegi te należą więc do przestrzeni sygnałowych L2T n lub W 2£ opisanych w 

rozdziale 2 . 1 .

4.1. Obwody ze źródłam i idealnymi

Rozpatrywany obwód złożony z dwóch wielobiegunników o liczbie zacisków n+1, 

neN (rys.4.1).

Rys.4.1. Układ n-fazowy: idealne źródło napięcia - odbiornik 

Fig.4.1. n-phase system: ideal voltage source-load

Pierwszy z nich zawiera wyłącznie idealne źródła napięcia, natomiast drugi stanowi 

odbiornik, do którego jest doprowadzany zadany strumień mocy czynnej P. W rozpa­

trywanym układzie dowolny n+ 1  wyróżniony przewód stanowi przewód odniesienia, 

względem którego określone są napięcia fazowe. Napięcia na = (ua) = (ui,..,un) i prądy

fazowe fi = (ia ) = (i,,..,in), n e N  są elementami przestrzeni sygnałowych L2Xn lub 

W 2 . Impedancje przewodów łączących źródło z odbiornikiem są pomijalnie małe
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w tym sensie, że napięcia na nich występujące są niewielkie w stosunku do napięć 

źródłowych, niemniej jednak straty mocy czynnej wydzielanej na tych impedancjach 

nie sąpom ijalne w stosunku do mocy czynnej przesyłanej ze źródła do odbiornika.

Minimalizacja wartości skutecznych i zniekształceń prądów źródła, przy ogra­

niczeniu na moc czynną odbiornika, prowadzi (podobnie jak w przypadku układu 

jednofazowego, rozdz.3.1) do rozwiązania poniższego problemu minimalizacji:

n . T  m n T  ^

P o Z f  J i i ( t ) d t  +  I Pk J [ ° k ia ]  (t)dt , (4.3)mm||n = m in
1 n (l)

ct= l o

przy ograniczeniu:
n n n 1

P =  = ( 0 n ’ fi)L ,n = S ( u « > i a ) L  =  Z j  J u oc( * ) ¡ o t ( * ) d t ,
a=l a=l , Toi=] o

(4.4)

gdzie:
P - zadana, całkowita moc czynna odbiornika z rys.4.1.

Rozwiązanie problemu (4.3), (4.4) stanowi prąd realizujący kompromis (ustalony 

przez dobór współczynników wagowych po, p j,.. pm) pomiędzy prądem (ia) źródła

o minimalnej wartości skutecznej (por. pierwsza część wzoru (4.3) dla po=l), w sensie 

wzoru:

T

¡T  
a = l  o

(4.5)

a prądem źródła o minimalnych zniekształceniach. Prąd optymalny umożliwia ponadto 

doprowadzenie do odbiornika zadanej całkowitej mocy czynnej P.

Z powyższych stwierdzeń wynika, że rozwiązanie omawianego problemu nie 

umożliwia symetryzacji wartości skutecznych i zniekształceń prądów oraz mocy 

fazowych doprowadzanych do odbiornika (rys.4.1).

Wykorzystując wzory (2.13), (2.24) utworzyć można funkcjonał Lagrange’a 

problemu (4.3), (4.4) zgodnie z wzorem:

oo n

L(A ah,B ah,Z )=  X Z Vh(A ah + I& ) + X
h=Oce=I

P ^  ^  (A ah^-'ah +^ahP)ah )
h = O a = l

,(4 .6)
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gdzie:

I<xh ~ Aah - jB ah; Uah = Cah - jD ah - wartości zespolone skuteczne h-tej 

harmonicznej prądu lub napięcia źródła w fazie a ,

X - mnożnik Lagrange’a.

Z warunków koniecznych minimum tego funkcjonału (por. rozdz.3.1) wynika układ 

równań liniowych ze względu na zmienne Aah, Bah, X, którego rozwiązanie ma postać:

(4.7)aIah= eG (hn)U ah ,

gdzie:

- konduktancja zastępcza odbiornika n+ 1  fazowego, określona wzorem:e u h

G(") 
e u h ' h eN . (4.8)

V h X Vk2 S ( Ca k + D ak)
k=0 a=l

Stąd prąd optymalny stanowiący rozwiązanie omawianego problemu określa wzór:

,ia ( t ) = eGjjn) U a 0 + V 2 R e ^ eG(hn) U ah exp(jhco0t), a  = f,..,n . (4.9)
h=!

Można wykazać, że drugie pochodne Frecheta funkcjonału Lagrange’a (4.6) są 

zawsze ściśle dodatnie, zatem prąd (4.9) realizuje minimum globalne problemu (4.3),

(4.4).

Źródło (rys.4.2) wydaje prąd optymalny (4.9), jeżeli odbiornik dla każdej harmo­

nicznej jest układem symetrycznym, n-fazowym, o konduktancjach eG[1n) (rys.4.2).

$  ©;
u lh

ZRODLO

eG h

I  L - J
ODBIORNIK

Rys.4.2. Optymalny stan pracy układu z rys.4.1 dla h-tej harmonicznej 

Fig.4.2. Optimal operating state o f  system shown in Fig.4.1 for h-th harmonic



Uwaga

Jeśli przyjmie się dla problemu (4.3), (4.4) współczynniki wagi pk równe:

po = l , p k = 0 ,  dla k > 1 (4.10)

rozwiązanie tego problemu sprowadza się do minimalizacji wartości skutecznej prądu 

źródła, w sensie wzoru (4.5), przy ograniczeniu (4.4). Uzyskuje się wtedy prąd 

optymalny określony wzorem:

aia ( t ) = eG<n)U 0 + V2Re 

gdzie:
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sG (n)^ U ah exp(jhco0t)
h=l

(4.11)

eG(n) =    = — (4. 12)
e oo n u \\2

|2z  Z l» - i
h = 0  a = l

llL,n

Prąd ten uzyskany został inną drogą przez S.Fryzego [39] i stanowi podstawę wielu 

teorii mocy. Prąd aktywny (4.12) umożliwia doprowadzenie do odbiornika zadanej, 

całkowitej, mocy czynnej P przy minimalnej wartości funkcjonału (4.5). Zniekształ­

cenia prądu aktywnego S.Fryzego są identyczne (por. wzór (4.11)) z zniekształceniami 

napięcia źródła.

■
Oszacowanie zniekształceń prądu optymalnego (4.9) wynika ze wzoru (4.8) i stąd: 

]eG(hn)| < CV“2 = Ch~2m, C > 0 , m e N . (4.13)

Harmoniczne (4.7) prądu optymalnego źródła są więc tłumione względem harmo­

nicznych napięcia źródła zgodnie ze wzorem (4.13), w stosunku h 2m. Wynika stąd, że 

przebieg prądu optymalnego (4.9) układu z rys.4.1 różnić się będzie w niewielkim 

stopniu od przebiegu sinusoidalnego o częstości podstawowej harmonicznej napięcia 

źródła.
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Przykład 4.1

e , ( t )

e2(t)
2

e3(t)

Rys.4.3. Schemat odbiornika trójfazowego 

Fig.4.3. The scheme o f three-phase load

Odbiornik trójfazowy przedstawiony na rys.4.3 o następujących danych: 

coo=lrad/s, Z n = (l+ jl)Q , Z22 =(l+jO,5)Q, Z33=(2 +j2 )Q, Z 12 =  Z21 = Z32 =  Z 13 = Z31 = 

jO,5Q, zasilano ze źródła o napięciu

e j(t)  = V2(120cosco0t + 60cos2to0t + 30cos4co0t + 24cos5co0t) V.

Zakłada się, że e2(t) = ei(t-T/3), e3 = e2(t-T/3).

Całkowita moc czynna doprowadzona do odbiornika wynosi: P = 1 13,76 kW.

Dla rozpatrywanego układu obliczono:

A. Pierwotne prądy źródeł, widmo mocy czynnej, widmo harmonicznych prądu.

B. Wielkości jak w punkcie A, tylko dla prądu optymalnego (4.9), dla danych:

PO = 1 , p k = 0 ,  dla k > 1 (prąd aktywny S.Fryze).

C. Wielkości jak  w punkcie A, tylko dla prądu optymalnego (4.9), dla danych:

P O  =  1 ,  P i  =  1 ,  p 2 =  1 •

Uzyskane wyniki ilustrują poniższe wykresy:
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Rys.4.4. Przebieg czasowy napięcia źródła w fazie 1 oraz przebiegi prądów 
przewodowych przed optymalizacją

Fig.4.4. Waveforms o f voltage source in the first phase and waveforms o f line 
currents before optimization

Rys.4.5. Pierwotny prąd w  fazie 2 oraz prądy po optymalizacji

Fig.4.5. Primary current in the second phase and currents after optimization



Rys.4.6. Prądy fazowe po optymalizacji - wariant C 

Fig.4.6. Phase currents after optimization - C variant

Rys.4.7. Prądy fazowe po optymalizacji - wariant A, B, C 

Fig.4.7. Phase currents after optimization - variant A, B, C



Przebieg czasowy napięcia źródła w  fazie 1 oraz przebiegi prądów przewodowych dla 

przypadku A  (przed optymalizacją) przedstawiono na rys.4.4. Na rys.4.5 przedsta­

wiono przebiegi czasowe prądu w fazie 2  przed optymalizacją oraz przebiegi czasowe 

prądów w poszczególnych fazach po optymalizacji dla przypadku B, czyli dla po=l, 

pk= 0  dla k >1. Na rys.4.6 przedstawiono przebiegi czasowe tych samych prądów co na 

iys.4.5, tylko dla przypadku C, tzn. po = pi =  P2 = 1. Na rys.4.7 zestawiono przebiegi 

czasowe prądów źródła dla fazy 2 dla przypadków A, B i C. Wykres słupkowy widma 

mocy czynnej odbiornika dla poszczególnych harmonicznych przedstawiono na 

rys.4.8.
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Rys.4.8. Widma mocy czynnej odbiornika 

Fig.4.8. Spectrum o f load active power
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Przypadek A.

N R  harm onicznej

■  fazal D faza2 Q faza3

Rys.4.9. Widma wartości skutecznych prądów - wariant A 

Fig.4.9. RMS value spectrum o f current - variant A

Na rys.4.9 przedstawiono widma wartości skutecznych prądów dla poszczególnych 

harmonicznych i faz dla przypadku A, tzn. przed optymalizacją. Ponieważ w rozpatry­

wanym przykładzie generator jest symetryczny, to prądy po optymalizacji zarówno dla 

przypadku B, jak  i C spełniają zależności, że ¡2(t) = ij(t-T/3), i3(t) = i2(t-T/3 ), więc 

wykresy słupkowe wartości skutecznych są przedstawione tylko dla poszczególnych 

harmonicznych, odpowiednio dla przypadku B na rys.4.10, a na rys.4.11 dla 

przypadku C.
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Przypadek B. p0 =1, p, =0

Ul

N k h a n r c n i c z n ą

Rys.4.10. Widma wartości skutecznych prądów - wariant B 

Fig.4.10. RMS value spectrum o f current - variant B

Przypadek C. p0 =p, = p2 = 1

2 1 .7
0 ,8 5  0 ,2 8

1 1 ^ 2  ' 3  ' 4  ' 5~~
Nk h a r r r c n ic z n ą

Rys.4.11. Widma wartości skutecznych prądów - wariant C 

Fig.4.11. RMS value spectrum o f current - variant C
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Na podstawie wzorów (4.8), (4.9) można zauważyć, że tylko wtedy, gdy źródło 

(rys.4.1) jest symetryczne, to prąd optymalny (4.9) umożliwia symetryzację (równość) 

wartości skutecznych zniekształceń i mocy fazowych. W przypadku dowolnych źródeł 

własność symetrii prądów i mocy nie jest spełniona.

Symetryzacja właściwości układu z rys.4.1 jest możliwa poprzez modyfikację 

ograniczeń (4.4) problemu optymalizacji. [85]

Analiza możliwości symetryzacji układu z rys.4.1 zostanie przeprowadzona z 

równoczesnym porównaniem uzyskanych wyników z właściwościami prądu aktywne­

go S.Fryzego (4.11). W tym celu rozpatrzmy dla układu z iys.4.1 następujący problem:

Pa - zadane fazowe moce czynne odbiornika.

Prąd optymalny (aia ) stanowiący rozwiązanie problemu (4.14), (4.15), podobnie jak 

prąd S.Fryzego (4.11), ma minimalną wartość skuteczną w  sensie wzorów (4.5), (4.14), 

a ponadto umożliwia on doprowadzenie zadanych mocy czynnych Pa do odbiornika. 

Funkcjonał Lagrange’a rozpatrywanego problemu określa wzór:

Xa - mnożniki Lagrange’a.

Można wykazać [85], że warunki konieczne i wystarczające minimum omawianego 

problemu są zawsze spełnione, a jego rozwiązanie określa wzór:

(4.14)

przy ograniczeniach:
T

a  = 1,2,..n , (4.15)
o

g d z i e :

U A ah>Ba h > ^ a ) -  + B“h) +
h = 0 a = l

(4.16)
n

+  T .  ( AąhCąh +  B a h ^ a h  )  »
h=0

g d z i e :

h=l



gdzie:

eG ^  - konduktancje zastępcze odbiornika dla fazy a = l ,2 ,..n, określone 

wzorem:

eG ^  = - ^ .  (4.18)
||ucx II

Porównanie prądu optymalnego (4.17) oraz prądu aktywnego S.Fryzego (4.11) 

przedstawiono w tablicy 4.1, dla niesymetrycznego źródła napięcia wielofazowego 

spełniającego warunki:

J k l H k l l ,  • ( 4 1 9 )oc,pe{l,..,n} 11 "t-

Tablica 4.1

Porównanie prądów (4.11), (4.17)
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Lp. Wielkość Prąd aktywny S. Fryzego 

-  wzór ( 4 . 1 1 )

Prąd optymalny 

- wzór ( 4 . 1 7 )

1
Konduktancje zastępcze

o (  n) q(h) 
eu  , e u a

eG (n) =  P

1
a=l

jednakowe dla każdej fazy

/-j(n) _  Pa 

e “  “  II ll2 '
k l l L

zależą od numeru fazy

2
Moce fazowe (przy 
założeniu, że

P = I > a )
a = l

p  _  p  k i i

i m :
p = i

Pa - zadane, w 
szczególności 

P ,= P 2 = ... = Pn

3
Wartości skuteczne 
prądów fazowych U L  =  P  “ I I l  

I  Kil
a = l

zależą od symetrii źródła

UL-rY
llUcc |IL

zależą od zadanych mo­
cy Pa i asymetrii źródła



Ze wzorów zamieszczonych w tablicy 4.1 wynika, że:

A. Dla prądu optymalnego (4.17) wartość konduktancji zastępczych odbiornika zależy 

od numeru fazy, a optymalny stan pracy układu z rys.4.1 wystąpi wtedy, gdy odbior­

nik (rys.4.2) stanowi niesymetryczną n-fazową gwiazdę o konduktancjach eG^n\  

Dla prądu aktywnego S.Fryzego odbiornik ten stanowi układ rezystancyjny typu 

gwiazda o równych i niezależnych od częstotliwości konduktancjach eG ^  (4.12).

B. Fazowe moce czynne doprowadzane do odbiornika za pośrednictwem prądu 

aktywnego S.Fryzego są różne i zdeterminowane niesymetrią źródeł (por. wzór 

(4.19)). Moce fazowe Pa doprowadzane przez prąd (4.17) są zadane i w szcze­

gólności m ogą być one równe.

C. Wartości skuteczne prądów fazowych dla obydwu rozpatrywanych prądów (4.11),

(4.17) są różne, a symetryzacja (równość) mocy fazowych nie pociąga za sobą (dla 

źródła niesymetrycznego) równości wartości skutecznych prądów fazowych.

Inna niż to opisano modyfikacja problemu optymalizacji dla układu z rys.4.1 

prowadzi [85] do:

-  minimalizacji zniekształceń prądów fazowych źródła,

-  symetryzacji (równości) prądów fazowych,

-  symetryzacji (równości) mocy fazowych odbiornika.

Modyfikacja ta polega na minimalizacji funkcjonału (4.3), przy ograniczeniach: 

pa = (ua> U l , a  =  1,2,..,n, (4.20)

eP = 11*1 IIl — IMIl ’ P = 2 ,3 ,..,n , (4.21)

gdzie:

Pa - zadane moce fazowe odbiornika,

£p - liczby określające dopuszczalną niesymetrię wartości skutecznych prądów 

fazowych.

69



70

Funkcjonał Lagrange’a przedstawionego problemu określa wzór:

oo n

L ( A ah>B a h ’ ^ a > F p ) ~  X ^ A “ h +  B cth) +
h=0 a = l  

n

a=l

p=2

Pa  _  X ^ A a h C “ h +  B ahD ah )  
h=0

oo oo

X ^ A ĥ +  B ? h )_ X ^ A Ph + B ph)

(4.22)

h=0 h=0

gdzie:

Xa, pp (a e { l,.. ,n } ; P e{2 ,..,n}- mnożniki Lagrange'a. 

Minimum funkcjonału (4.22) realizuje [85] prąd optymalny:

, i a (t)  = eG[ln0) U a 0 + V 2 R e ^ G [ xnh) U ah exp(jhcoot)> a  e{l,..,n} , (4.23)
h=l

gdzie:

eG ^  - konduktancje zastępcze odbiornika w fazie a , dla h-tej harmonicznej,

określone wzorem:

fi(n) _  a
e U ah “  „ „ 2

Aa -

2 (V jj+ A a )

n
- ^ P p ,  dla a  = l ,

p=2

(4.24)

(4.25)

F p :
p=a

dla a  > 1

Ciągi mnożników Lagrange’a: X,*,..,A,*h, p 2 ,..,Ph występujące we wzorze (4.25) 

określa się przez rozwiązanie układu równań, wynikłego z przyrównania do zera 

pochodnych funkcjonału Lagrange’a (4.22) względem zmiennych Xa, pp:

Jah|

h=0 2(V h + Aa )
■ O, a  = l,2,..n, (4.26)



Można wykazać, że jeżeli rozwiązanie tego układu równań spełnia warunki:

> 0, (4.28)A  u.g > 0 a  A
|3e{2,..,n} H h e N

p
P = 2  .

to rozpatrywany problem minimalizacji ma rozwiązanie. Rozwiązanie układu równań 

(4.26), (4.27) możliwe jest jednak wyłącznie metodami numerycznymi.

Optymalny stan pracy układu z rys.4.1, charakteryzowany prądem aktywnym (4.23), 

wystąpi wtedy, gdy odbiornik (rys.4.2) stanowić będzie układ typu niesymetryczna

gwiazda o konduktancjach eG ^  (4.24) dla poszczególnych harmonicznych napięcia

źródła.

Jeżeli mnożniki Lagrange’a X*a , |ip m ają oszacowania:

max{A.*a J = C 1, (4.29)

m ax{|ip j = C 2 , (4.30)

to harmoniczne prądu optymalnego (4.23) można oszacować zgodnie z wzorem:

|al J  < C|Eh|h -2m , C > 0 ,  (4.31)

gdzie:

m - maksymalny rząd pochodnej występującej we wzorze (4.3).

Tak więc prąd optymalny (4.23) ma niewielkie zniekształcenia (podobnie jak 

wszystkie prądy optymalne uzyskane w wyniku minimalizacji funkcjonału (4.3)), za­

pewnia symetrię mocy fazowych i wartości skutecznych prądów fazowych odbiornika 

i umożliwia efektywną pracę układu z idealnym źródłem napięcia wielofazowego, 

niesinusoidalnego o dowolnych asymetriach.



4.2. Obwody ze źródłami rzeczywistymi

Uwzględnienie impedancji wewnętrznej źródeł i impedancji toru transmisyjnego 

łączącego źródło z odbiornikiem w układzie z rys.4.1, prowadzi do układu przedsta­

wionego na rys.4.2. Wymienione impedancje są modelowane w postaci 2n+2, neN  

wielobiegunnika opisanego operatorem S“p, a e  {l,..n}, p e  {l,..,m}.
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Rys.4.12. Układ wielofazowy z rzeczywistym źródłem napięcia 

Fig.4.12. Multi-phase system with non-ideal voltage source

Optymalizacja warunków pracy takiego układu jest złożona i zostanie opisana 

w rozdz. 4.3. W rozdziale niniejszym rozpatrywany jest uproszczony wariant układu 

z rys.4.12, który przedstawiono na rys.4.13. Operator impedancyjny Saii, a ,p e{ l,..n } , 

opisujący impedancję źródła (rys.4.16), określają wzory:

ua = ea - t [ S“% (t),

a  e { l,.. ,n } .

p=i

(4.32)
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Rys.4.13. Uproszczony wariant układu z rys.4.12 

Fig.4.13. Simplified variant o f system shown in Fig.4.12

Zakładając dodatkowo, że operator S“ *5 jest liniowy i czasowo-niezmienniczy 

można zauważyć, że jego reprezentację widmową stanowi ciąg macierzy nieskończo­

nych Za ph> a ,P e{ l,..,n }  h eN , złożonych z transformacji Fouriera jąder operatorów

Za  ̂ typu splotu, obliczonych dla częstotliwości a>h = hcoo> h eN . Tak więc opisowi 

(4.32) w dziedzinie czasu odpowiada równoważny opis w dziedzinie częstotliwości:

^ah  ^ah ^"1 ^Bh^Bh»
P = 1

T ' — T 1ah — 1 ah>
a  e { l,..,n } ,h  e N ,

(4.33)

gdzie:

Zaph — Raph + j ^aph > (4.34)

Ea h, Ua h, I’ah> lah * wartości zespolone skuteczne napięć i prądów układu z 

rys.4.13 w fazie a  i dla h-tej harmonicznej.
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Uwaga

Przy przyjętych założeniach wielobiegunnik SLS opisany operatorem S“ *5 może

oprócz elementów R,L,M,C zawierać również źródła sterowane, nie naruszające 

jednak opisu (4.33), tzn. nie naruszające globalnej pasywności wielobiegunnika.

Minimalizacja energetyczno-jakościowego funkcjonału (4.3) przy ograniczeniu

(4.4) na całkowitą moc czynną P doprowadzaną do odbiornika (iys.4.13) sprowadza się 

do minimalizacji poniższego funkcjonału Lagrange’a [81, 84]:
oo n

h=0 a= l

h=0 a= l

h=0 a=l

+  S  +  ® ah® ph) +
h=0 a = l p=l 

a*P P̂ a

+  S  ^ ^ a p h ( ^ a h ® p h  +  ® P h ^ a h )
h=0 a = l p=l 

a*P P*a (4.35)

gdzie:

Eah = lEah - j  2Eph .

Iah = Acth ' j B ph •

Z warunków koniecznych minimum funkcjonału (4.35) uzyskuje się następujący 

układ równań:
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2 ^h A ah -  X l B oth 2 R a a h A a h  ^  (RgOh B firah ) A flh

p=I
P * a

X  S ^ X ap h  ~ X P a h ) B ph = 0 >
a = l  P=1 
a * p  p * a

(4.36)

2V2hBa h - k 2 B ah 2R aahBah ^  (RgBh +  B Brah )B fth
P=1
P * a

X  X ^ X “ Ph - X P a h ) A ph -  ° »

a  e{ l,..,n } , h e N ,

a  = l p = l  
a^p pita

h=0

n l
Z ( .
a = l

B a h A a h  + 2  B a h B a h )  B a a h ( A a h  +  B a h ) J

(4.37)

n n

X  S { R “ P h (A a h B ph + B a h B p h ) “ X a P h ( A a h B ph +  A p h B a h ) )

(4.38)

a = l  P=I  
p * a

gdzie: X - mnożnik Lagrange’a.

Układ równań (4.36), (4.37) można zapisać w postaci równania macierzowego, dla 

każdej harmonicznej heN :

A h — ®h > (4.39)

gdzie:
r T

[A ln>A 2n>” 5 A nh> B lhs B 2h)**> B nh] >

®h -  [ 1E in, |E 2n,.., iEnh, 2E In, |E 2h,.., 2Enh] ,

Ah - macierz blokowa o wymiarach 2 n x 2 n i o budowie przedstawionej poniżej.
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A h =
M h N h

N h M h

iaPh

2VJj + 2R aa(1X., dla a - ( i ,
n

A (Rcxph +  Rpah)> dla a * P '
P=1
P * a

Naph

O , dla a  = P ,
n

^ X ^ aPh + Xpah)> dla a > p ,
p=l
p*a

- X y , ( X aBh + X Bah), dla a < p .
p = i
p * a

Jeżeli

A d e t M h * 0  a  det(M h - N hM ^ N h) *  O,
h e N

to rozwiązanie układu równań (4.39) istnieje i wyraża się wzorem:
n n

A <xh =  X  l a a p h ( ^ “* )  l E p h  + X 2 a a P h ( ^ )  2 E ph >
P=1 P=1

B a h  =  X  3 a a p h ( ^ * )  l E ph +  X  4 a a p h ( ^ - * )  2 E ph> 
P=1 P=1

a  e { l,..,n }
gdzie:

Afc =

[ l a c t P h ( A * ) ] [ 2 a a p h ( ^ * ) ]

[ 3 a a p h ( ^ « ) ] [ 4 a a p h ( ^ * ) ]

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

macierz odwrotna względem macierzy Ah (4.40).



Wartość mnożnika Lagrange’a X* stanowi rozwiązanie nieliniowego układu 

równań algebraicznych, który uzyskuje się podstawiając wzory (4.44), (4.45) do 

równania bilansu mocy (4.38). Równanie to można rozwiązywać wyłącznie metodami 

numerycznymi.

Z równań (4.44), (4.45) wynika, że harmoniczne prądu optymalnego, stanowiącego 

punkt stacjonarny funkcjonału (4.35), określa wzór:

n

a^ah = \ \  l aaph(^*) -  j  3aaph(^*) lE ph +
M  (4-47)

+ [2aaph(^* )_ j 4aocph(^-*)] 2Eph » 

a zatem prąd optymalny określa wzór:

n oo n

aiahW  = *Z“POE PO + ^ R eS  X ^ Z“P h ^ * ) lE Ph +
P=1 h=0 P=1 (4 -48)

+ 2 Zaph(7'») 2 Hph) exp(jhco0t), a  e  {l,..,n} ,

gdzie:

lZaph — laaph(Z») “  J 3aaph(Z») >
(4.49)

2 Zaph ~ 2aaph(Z* )_ J 4acxPh(^*) ■

Interpretację optymalnego stanu pracy układu z rys.4.13 dla liczby faz n=3, który 

opisany jest prądem (aia) (4.48), ilustruje rys.4.14.

Ponieważ prąd optymalny (4.48) zależy w sposób rozłączny od części rzeczywistej 

]Eah i urojonej 2Eah harmonicznych Eah SEM źródła, to możliwość jego realizacji,

a zatem realizacji stanu optymalnego układu (rys.4.14), jest trudna i wątpliwa. 

Dodatkową trudność stanowi fakt, że prąd (4.48) jest elementem stacjonarnym 

funkcjonału Lagrange’a (4.35), natomiast o tym, czy jest on elementem minima- 

lizacyjnym decyduje ściśle dodatnia okresowość poniższej macierzy blokowej [80]:

77
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2 ! h

A
I 1 '1 *l Li *J

Rys.4.14. Optymalny stan pracy układu z rys.4.13 dla n=3 

Fig.4.14. Optimal operating state o f  system shown in Fig.4.13 for n=3

(4.50)

gdzie:

= [A ccph

2 V £ + 2 X R aah d l a a  = p 

^ - • ( ^ a p h + ^-pah) dla a  *  P

(4.51)
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io dla a  = P

-^•aph “  ^pah dla a  *  P >

(4.52)

dim A h  =  dim %  = n x  n.

Korzystnie jest więc badać warunki wystarczające ekstremum omawianego do tej 

pory problemu metodami numerycznymi, stosując do tego celu np. metodę wariacji 

lokalnych Hooke’a-Jeevesa.

Z powyższych uwag wynika, że konieczne jest przyjęcie bardziej ostrych założeń 

odnośnie do operatora impedancyjnego układu 3“**, co pozwoli na istotne uproszcze­

nie analizy problemów optymalizacji.

Dalsza analiza problemu optymalizacji funkcjonału (4.3) przy ograniczeniu (4.4) dla 

układu z rys. 4.13 zostanie przeprowadzona dla dwóch wariantów założeń odnośnie do 

operatora impedancyjnego S“*5.

Rozpatrzmy najpierw wariant A (wzór (4.53)).

W tym przypadku macierze Nh stanowiące bloki macierzy Ah (4.40) są macierzami 

zerowymi dla każdego h eN . Z wzorów (4.44), (4.45) wynika natychmiast, że 

harmoniczne prądu optymalnego są określone następująco:

aaph - elementy macierzy M h‘(por. (4.40), (4.41)). Prąd optymalny, stanowiący 

odpowiednik prądu (4.48) określa więc wzór:

A.

(4.53)

B.

heN a,(3e{l,_,n}
~ JXpah)A (X aph -  Xpoh)> dla c t ^ p . (4.54)

n

(4.55)
p=i

gdzie:



ai(t) = Ż  e G $ 0Ep0 + >/2 R e j  £  eG $ hEph exp(jhco0t) (4.56)
3 = 1  h=o p=i

gdzie:

e G $ h = ^ a aph. (4.57)

Wartość mnożnika Lagrange’a Xt występującą we wzorze (4.57) oblicza się przez 

rozwiązanie silnie nieliniowego równania algebraicznego wynikłego z podstawienia 

wzoru (4.55) do równania mocy (4.38). Rozwiązanie tego równania jest możliwe 

wyłącznie metodami numerycznymi.

Można wykazać prawdziwość oszacowań [84]:

, dla a  = B
(4.58)

|C h h~2(l+k), k , l >  1, dla a  * p

Ch e  R+, h e N, a ,p  e  {l,..,n},

skąd wynika, że harmoniczne prądu optymalnego (4.56) są silnie tłumione w stosunku

do harmonicznych SEM źródła (rys.4.13). Prąd ten, podobnie jak  poprzednio, realizuje 

kompromis pomiędzy prądem źródła o minimalnych zniekształceniach (w sensie 

zawartości wyższych harmonicznych w przebiegu prądu) a prądem o minimalnej 

wartości skutecznej. Prąd (4.56) realizuje minimum funkcjonału (4.3), gdy forma 

kwadratowa określona na macierzy nieskończonej [81, 84] (por. wzory (4.50) do

(4.52)) Raph:
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Rct3h

2 Vzh
+ 2R aah > dla a  = p

X,  uu“ h e N ,  (4.59)

Roc3h + R 3ah > dla a  *  P

jest ściśle dodatnio określona. Jeżeli operator impedancyjny źródła jest pasywny,

Xt > 0 , a macierz Raph jest macierzą dominacyjną, to warunki te są zawsze spełnione.

Źródło z rys.4.13 wydaje prąd optymalny (4.56), gdy wielobiegunnik zastępczy o

zaciskach l ’..n’ (rys.4.13) opisany jest ciągiem macierzy konduktancji eG„nph,

określonych wzorem (4.57).
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Dla wariantu B (wzory (4.54)) założeń odnośnie do operatora impedancyjnego 

źródła analiza rozpatrywanego problemu optymalizacji ulega dalszemu uproszczeniu. 

Należy zauważyć, że w tym przypadku wielobiegunnik (rys.4.13) modelujący 

impedancję wewnętrzną źródła jest układem SLS złożonym z elementów R,L,M,C o 

budowie przedstawionej na rys.4.15.

M2n

-o 1

- 0 2

-on

Rys.4.15. Model impedancji źródła dla wariantu B 

Fig.4.15. Model o f  source impedance for variant B

Spełnienie warunku (4.54) jest równoznaczne z diagonalizacją macierzy Mh (wzory

(4.40), (4.41)), skąd po prostych przekształceniach wzorów (4.36), (4.37) uzyskuje się 

rozwiązanie rozpatrywanego problemu optymalizacji, określone wzorem:

00

, i a ( t ) = eG $ E a0  + V 2 R e£  eG $ E a h exp(jhco0t) (4.60)
h = l

g d z i e :

eG ^  - konduktancje zastępcze układu z rys.4.13, dla h-tej harmonicznej i fazy a , 

określone wzorem:

eGgh = — 2  —  ’ <4 '61)2V2h + 2 ^ R aah

Raah - elementy przekątnej głównej macierzy Zaph (4.54).
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Można wykazać, że wartość mnożnika Lagrange’a X, określa się przez rozwiązanie 

równania [81, 84] (podobnego do równania (3.38) dla układów jednofazowych):

p = f (x) = £ . £
h = 0  q  = l

R,q q h '

2Vh + 2XRaah + 2X Racth)
J q h | (4.62)

Równanie to opisuje bilans mocy czynnej w optymalnym stanie pracy układu z 

rys.4.13. Ponieważ warunki wystarczające minimum rozpatrywanego problemu są 

zawsze spełnione, gdy X > 0 , istotne jest istnienie dodatnich rozwiązań równania

(4.62). Ilustracyjny wykres funkcji F(X) przedstawiono na rys.4.16.

Rys.4.16. Ilustracyjny przebieg n-skończenie wymiarowego przybliżenia funkcji 
F(A-) (4.62)

Fig.4.16. Illustrative plot o f n-dimentional, finite approximation o f  function F(X)
(4.62)
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Na rysunku tym przedstawiono funkcję F (X) stanowiącą pierwszy składnik wzoru

(4.62) dla h= l (pierwszej harmonicznej przebiegów) oraz funkcję F(a). Z analizy 

właściwości tej funkcji wynika [83, 84], że:

- w obszarze ^.€(0 ,co) funkcja F(A.) jest ściśle rosnąca,

- istnieje granica:

która określa moc dopasowania energetycznego układu z rys.4.13.

Jeżeli więc zadana moc czynna odbiornika P występująca w ograniczeniu (4.4) jest

z zacisków l ’..n’ wynoszą eGah (wzór (4.61)). Układ ten jest zatem reprezentowany 

w postaci niesymetrycznej gwiazdy n-fazowej o konduktancjach fazowych eGah> 

gdzie: a  - numer fazy, h - numer harmonicznej. Ze wzoru (4.61) wynika, że harmo­

niczne prądu optymalnego (4.60) m ają oszacowanie określone wzorem (4.13), prąd ten 

ma więc wszystkie właściwości opisanych wcześniej prądów optymalnych uzyskanych 

dla układów wielofazowych.

4.3. O ptym alizacja pewnych klas obwodów złożonych

Rozpatrywane do tej pory obwody składały się z pojedynczego, jedno- lub wielofa­

zowego, źródła i odbiornika, do którego doprowadzana była zadana moc czynna.

Przykładem obwodu jednofazowego o bardziej złożonej strukturze jest układ 

przedstawiony na rys.4.17.

Układ ten złożony jest ze źródła o impedancji wewnętrznej opisanej operatorem z3 

i układu n odbiorników połączonych równolegle. Impedancje torów transmisyjnych 

łączących źródło z odbiornikami zamodelowano w postaci dwójników (rys.4.17)

.2
(4.63)

mniejsza od mocy dopasowania ¿Pn, to równanie (4.62) ma zawsze dodatnie i jedno­

znaczne rozwiązanie.

Źródło (rys.4.13) wydaje prąd optymalny (4.56), jeżeli impedancje układu widziane
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1 'l

j P , ODB. 1

r

t  n i"

i  Vn p"
ODB. n

IMPEDANCJE

LINII

Rys.4.17. Model sieci jednofazowej 

Fig.4.17. Model o f  one-phase network

opisanych operatorami \%, k = l,2,..,n. Operatory impedancyjne źródła ZS i linii są 

liniowe i czasowo-niezmiennicze, zatem w dziedzinie częstotliwości mają one repre­

zentacje {zZh}, {)Zkh}, ke{ l,..,n} , heN , w postaci ciągów impedancji. Dla układu 

z rys.4.17 rozpatruje się [82] problem minimalizacji energetyczno-jakościowego 

funkcjonału (3.19) prądu źródła:

minllilP (4.64)
to " llw

przy ograniczeniach na moce czynne odbiorników:
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(uk,ik)L  =  (e - z~ i - L~'k ik, ik )L  =  ?k> k  = l,2,..,n, (4.65)

g d z i e :

Pk - zadane moce czynne odbiorników, 

oraz ograniczeniu na prąd źródła, wynikłym z I prawa Kirchhoffa dla węzła „a” 

(rys.4.17):

(4.66)
k = l

Odpowiadający powyższemu problemowi funkcjonał Lagrange’a ma postać 

określoną wzorem [82]:

2'\

V h +L((A khM B kh) , ( . k)) = £  £ a J  +
h=0 V V k=i J v k=i

+  2 ^ k  _ ^ ( ( l E a h A ah +  2E a h ® a h ) )  +
k=l h=0 (4.67)

+  X  l R h X ( A lh A kh +  B Ih B k h )  +
h=0 v 1=1

+ ^ h X ](A ih B kh + A khB ]h j + R ^ A ^  + B khj |  

gdzie:

7.k - (k e  {l,..,n}) - mnożniki Lagrange’a,

Ikh = Akh - jBkh, k e{ l,..,n } , h eN  - współczynniki Fouriera (wartości zespolone 

skuteczne h-tej harmonicznej) prądu k-tego odbiornika,

Eh = lEh - j 2Eh - współczynniki Fouriera SEM e źródła

zZh = Rh + jXh, iZkh = Rkh + jXkh - częstotliwościowe reprezentacje

271
(transformaty Fouriera jąder operatorów zZ, |Zk dla częstotliwości ha>o, co0 = — ,

neN) operatorów ZS, pk-
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START

DANE

Liczba odbiorników, wsp. I, Ps 
Liczba harm onicznych SEM e 
M oce odbiorników Pk 
C zęstotliw ościow e reprezentacje 
operatorów 2S, ,St ,SEM e 
Przybliżenie początkowe 
m nożników Lagrange'a {A^} 
Krok param etru p, błąd obliczeń

p  = 0

K  = pRh 
x( = px„

Rozwiązanie układu równań liniowych (4.68), (4.69) 
z param etrami Rh' , X k m etodą elim inacji Gausa

M odyfikacja m nożników Lagrange'a 
m etodą H ooke'a - Jeevesa

-TAK

NIE
A11 = Ak+AX

NIE
p  = p  +  Ap

TA K

Sprawdzenie warunku w ystarczającego minimum

STOP

Rys.4.18. Algorytm rozwiązania równań (4.68), (4.69), (4.70) 

Fig.4.18. Algorithm o f solving o f  equations (4.68), (4.69), (4.70)



Z warunków koniecznych minimum tego funkcjonału wynika układ równań:

- ^ s  l E h +  R h ^ ^ k A kh +  R l A s A sh + ^ h ^ ] ^ k ® k h  ~  
k=I k=l k=l

- ^ X hZ B k h + 2XsR shA sh=0 ,  s e{l,..,h} , h e N  ,
k=l
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(4.68)

n

A kh2VhXBkh ~̂ s >Bh +RhX̂ kBkh +Rĥs®sh + Xhks£ A
k = l k = l  k= l

n

- X h ^ k kA kh+ 2 k sR shBsh = 0, se { l,.. ,n } , h e N  ,

(4.69)

k = l

co n

P _  X ( l E h A s h  + 1  E hA s h ) +  X  R h X ( A k h A sh + B khB s h )  +
h = 0  h = 0  k = l

+  X ( A k h B s h  +  A s h B k h )  + R s h ( A sh + B s h )  =  °  (4.70)
k = l

se { l,..,n } , h e N  ,

względem zmiennych (A^h, Bkh> k^), którego rozwiązanie umożliwia wyznaczenie 

punktów stacjonarnych funkcjonału. Należy zauważyć, że równania (4.68), (4.69) 

stanowią układ równań liniowych o wymiarze 2 xn hmax, gdzie n - liczba odbiorników, 

hmax - maksymalny numer harmonicznej przebiegu SEM e źródła. Wymieniony układ 

równań należy rozwiązać wspólnie z układem n równań nieliniowych (4.70), co jest 

możliwe wyłącznie metodami numerycznymi. Schemat blokowy algorytmu zapropo­

nowanego [82] do rozwiązania tego układu równań przedstawia rys.4.18.

Po wprowadzeniu danych, przybliżenie początkowe mnożników Lagrange’a jk (k0) j

zadaje się w obszarze R " . Następnie dla wartości parametru p e [0 ,l]  rozwiązuje się 

układ liniowy (4.68), (4.69) względem zmiennych k^h, B^h modyfikując mnożniki



88

Lagrange’a metodą wariacji lokalnych (Hooke’a-Jeevesa) [42] tak, by prawa strona 

układu równań (4.70) (oznaczona na rys.4.18 symbolem F) przyjmowała wartość 

dowolnie małą. Modyfikację tę przeprowadza się dla zmiennego w kolejnych krokach 

modelu impedancji źródła (zZ ’ = p zZ) rozpoczynając od przypadku źródła idealnego 

(p  = 0 ->  zZ ’ = 0) zasilającego układ równolegle połączonych odbiorników (rys.4.17). 

Dla wyznaczonych w ten sposób współrzędnych punktu stacjonarnego funkcjonału

(4.67) zostaje sprawdzony następnie warunek jego minimum.

Przyjęcie rozwiązania początkowego mnożnika Lagrange’a | ^ k j w obszarze R" : 

{A.k: Xk > 0, k e  {l,..,n} gwarantuje istnienie rozwiązania problemu gdy:

Pk - moc czynna pobierana przez k-ty odbiornik,

Pdk - moc dopasowania energetycznego k-tego odbiornika.

W tym przypadku rozwiązanie problemu sprowadza się do rozwiązania n nieza­

leżnych problemów optymalizacji dotyczących obwodów z pojedynczym odbiornikiem 

(por. rozdz. 4.1)

Jeżeli dla p e (0 ,l]  w obszarze R" :

- wyznacznik układu równań (4.68), (4.69) przyjmuje wartości różne od zera,

- lewe strony równań (4.70) są wypukłymi funkcjami zmiennych A.k,

to algorytm Hooke’a-Jeevesa jest zbieżny, zatem możliwe jest określenie współ­

rzędnych (Akh), (Bkh), A*k punktu stacjonarnego funkcjonału Lagrange’a (4.67).

Analiza warunków wystarczających minimum funkcjonału (4.67) sprowadza się do 

zbadania warunków dodatniej określoności pewnej macierzy zbudowanej z drugich 

pochodnych Frecheta funkcjonału. Można wykazać, że warunki te są spełnione, gdy:

(4.71)

gdzie:

/ \
A  A  1 +

h e N  ke{ l , . . ,n }  ^
(4.72)



gdzie:

n - liczba odbiorników,

{l*k } - mnożniki Lagrange’a w punkcie stacjonarnym.

Dla źródła z rys.(4.17) zasilającego pojedynczy odbiornik ograniczenie to jest 

zawsze spełnione (por. rozdz. 4.1).

Rozwiązanie problemu optymalizacji określa zbiór prądów optymalnych:

^max
a i k ( 0 =  a A k 0  + >/2 Re £  (Aid, “  jBkh )exp(jhco0t ) ,

h=i (4.73)

k e { l , . . ,n } ,

m̂ax
a KO = a!o + ^ 2 R e  Y ,  (A h -  jB h)exp(jh(o0t)  (4.74)

h = l

gdzie:

¿ A kh = A h.  = h e{0 ,..,h max}, (4.75)
k=0 k=0

których harmoniczne A^h, B^h określa się metodami numerycznymi, zgodnie z opi­

sanym algorytmem (rys.4.18).

Prąd optymalny (4.75) realizuje kompromis pomiędzy prądem źródła o minimalnej 

wartości skutecznej a prądem źródła o minimalnych zniekształceniach. Prąd ten 

umożliwia ponadto doprowadzenie do odbiorników zadanych mocy czynnych P^. 

Niestety, analiza jakościowa właściwości prądów (4.74), (4.75) jest niemożliwa, liczne 

eksperymenty numeryczne [82] potwierdzają opisane cechy tych prądów dla wielu 

konkretnych struktur obwodów.

Drugi z rozpatrywanych w tym rozdziale problemów dotyczy układu wielofazowego 

z rzeczywistym źródłem napięcia (rys.4.12, rozdz.4.2), przy znacznie osłabionych 

założeniach odnośnie do modelu impedancji źródła układu [87, 8 8 , 89],

89



Przyjmując, że:

-  układ z rys.4.12 ma jeden wspólny przewód odniesienia (rys.4.19),

-  operator impedancyjny W tego układu jest operatorem SLS,

-  do odbiornika doprowadzane są zadane fazowe moce czynne Pa  ( a e  {1 ,..,n}), 

neN ,

90

schemat rozpatrywanego układu przedstawiono na rys.4.19.

Rys.4.19. Model sieci złożonej 

Fig.4.19. Model o f  complex network

Należy zauważyć, że układ przedstawiony na rys.4.19 może reprezentować:

-  obwód złożony ze źródła napięcia fazowego (symetrycznego lub niesymetrycznego) 

o impedancji wewnętrznej opisanej operatorem W i odbiornika opisanego opera­

torem 0 ,

-  sieć elektryczną złożoną z zadanej liczby idealnych źródeł napięć jedno- i wielo­

fazowych (ea ), zasilających za pośrednictwem układu transmisyjnego opisanego 

operatorem“® sieć odbiorczą złożoną z pewnej liczby odbiorników jedno- i wielo­

fazowych (o łącznej liczbie faz równej n), która opisana jest operatorem 0 .

Operator impedancyjny ® układu opisany jest czwórką macierzowych operatorów

immitancyjnych (3C, 3, %  3C), o wymiarach n x n, n eN , typu splotu. Prądy (ia ) 

i napięcia (Ua) na zaciskach odbiornika (rys.4.19) określają wzory:



91

wyrażone w następujący sposób w notacji wskaźnikowej:

M O  = Ż [ 3 C a P e p](t) +
p=i

n

p=l 

n
> a (0  = £ [ ^ a p e p ](t)  +  £ [ 3 C a p i^ 

" ’ (3=1

(0 .

(0.
3=1

a=l,2,..,n,

gdzie:

fi = (ia) =  (ilv.,i„), 5’ = (i’a ) = (i’ l,..,i’n), 

oa = (ua ) = (u i,- ,u n), « = (ea ) = (ei,..,en).

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

Operator 0  opisany jest ciągiem operatorów skalarnych (0 ) =  (0i,..,0n), a jego 

szczegółowa postać do dalszych rozważań nie jest wymagana.

W dziedzinie częstotliwości opis (4.77), (4.78), (4.79) sieci stanowią:

-  ciągi {Ea h}, {Ua h}, {Ia h}, {I’a h}> cte{l,..,h} , h eN , złożone z zespolonych 

współczynników Fouriera napięć (ea ), (ua ) i prądów (ia ), (i’a ) w  fazach a= l,..,n ,

-  ciągi macierzy blokowych {Kh, Z;h, Yh, Mh). h eN  o wymiarach n x n, stano­

wiące reprezentacje widmowe operatora

-  odpowiedniki równań (4.77), (4.78) w dziedzinie częstotliwości:
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U a h =  X  K “ P h E P h +  X  Z “ Ph ^  ’ ^4 ' 8 0 ^

P = 1  P = 1

Iah = l Y a p h Eph + X H a p h I^h , (4.81)
p=i P=i

a=l,2 ,..,h , heN ,

gdzie:

~ [^aph]> — [Yaph]>

Zh = [Zoph], fflh = [Ha ph]. (4-82)

Dla układu z rys.4.31 formułuje się problem minimalizacji energetyczno- 

jakościowego funkcjonału (4.3) określonego na prądzie fi = (ia ), (iys.4.19):

m in||i |w  > 4̂ '83^(i) w

przy ograniczeniach na zadane fazowe moce czynne Pa (ae{ l,..,p } , p<n, n eN  układu 

odbiorczego:

Pa=(ua »ia)L> a e { l,..,p } . (4.84)

Zakładając odwracalność operatora 3€ oraz wykorzystując wzory (4.77), (4.78) zbiór 

ograniczeń (4.84) można zapisać w następującej postaci:

Pa=(^0xPep’*a)L ‘ (~’ay °~^yS ° ^5PeP> 'o ) l  + (~'ay ° ^ 5  'P> *a) > (4-85)

a e { l,..,p } , p<n, 

gdzie:

o - symbol operacji złożenia,

3C1 - operator odwrotny względem operatora 3C

Uwaga

Inną możliwość optymalizacji warunków pracy układu z rys.4.17 opisano w pracy 

[89]. Polega ona na minimalizacji następującego wskaźnika jakości układu:

Ś = (e, i')w,n - (u. Ow,n> (4.86)



gdzie:

(v)w ,n - iloczyny skalarne określone wzorami (2.22), (2.25), 

przy ograniczeniach (4.85). Minimalizacja takiego funkcjonału prowadzi do wyróżnie­

nia prądów optymalnych (aia ), a e ( l,..,n }  zapewniających:

-  kompromis pomiędzy prądami sieci powodującymi minimalne straty mocy czynnej 

wydzielanej w wielobiegunniku tf) a prądami sieci o minimalnych zniekształceniach, 

tzn. niewielkiej zawartości wyższych harmonicznych w prądach sieci,

-  zadany (w szczególności symetryczny) rozpływ mocy fazowych Pa  po stronie 

zacisków l,..,n układu z rys.4.19.

Metoda i wyniki analizy tego problemu są podobne do analizowanego w pracy 

zagadnienia optymalizacji (4.83), (4.84) i nie będą rozpatrywane.

Analizę problemu (4.83), (4.84) sprowadza się (podobnie jak w całej pracy) do 

dziedziny częstotliwości. Można wykazać [8 8 , 89], że funkcjonał Lagrange’a tego 

problemu określa wzór:

L ( A kh>B k h . ^ k )  =  +  X ( A “ h +  B “ h )  +
h=0 h=0

.  (4 8 7 )
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p 00 n n

+ p^
5 l £ M X F “ Ph E Ph + l N a ph Iph Iah

a = l

oli-C

P=1 p = l

gdzie:

Xa  - mnożniki Lagrange’a,

I<xh = Aah - j Bah* h eN , cte{l,..,n} ,

Fa ph = lF a p h + j żF aph=  Kaph - M«ph =  l^aph  + j żKaph - (lH xp h  + j 2Ma ph), 

N a ph = 1 N a ph + j 2 N a ph, (4.88)

n n

M aph = Y  S Z “Yh H y6h Y6ph > (4.90)
y = l 6=1
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Naph — Hyp|, , (4.91)
6  =  1

Ka ph> Ya ph, Za ph, Ha ph - reprezentacje widmowe operatoratP (4.82).

Z warunków koniecznych minimum funkcjonału (4.87) uzyskuje się układ 

2 n x hmax (gdzie hmax maksymalna liczba rozpatrywanych harmonicznych) równań 

liniowych:

n

2 ^7hA a h  l F a p h  l E ph +  2 FaPh 2 E ph —
p = l

7 . l^ a p h  A ph
v p = i

+  l N a a h  A ph + X  2 N aph B Ph 
Vp=l

2 ^ a a h  B ph

11

— 7 ^ y (  l ^ y a h  A yh — 2 ^ 4 yah B y h )  =  ® >
y = l 
y * a

(4.92)

a e  {l,..,n}, he{0,..,hmax},

2 V h B ah  ~ ^ a X ( l Fa p h  2 E ph +  2 F aph l E p h ) ~  
p = l

/  \  
n

/  \  
n

X  1^4aph B ph + l^ a a h  ®ph 2 ^ aah  ^ph X 2 N aph A ph
( P = l  ) lp = l )

n

— ^ y (  1^4yah B y h  — 2 ^ 4 yah A y h )  =  ® >
y = l 
y * a

a e { l,..,n } , he{0,..,hmax},

oraz układ p < n równań nieliniowych:

(4.93)



Rozwiązanie tego układu równań względem zmiennych Aa h, Ba h, przeprowadza 

się zgodnie z algorytmem przedstawionym na rys.4.20.

Wyróżnione w ten sposób prądy optymalne sieci określa wzór:

a i a( t )  — a- -̂aO + V 2 R e ^  ( Aa h - j B ah)exp(jhco0t ) ,  a e { l , . . ,n } .  
h = l

Poprzez odwrócenie operacji (4.78), (4.81) na podstawie tych prądów określić 

można prądy optymalne (ai’a ) wydawane przez źródła (rys.4.19).

Układ równań (4.92), (4.93), (4.94) rozwiązuje się podobnie jak  w przypadku 

omawianego wcześniej problemu optymalizacji sieci jednofazowej (rys.4.17). Po

rozwiązuje się (rys.4.20) odrębnie dla każdej harmonicznej (hmax razy) układy równań 

liniowych (4.92), (4.93) i wyznacza pierwsze przybliżenie | a ^ , B ^ |  prądów 

optymalnych sieci. Następnie sprawdza się warunek wynikły z równania (4.94):

h max

wstępnym zadaniu przybliżenia początkowego mnożników Lagrange’a

(4.95)

gdzie:

e - zadany błąd obliczeń, 

k - numer iteracji,
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KONIEC

Rys.4.20. Schemat blokowy algorytmu 

Fig.4.20. Błock diagram o f algorithm

a następnie modyfikuje się zbiór mnożników Lagrange’a j ^ j  metodą wariacji 

lokalnych Hooke’a-Jeevesa [42], W dalszym ciągu rozwiązuje się układy równań linio­

wych (4.92), (4.93) ze zmodyfikowanym zbiorem parametrów | a. ^ |  aż do momentu, 

gdy warunek (4.95) zostanie spełniony lub liczba iteracji przekroczy ustaloną wartość.
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Dla wyznaczonych w ten sposób współrzędnych punktu stacjonarnego zostaje 

sprawdzony warunek wystarczający minimum, również metodą wariacji lokalnych. 

Warunki wystarczające minimum można określać również w inny sposób, np. 

wykorzystując twierdzenia Lustemika. Metoda taka prowadzi do analizy istnienia 

dodatnich wartości własnych macierzy o bardzo dużych wymiarach o złożonej 

budowie. Z wymienionego powodu warunek wystarczający minimum wygodnie jest 

sprawdzać metodą bezpośrednią.

Prądy optymalne sieci realizują opisany wcześniej kompromis i umożliwiają 

doprowadzenie zadanych mocy czynnych do układu odbiorczego. W szczególnym 

przypadku, gdy:

A  Pa  = Pp (4.96)

prądy {aia } (4.95) umożliwiają symetryzację dopływu mocy czynnych do wielo- 

biegunnika 0 .

Rys.4.21. Przykładowy model sieci 

Fig.4.21. Exemplary model o f  network

Przykład 4.3

Dla układu z rys.4.21 rozwiązano problem minimalizacji funkcjonału (4.83) dla 

współczynników wagowych po = 1 , p | = 1 , przy ograniczeniach na fazowe moce 

czynne odbiorników

Pa  = 4 kW, a= l,..,9 .



Symetryczne generatory 1,2,3 (rys.4.21) o uzwojeniach połączonych w gwiazdę opi­

sane są napięciami ei(t), e4(t), e7(t) w  fazach podstawowych 1,4,7, zgodnie z wzorem 

e i ,4,7(t) = 300coscoot+ 100cos3coot V, coq = 1 rad/s.
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Rys.4.22. Model układu transmisyjnego 

Fig.4.22. Model o f transmission system

Na tys. 4.22 przedstawiono model układu transmisyjnego (poz. 4 wg rys.4.21), 

natomiast na rys.4.23 przedstawiono modele odbiorników (poz. 5,6,7; iys.4.21).

Czasowe przebiegi napięcia generatora poz.l - przedstawiono na rys.4.24. Nato­

miast czasowe przebiegi prądów fazowych odbiornika poz.5 po optymalizacji poka­

zano na rys.4.25

Widmo mocy fazowych odbiorników przed optymalizacją przedstawiono na 

rys.4.26a dla pierwszej harmonicznej przebiegów i na rys.4.26b dla trzeciej 

harmonicznej przebiegów

Widmo mocy fazowych odbiorników po optymalizacji przedstawiono na rys.4.27.
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Rys.4.23. Modele odbiorników 

Fig.4.23. Load models

Rys.4.24. Przebiegi napięć fazowych generatora poz. 1 

Fig.4.24. Waveforms o f phase voltages o f  generator number 1
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Rys.4.25. Prądy fazowe odbiornika poz.5 po optymalizacji 

Fig.4.25. Phase currents o f  load number 5 after optimization
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Rys.4.26. Widmo mocy fazowych odbiorników - 1- harmoniczna 

Fig.4.26. Spectrum o f phase powers - 1 harmonie
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Rys.4.27. Widmo mocy fazowych odbiorników - 3 harmoniczna 

Fig.4.27. Spectrum o f phase powers - 3-th harmonie

Przedstawiony przykład dobrze ilustruje właściwości prądów optymalnych (4.59) 

wyznaczanych numerycznie.
■

Z przedstawionej analizy wynika, że nawet w przypadku prostych modeli układów 

wielofazowych (rys.4.13) rozwiązywanie i analiza problemów optymalizacji warun­

ków pracy źródeł stanowi złożony problem. Tylko dla najprostszych modeli opera­

torów impedancyjnych takich układów możliwe jest uzyskiwanie prądów optymalnych 

w postaci zamkniętej, co ułatwia analizę jakościową ich właściwości. Dla bardziej 

złożonych modeli impedancji źródeł oraz bardziej złożonych sieci wielofazowych 

możliwa jest formalizacja problemów optymalizacji w dziedzinie czasu i częstotli­

wości, tym niemniej rozwiązywanie tych problemów wymaga stosowania metod 

numerycznych. Metody te polegają na wielokrotnym (iteracyjnym) rozwiązywaniu 

dużych układów równań liniowych.

Należy zauważyć, że stosowana metoda rozwiązywania rozpatrywanych problemów 

w dziedzinie częstotliwości jest jednak (przynajmniej pojęciowo) względnie prosta. 

Rozwiązanie omawianych problemów bezpośrednio w dziedzinie czasu nie zostało do 

chwili obecnej przeprowadzone z uwagi na nieporównywalnie większy stopień 

trudności uzyskania takich rozwiązań.



5. WYBRANE METODY REALIZACJI OPTYMALNYCH STANÓW  

PRACY OBWODÓW

Koncepcja poprawy warunków pracy układów z przebiegami okresowymi niesinu­

soidalnymi składa się z dwóch etapów, ściśle ze sobą powiązanych.

Etap pierwszy, to wyznaczanie optymalnego stanu pracy obwodu. Określenie opty­

malnego stanu pracy obwodu wynika z rozwiązania odpowiedniego problemu optyma­

lizacyjnego. Przez optymalny stan pracy obwodu rozumie się stan napięciowo-prądowy 

obwodu, w którym straty energii (mocy czynnej) na wybranych elementach obwodu 

oraz zawartość wyższych hannonicznych w wybranych przebiegach prądów i napięć 

w obwodzie są minimalne. Etap ten polega zatem na opisie rozpatrywanego obwodu 

pracującego w warunkach deformacji prądów i napięć, a następnie wyznaczeniu 

optymalnego stanu pracy ze względu na postawioną funkcję celu. Do opisu właści­

wości energetyczno-jakościowych obwodów (jak to już wspomniano w punkcie 1.3) 

wykorzystuje się wyłącznie te wielkości, które są powszechnie akceptowane w teorii 

obwodów z przebiegami odkształconymi okresowymi. Wykorzystuje się tutaj pojęcia 

prądów, napięć występujących w obwodach, ich wartości skutecznych oraz mocy 

czynnej P. Zdefiniowana optymalizacyjna funkcja celu dla obwodu (wskaźnik jakości) 

powinna umożliwiać ocenę:

-  właściwości energetycznych przebiegów na podstawie ich wartości skutecznych

i strat mocy czynnej,

-  zniekształceń przebiegów w zadanym sensie.

Etap drugi polega na modyfikacji właściwości energetyczno-jakościowych układów 

z przebiegami odkształconymi okresowymi poprzez dołączenie układów modyfi­

kujących (kompensatorów), które pozwolą na uzyskanie optymalnego stanu pracy 

układu ze względu na przyjęty wskaźnik jakości. Ogólna definicja układów modyfi­

kujących (kompensatorów) nie jest jednoznaczna, gdyż wymaga określenia celu, 

któremu te kompensatory powinny służyć. W pracy przez kompensatory (układy) 

modyfikujące) rozumie się układy liniowe SLS dwu- i wielozaciskowe o takich
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właściwościach, że załączenie ich do wybranych węzłów determinuje w sposób 

jednoznaczny wyznaczony optymalny stan pracy obwodów. Układy modyfikujące 

(kompensatory) wyznaczone są  na podstawie znajomości prądów i napięć określa­

jących optymalny stan pracy obwodów.

5.1. Idea metody modyfikacji obwodów

Realizacja optymalnego punktu pracy sieci, opisanego zbiorem wyznaczonych dla 

niej prądów optymalnych i napięć, wymaga dołączenia do wybranych węzłów sieci 

odpowiednio dobranych wielobiegunników lub dwójników zwanych kompensatorami. 

W przypadku najprostszego układu złożonego z idealnego źródła napięcia i odbiornika 

(por. rys.l.4a) problem modyfikacji polega na dołączeniu do zacisków odbiornika 

dwójnika, który zmodyfikuje tak impedancję obwodu wiedzionego z zacisków 

idealnego źródła, aby źródło wydawało tylko prąd optymalny. Dla układu z rzeczy­

wistym źródłem napięcia (por. rys.l.4b) oraz układów wielofazowych problem 

modyfikacji może być rozpatrywany zarówno przez dołączenie dwójników, jak i wie­

lobiegunników. Dla rozpatrywanych w monografii modeli obwodów liniowych, aby 

uzyskać zamierzony cel, stosuje jako układy modyfikujące dwójniki bądź wielo- 

biegunniki SLS. Należy tutaj nadmienić, że jest to ograniczenie klasy układów, która 

w ogólnym przypadku może być zbyt uboga. Należy ją  wtedy wzbogacić o układy 

parametryczne i nieliniowe [62], Ponieważ w pracy ograniczono się tylko do modeli 

liniowych i stacjonarnych, więc zarówno układy parametryczne, jak  i nieliniowe nie są 

rozpatrywane. Przyjęcie do rozważań modeli liniowych i analizy częstotliwościowej 

pozwoliło na uzyskanie wyników w postaci analitycznej stosunkowo łatwej do 

interpretacji. Sposób dołączenia dwójników (wielobiegunników) modyfikujących 

w ogólnym przypadku nie jest jednoznaczny. Generalną zasadą powinno być jednak 

dołączenie układów modyfikujących na zaciski dostępne pomiarowo. Natomiast 

miejsce ich dołączenia oraz konfiguracja kompensatora powinna być określona 

również za pom ocą innych kryteriów, np. kosztów. Ten aspekt w monografii w  ogóle 

nie jest poruszany, gdyż nadrzędnym celem pracy jest pokazanie ogólnych zasad
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modyfikacji. W każdym z rozpatrywanych w pracy problemów konfigurację 

kompensatorów można było sprowadzić do dwójników.

Przeprowadzona analiza możliwości modyfikacji dla rozpatrywanych w pracy 

prostych obwodów z wykorzystaniem:

-  dwójników i wielobiegunników LC,

-  dwójników i wielobiegunników aktywnych realizowanych między innymi poprzez

wykorzystanie przekształtników energoelektronicznych,

jest zawsze możliwa [64, 65].

Dla złożonych modeli sieci problem modyfikacji staje się o wiele bardziej 

skomplikowany. Metody jakościowe nie pozwalają w sposób ogólny na wybór węzłów 

sieci, w których należy dołączyć układy modyfikujące właściwości sieci. Zagadnienie 

to można rozwiązać w zasadzie metodami symulacyjnymi (numerycznymi) analizując 

różne warianty przyłączenia kompensatorów. Odrębny problem stanowi wybór klasy 

układów wykorzystywanych w takich przypadkach do modyfikacji złożonych struktur 

sieci. Dla prostych jednofazowych i wielofazowych struktur obwodów opisanych 

w rozdziałach (2, 3, 4) przedstawione problemy z punktu widzenia modyfikacji zostaną 

rozwiązane z wykorzystaniem kompensatorów liniowych. Analiza tych problemów 

sprowadza się do szeroko rozumianej metody syntezy obwodów [65] przeprowadzonej 

metodami interpolacyjnymi i optymalizacyjnymi. Omówieniu tych metod poświęcone 

zostaną następne punkty tego rozdziału. Wprowadzenie do metod modyfikacji zostanie 

rozpatrzone na przykładzie prostego obwodu jednofazowego (rys.5.1). Należy od razu 

stwierdzić, że opisane metody pozostają słuszne dla wszystkich rozpadyw'anych 

w pracy problemów i układów.
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i |~ i  2  r |  ai 2  i(t)
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1 ' 2 ’

KOMPENSATOR

Rys.5.1. Schemat układu jednofazowego: źródło rzeczywiste, kompensator 
równoległy, odbiornik

Fig.5.1. The scheme o f one-phase system: non-ideal voltage source, parallel 
compensator and load

Dla układu jednofazowego przedstawionego na rys.5.1 (por. rozdz.3) określonego 

za pomocą danych:

-  napięcie źródła dane w postaci szeregu Fouriera

00

e(t) = E 0 + V 2 R e ^ E h exp(jhco0 t) , (5.1)
h=l

-  impedancja wewnętrzna źródła o reprezentacji częstotliwościowej

Zh Rh + jX h , Rh > 0, h e  {0,1,2,...} , 

-  admitancją odbiornika klasy SLS

(5.2)

o^h oGh+ jc>Bh! o ^ h > 0 , h e { 0 ,l,...} 

wyznaczono prąd optymalny dla następującego zadania optymalizacyjnego

(5.3)

u i i2min i ,., (por. wzór 3 .33), 
(i) w

przy warunku ubocznym

(5.4)

(u,i)L =  (e - Si,i)L = P (por. wzór 3.34) 

gdzie: P - zadana moc czynna odbiornika,

(5.5)

u = e - Si - napięcie na zaciskach odbiornika.
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Rozwiązanie (patrz rozdz.3) problemu optymalizacyjnego (5.4), (5.5) prowadzi do 

wyróżnienia prądu optymalnego źródła o postaci:

,i( t)  = eG 0 E 0 + > / 2 R e £ eG h E h(jhco0t) 
h = l

(5.6)

gdzie:
eGh - konduktancja zastępcza źródła widziana z zacisków 1-1' źródła (rys.5.1) 

przy odłączonym kompensatorze dla h-tej harmonicznej.

X.Gh =eu h
2Vh + 2R X,

h e N  (por. wzór 3.37). (5.7)

Prąd źródła określony wzorem (5.6) można uzyskać poprzez włączenie, na dostępne 

zaciski 2 -2 ', kompensatora o admitancji

kYh = kGh+ j kBh> h e  {0,1,2,...} . (5.8)

Dobór (wyznaczenie) admitancji kompensatora określonego wzorem (5.8) przepro­

wadzić można w dwojaki sposób.

A. Wyznaczenie admitancji kompensatora na podstawie znajomości konduktancji

równoważnych (zastępczych) eGh

Spełnienie warunku, aby prąd źródła był określony zależnością (5.6) po włączeniu 

kompensatora o admitancji (5.8) jest możliwe, gdy admitancja wejściowa układu 

widziana z zacisków 1 - 1 ' dla każdej rozpatrywanej harmonicznej spełnia zależność 

(rys.5.2)

" 2

= > y „«„ = A

"A"

ODBIORNIK

r ~ i

<=>iP=> A

A
L_KON

a) b)

Rys.5.2. Schemat dla pojedynczej harmonicznej 

Fig.5.2. The scheme for single harmonie



A  (Yweh — GWeh + j Bweh — e^h) (5-9)
h e N
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czyli

A  (Gweh - eG[,) — 0, (5.10)
h e N

i A  Bweh = 0. (5.11)
h e N

Ziys.5.2a oraz z wzorów (5.10) i (5.11) wynika, że:

q   (oGh + kGh ) [ l  +  R h ( o G h + k G h ) ] +  R h(oB h+ kB h)2_____________

t1 +  R h (o G h+ k G h ) - X h ( 0B h+k B h)]2 + [X h(0G h+kG h) + Rh (o B h +k B h)]2

(5.12)

B =  (0G h+ kGh)[l + R h(0G h+ kG h)]+ R h(0Bh+ kBh)2___________ =
wh [1 + R h(0G h+kG h) -  X h(0Bh+kBh)]2 + [Xh(0G h+ t G h)+  R h(0Bh+kBh)]2

(5.13)

Wyznaczenie i kGheR dla każdej rozpatrywanej harmonicznej z wzorów (5.12) 

i (5.13) jest zagadnieniem trudnym, wiąże się bowiem z wykazaniem istnienia 

rozwiązań układów równań nieliniowych względem kBh i ^G^ spełniających warunki 

realizowalności fizycznej w zadanej klasie układów. Wyznaczenie wartości kBj, i kGh 

jest możliwe w ogólnym przypadku tylko za pomocą metod iteracyjnych, co sprawia, 

że problem syntezy kompensatorów jest w tym przypadku złożony. Można ponadto 

wykazać [58], że rozwiązania układów równań (5.12), (5.13) są  realizowane w dwóch 

różnych strukturach kompensatorów. Jedna z nich zapewnia realizację prądu opty­

malnego (5.6), druga natomiast prowadzi do prądu, który maksymalizuje wskaźnik 

jakości (5.4). Realizacja (zastosowanie) tej struktury kompensatora jest niedo­

puszczalna. Problem ten ulega jeszcze bardziej istotnej komplikacji w przypadku 

układu z wieloma źródłami napięcia.

Ponadto podejście to jest słuszne wyłącznie dla układów SLS w przeciwieństwie do 

metody opisanej według sposobu B.
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B. Wyznaczanie admitancji kompensatora na podstawie znajomości optymalnego 

napięciowo-prądowego punktu pracy sieci

W tym celu należy:

1 ) rozwiązać dla rozpatrywanej sieci odpowiedni problem optymalizacyjny (por. 

rozdz.3),

2 ) założyć zbiór dostępnych pomiarowo zacisków sieci, do których dołączone zostaną 

kompensatory,

3) określić optymalne stany prądowo-napięciowe przyporządkowane tym zaciskom,

4) na podstawie znajomości napięć i prądów optymalnych na wybranych zaciskach 

sieci określić parametry kompensatorów.

Podejście to dla rozpatrywanego układu jednofazowego (rys.5.1) oraz problemu 

optymalizacyjnego (5.4), (5.5) sprowadza się do postępowania według następującego 

algorytmu:

1. Wyznaczenie prądu optymalnego dla każdej rozpatrywanej harmonicznej (por. 

rozdz. 3 wzory 3.36 i 3.37)

C  = ------------ E h .  h e  {0 , 1 ,2 ,...} . (5.14)
2(V 2h + ^ R h)

2. Wyznaczony prąd optymalny (5.14) pozwala na wyznaczenie napięcia panującego 

na zaciskach odbiornika (rys.5.1), jak również kompensatora

? V 2 4 -1 7 *
U°pt = E h - Z h I°pt =  E---- ! _ h—E . (5.15)

h h h h 2(V 2h + /l ,  R h) h

3. Na podstawie wzorów (5.14), (5.15) oraz znajomości widma admitancji odbiornika 

0Yh wyznacza się admitancję potrzebnego kompensatora dla poszczególnych 

harmonicznych

jO p t

h = k Y h + 0Yh ,
u°hpt

stąd ostateczna postać admitancji szukanego kompensatora
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kYh = — 2^ 7— r -  0Yh , h e  {0 , 1 ,2 ,...} (5.16)
2Vfr+X* Z h

gdzie: Z* > 0 - czynnik nieoznaczony Lagrange'a wyznaczony w sposób opisany

w rozdziale 3 z warunku mocowego (3.38).

Wyznaczone admitancje kompensatora dla poszczególnych harmonicznych z 

zależności (5.12), (5.13) czy też z zależności (5.16) mają ściśle określoną wartość 

części rzeczywistej, jak  i urojonej dla każdej rozpatrywanej harmonicznej. Synteza 

kompensatora polega zatem na znalezieniu układu fizycznego realizującego dane 

wartości dla tych harmonicznych. Do syntezy zarówno części rzeczywistej, jak  i uro­

jonej admitancji kompensatora stosuje się metody interpolacyjne. W ogólnym przy­

padku wartość części rzeczywistej i admitancji szukanego kompensatora może przy­

bierać zarówno wartości dodatnie, jak i ujemne. Z teorii obwodów wiadomo, że nie 

istnieje taki dwójnik pasywny, którego konduktancja G(co) przyjmowałaby zarówno 

wartości dodatnie, jak  i ujemne. Zatem realizacja kompensatora zapewniająca opty­

malny stan pracy obwodu nie jest możliwa przy użyciu tylko elementów pasywnych. 

Dla spełnienia warunku, aby > 0 lub ^G^ < 0, zastosowano w niniejszej pracy 

układy klasy (RLC, -Ril J). Realizacja fizyczna takiego dwójnika ma żądaną część 

rzeczywistą oraz dodatkową część urojoną. Dodatkowa część urojona jest realizowana 

łącznie z częścią urojoną kompensatora. Z dotychczasowych rozważań wynika, że 

w ogólnym przypadku syntezę kompensatora należy rozpocząć od fizycznej realizacji 

jego części rzeczywistej przy użyciu kompensatora aktywnego.

Realizacje kompensatora aktywnego w wielu przypadkach m ogą być nieuzasadnio­

ne (zbyt duże poniesione nakłady w stosunku do uzyskanych efektów), kłopotliwe ze 

względu na stabilność, dlatego w pracy zaproponowano również rozwiązanie 

suboptymalne tylko za pomocą kompensatorów LC.
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5.2. Synteza dwójników aktywnych

Proces syntezy układów liniowych przeprowadza się np. [41, 44, 78], z reguły 

w dwóch kolejno po sobie następujących etapach:

-  etapie aproksymacji, polegającej na określeniu immitancji dwójnika (wielobie- 

gunnika) spełniającego warunki realizowalności w zadanej klasie elementów,

-  etapie przyporządkowania danej immitancji konkretnego układu realizowalnego 

fizycznie.

W tej pracy zagadnienia syntezy sprowadza się do rozwiązania pierwszego z wy­

mienionych etapów metodami interpolacyjnymi. Na podstawie prowadzonych 

rozważań w pracy [65] oraz w punkcie 5.1 admitancja dwójników kompensujących nie 

jest funkcją rzeczywistą dodatnią, lecz tylko funkcją rzeczywistą, a więc niereali- 

zowalną w klasie układów pasywnych.

Syntezę dwójnika realizującego część rzeczywistą admitancji kompensatora można 

sformułować następująco. Na zaciski 2-2' układu przedstawionego na rys.5.1 należy 

dołączyć dwójnik o admitancji Y(s) spełniający zależność:

A  Re{kY(jco)}
h e N

= kG h ■ (5.17)
£0=10), =h(Oo

Problem syntezy sprowadza się więc do interpolacji części rzeczywistej admitancji 

dwójników, zgodnie z wzorem (5.17). W przeciwieństwie do znanych metod syntezy 

dwójników klasy (±RLC), np. [9, 15, 40], admitancja Y(s) dwójnika wynika 

z rozwiązania postawionego w pracy problemu syntezy, a nie jest wielkością zadaną. 

Z uwagi na wymaganą stabilność zwarciową dwójników i możliwie m ałą liczbę ele­

mentów aktywnych użytych do ich realizacji, problem syntezy rozpatrzono w podzbio­

rach c  (RC, -R(I)), Sł2 c  (RL, -R(l)), S* 3 c  (RLC, -R(1)) klas (±RC), (±RL), 

(±RLC) dwójników o strukturach kanonicznych Fostera przedstawionych na rys.5.3.



I l l

-R

r x - - i

R, R*

I r -  -  r

1
^ 1  '-i 1:J

a) klasa 3?, b) klasa ‘Jt2 c) klasa Si3

Rys.5.3. Klasy realizacji dwójników (RLC, -R(l))

Fig.5.3. The realization classes o f (RLC, -R(l))

Każda z zaproponowanych struktur zawiera jedną rezystancję ujemną. Rozpatry­

wany problem syntezy (PS) formułuje się następująco: Należy wyznaczyć admitancję 

Y(s) dwójnika klasy £ R j ,  j e  {1,2,3} spełniającego warunki określone wzorem (5.17), 

gdy zadane są:

-  konduktancje odbiornika 0Gh dla h e  {1,2,3} oraz równoważna konduktancja eGh 

dla rozpatrywanego problemu optymalizacyjnego,

-  zbiór n biegunów {s, = pj + j Pj}ieNo dwójnika przyjętej klasy £ R j .  g

Przy wykorzystaniu wzorów określających postacie kanoniczne Y(jco) dwójników 

klasy £Rj, rozwiązanie problemu syntezy sprowadza się do rozwiązania następujących 

układów równań liniowych względem współrzędnych wektora Ikj o postaci

Vjlkj = g j. (5.18)

Macierz Vj oraz wektor gj przyjmują różne postacie w zależności od klasy dwójnika 

je  {1,2,3}.

A. Synteza dwójnika w klasie (RL, -R ^ )

Rozpatrzmy dwójnik przedstawiony na rys.5.3a, którego admitancja wejściowa

Ywe(s) = k 0 + S - ^  
S+(Ji

(5.19)
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dla s=jco przyjmuje postać

Ywe(jco) = k 0 + X
to2 kj . kj CTj coi i  2 2 J ¿—i 2 2 ’

i =  1 CO + O j  i =  , CO + CTj

Re{Ywe(jco)} = k 0 + X  2 k >~2 ’ 
i = l a  + c i

Im{Ywe(jco)} = £  k ^ g | ”  ,
i = l CO +  CJ;

gdzie

k 0 = - i - <0, k | = - J - ,  Cj = — , ie{l,2,..,n},
R R; CT;

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

a j - biegun realizowanej admitancji i e { l ,2 ,..,n}.

Układ kompensujący powinien spełniać zależności dla skończonej liczby harmo­

nicznych h

a ®h k i _ n
u ~ 2 ------2 ~  k(j,h‘heNo coh+crf

(5.24)

Rozwiązanie problemu sprowadza się do rozwiązania układu równań liniowych

względem wektora Błj o postaci

V , (5.25)

gdzie:

Ikj [k i5 k2 ,...,kn] ,

■.T
^  1 [El) 82»*"»8n3

gi k^h - ko , i h g { l ,2 ,...,n}, (5.26)

V ,=

co? ® ? ® 1

co 2 +  a 2
2 2 

CD j +CT 2 ® f  + ° n

“ 2 ® 2 ®  2

co 2 +  a 2 co ?  +  c r 2 ® J  + ° n

* 2„ ® 2„ co 2n

a 2n + a f W n +  ° 2 c o 2 + o 2n n

(5 .27 )
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Z założenia, że bieguny aj oraz coj tworzą ciągi rosnące, wynika, że macierz V) jest

uogólnioną macierzą Vandermonde'a, zatem jest nieosobliwa. Układ równań (5.25) jest 

układem Cramera i ma rozwiązania niezerowe. Warunkiem koniecznym i wystarcza­

jącym realizowalności dwójników tej klasy jest, aby wszystkie współrzędne wektora Iki 

były ściśle dodatnie. Niestety, dla arbitralnie dobranych wektorów gj (wzór (5.26) 

i zbioru { o j } ,  i = N e{l,2 ,..,n} nie zawsze istnieje ściśle dodatnie rozwiązanie układu 

równań (5.28)

Propozycje wyznaczenia ściśle dodatniego wektora lkj jak i pozostałych k 2 i Ł3 

zostanie przedstawioną po omówieniu syntezy dwójników w  dwóch następnych

Hm = V , S i . (5.28)

podklasach (RL, -R(1)) oraz (RLC, -R(,)).

B. Synteza dw ójników  w klasie (RL, - R ^ )

Dwójnik przedstawiony na iys.5.3b ma admitancję wejściową

i dla s=jco przyjmuje postać

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Im{Ywe(jco)} = - X ^ ^ T , 
i=i «0 + ° i

(5.32)

gdzie:

(5.33)

{ c jj}  - zbiór biegunów realizowanej funkcji i e { l ,2 ,..,n}.



114

Jeżeli sformułuje się problem syntezy tak jak poprzednio, układ kompensujący 

powinien spełniać zależności dla skończonej liczby harmonicznych:

a -h e N 0 “  c o 2h +  a 2
(5.34)

Dla rozpatrywanej klasy układów realizacji macierz V2 równania (5.25) przyjmuje 

postać

V ,=

° 1 ° 2 CTn

c o 2  +  0 2 CO2 + C T j CO 2 o . r r 2
1 n

CT2 ° 2 CTn

c o 2 +  a 2 CO2 + 0 J co

° 1 CTn

“ n + ° 2 co 2n + 0 2„n n

(5.35)

fc2 = V2 1 g 2 .

Procedura wyznaczania wektora Ils.2 jest taka sama jak w poprzednim punkcie, a 

mianowicie

(5.36)

C. Synteza dwójników w klasie (RLC, - R ^ )

Rozpatrywany dwójnik złożony jest z równoległego połączenia rezystancji ujemnej 

(-R) i dwójnika RLC. Struktura Fostera przedstawiona jest na rys.5.3c. Admitancja 

przedstawionego dwójnika wyraża się wzorem:

y - . W - h . + Ż  —  » j y
¡ = 1 (SiS*-CD )2 +co (Sj+S*) i = 1 (SjS*-CO )2 +co2(S i+ s * ) 2

(5.37)

(5.38)

(5.39)

gdzie:

R = ( Y « ( j m ) }  =  k 0  +  i —

i = l (Sj Sj -CO ) + CO (Sj + Sj )

T ( V  / •  U  V  kj co(Sj s * - c o 2 )
I m { Y w e ( jC O ) }  =  X  ■ - .  2 s l  2 /  -  * \ 2  ’

¡ = 1 (Si Sj -c o 2 )2 +C0 2(Sj + s * ) 2

- f r + P  , r  _
> , * '■'i - 'R ’ 1 k: ’ ' k, ’ Lj Sj s*

_1_

k,

Sj = -Oj + jp j, s* = —cij -  jPj - założone bieguny funkcji.



Wyznaczenie elementów dwójnika sprowadza się do rozwiązania równania 

macierzowego o postaci:

V3 k 3 = g 3 . (5.40)

g d z i e :

~(si +s> ?  - (S j+ sJK  -(sn+ s > ?
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V3 =
( S . s j - C O 2 ) 2 + C 0 2 ( S, ł s } ) 2 ( s 2 s ; - C o f ) 2 + ( D 2 ( s 2 + s ; ) 2 (S n s ; - C 0 ? ) 2 + w f ( s n + s ; ) 2

~ (s l + s > n __________________- { % + S > n  - ( S„ + S ń)“ n

( s , s ;  -C D 2 ) 2 +CD 2 ( s , + S; ) 2 ( S ^  -C O 2 ) 2 + C 0 2 ( s 2 + ^ ) 2 (S „ S;  -C D 2 ) 2 + C 0 2 ( s n + S; ) 2 _

(5.41)
T

lk3 = [k],k2 ,...,kn] - macierz szukanych współczynników k j , (5.42)

g3 = [ il .g 2>-,gn]T . gi = kGj-ko- (5.43)

Wobec założenia biegunów Sj i s* tak, aby macierz V3 była nieosobliwa, układ (5.40) 

jest układem Cramera i ma rozwiązania niezerowe o postaci:

^ 3 = V 3_1 g 3. (5.44)

Warunkiem koniecznym i wystarczającym fizycznej realizowalności dwójnika 

pokazanego na rys.5.3c jest dodatniość współczynników kj wektora Ik3.

Ustalenie warunków, przy których wektor Ikj j e  {1,2,3} będzie ściśle dodatni, jest 

trudne [6 ]. Rozwiązanie tego problemu można przedstawić w następującej formie: 

Zakładając, że bieguny I Oj I I Sj I i pulsacje CDh tworzą ciągi rosnące, można wykazać, że

macierze V i, V 2 , V3 są uogólnionymi macierzami Vandermonde'a, co gwarantuje 

istnienie rozwiązań

fe j= V j" 1 g j , j e {1,2,3} . (5.45)

Skończenie wymiarowe operatory Vj j e {1,2,3} opisane macierzami Vj, j e {  1,2,3}

odwzorowują więc injektywnie stożki K+(Rn) w przestrzeni Rn:

V j : K+(Rn) Vj K+(Rn) c  R n (5.46)



116

gdzie:

Vj - operator opisany macierzą (5.27) d la j = 1, opisany macierzą (5.35) d la j =2 

oraz m acierzą(5.41) dla j=3.

Z rozważań tych wynika, że jeżeli:

1) założone w problemie syntezy (PS) ciągi ( a h)neN0 , ( ls n l), (con)neNo są ciągami 

rosnącymi,

2) V  A  g e VjK +(R n), (5.50)
kfleR (“ n^neNo 

to problem syntezy ma rozwiązanie pozytywne.

Niestety, opisany warunek (5.40) nie pozwala w sposób jednoznaczny stwierdzić, 

czy dla danego zbioru biegunów dwójnika (dla danej klasy 95j, j e {  1,2,3}, pulsacji 

(®n)neN0 oraz zbioru parametrów kompensatora {kGh)h€N istnieje rozwiązanie

problemu syntezy (PS). Wynika to z faktu, że macierze Vj, je { l,2 ,3 }  nie są 

macierzami typu 9li [6 ] posiadającymi dodatnie odwrotności, a uogólniona teoria 

dodatniej odwracalności operatorów Vj [4, 5] nie pozwala określić w postaci jawnej 

warunków istnienia dodatnich operatorów Yj"1, j g {1 ,2,3}.

K+(Rn) = {k e R n : k, > 0, k2 > 0 kn > 0}. (5.47)

Dobierając wartość współczynnika ko zgodnie ze wzorem

(5.48)

Vj : K+(Rn) Vj K+(Rn) c  K+(Rn) 

Zbiór VjK+ nazywamy klinem [47]

(5.49)
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Rozwiązanie 
układu równań 
15.28), (5.36), (5.40)

Obliczanie 
param etrów  
dw ójnika 9{j

1.
DANE

k l ,  £ö„, kG„, n, k„, Ak„

2.
D obór m inim alnej wartości 
kj, zgodnie z  wzorem  (5.48)

3.

M aksym alizacja sym pleksu 
podstaw ow ego s

m ax. sup. 1
Gn, i ,k

5| -  Sk 1

TAK

ko ko + Ako

N IE

B rak rozw iązania

^STOp )

Rys.5.4. Algorytm numeryczny 

Fig.5.4. Numerical algorithm
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Z przedstawionego powodu identyfikację warunków rozwiązania oraz rozwiązanie 

problemu syntezy (PS) przeprowadza się za pomocą algorytmu numerycznego 

przedstawionego na rys.5.4 [80]. Ilustracją działania algorytmu przedstawionego na 

rys.5.4 stanowi elementarny przykład.

Przykład 5.1

R

Rys.5.5. Rozważany układ z przykładu 5.1 

Fig.5.5. System considered in example 5.1

Dla układu przedstawionego na 

rys.5.5 o danych:

e(t) = 100-\/2cos(D0t + 30-\/2cosco0t V, 

R = 1 Q , L = lH ,co0 = lra d /s , 

p0 = 1 , p, = 0 .

Obliczono:

P = 5090 W, eG i = eG3 = 0,4669 S, 

oGi = 0 ,5S , oG3 = 0 ,1S ,

0B, = -0,55 S, oB3 = -0,3S.

Admitancja kompensatora zapewniająca optymalny prąd 

a i(t) = V 2(46,69cost + 14cos3t)A 

ma postać:

kYj = (-0,0331+j 0,55) S; kY3 = (0,3669+j 0,33) S .

Należy zatem przeprowadzić syntezę dwójnika, którego części rzeczywiste wynoszą 

odpowiednio kGi = -0,0331 S, kG3 = 0,3669 S. Syntezę potrzebnego dwójnika 

kompensującego rozpatrzono w klasie tk] (rys.5.3a). Zgodnie z punktem 1 algorytmu

S S
(rys.5.4) założono: wartości biegunów crj = 1—, a 2 = 3—, wówczas maksymalny klin

F F

zawarty jest w pierwszej ćwiartce pomiędzy prostymi g2 = 1,8 gi i g2 =  5 g i .

Zgodnie z punktem 2 algorytmu obliczono: 

ko = -0,1 S.

Maksymalny klin (punkt 3 algorytmu) przedstawiono na rys.5.6.



Rys.5.6. Stożki w przestrzeni R2 

Fig.5.6. A cones in the R2 space

W pierwszej iteracji (p.4 algorytmu) ¡g ^ g V iK +(R2) dla = - 0 , l S .  W drugiej 

iteracji (p. 4 algorytmu) g(V> eV )K +(R2) dla ko'* = -0 ,2  S .

Rozwiązanie układu równań liniowych zgodnie z wzorem (5.25) daje ki=0,167 S, 

k2 = 0,8327 S. Strukturę dwójnika kompensacyjnego realizującego zadane kon-

duktancje przedstawiono na iys.5.7.

Z przeprowadzonych rozważań 

w punkcie 5.2 oraz z przedstawionego 

prostego przykładu wynika, że dołącze­

nie dwójnika kompensującego o admi- 

tancji opisanej zależnościami (5.19), 

(5.30) bądź (5.37) wprowadza do układu 

oprócz poszukiwanej części rzeczywistej

Fig.5.7. Realization o f  compensation one- admitancji kompensatora również część 

port belonging to Ri class urojoną admitancji. Część urojona admi-

tancji opisana jest odpowiednio zależnościami (5.22), (5.33) bądź (5.38). Na skutek 

wprowadzonej części urojonej określonej wzorami (5.22), (5.32) oraz (5.39) 

syntetyzowana część urojona admitancji kompensatora przyjmuje postać

-50
5,980 1,20

^ 0 ,1 6 7 F ::0,277F

Rys.5.7. Realizacja dwójnika
kompensacyjnego należącego 
do klasy R|



120

^  kj Oj coh
; h — 2 V 2

i = l  ® h + CTi

+ Im{kYh}

0 \

(5.51)

dla dwójnika klasy (RC, -R ), lub

  2 2 + Im ^kYh}
i =l  ® h  + ° i

(5.52)

dla dwójnika klasy (RL, -R ), lub

kj coh(Si s* -©{;)

(Sj  Sj - C 0 h )  +  C0h(Sj  + S j  )

>ox

-  + Im{kYh} (5.53)

dla dwójnika klasy (RLC, -R ).

Z przeprowadzonych dotychczas rozważań oraz z zależności (5.51), (5.52), (5.53) 

wynika, że przystępując do całkowitej kompensacji należy najpierw przeprowadzić 

syntezę dwójnika odpowiadającego części rzeczywistej admitancji kompensatora, 

a następnie dopiero syntezę kompensatora realizującego wspólną część urojoną 

admitancji określoną wzorami (5.51), (5.52), (5.53). Pełny układ do całkowitej 

kompensacji przedstawiono na rys.5.8.

Rys.5.8. Układ do całkowitej kompensacji 

Fig.5.8. The system to total compensation



Po omówieniu sposobu syntezy dwójników (RLC, -RilJ) należy przejść do rozpa­

trzenia syntezy dwójników LC. Zagadnieniom tym poświęcono następny punkt 

niniejszej pracy.

5.3. Synteza dw ójników  LC

Jednym z najczęściej stosowanych sposobów ograniczania strat mocy czynnej, 

wartości skutecznych prądów, eliminacji wyższych harmonicznych, kompensacji 

różnego rodzaju mocy czy prądów biernych w układach z przebiegami odkształconymi 

okresowymi jest instalowanie na zaciskach odbiornika układów bezstratnych LC. 

Układy te m ają zatem na celu zwiększenie efektywności wykorzystania źródeł 

pracujących w warunkach deformacji prądu i napięcia poprzez kompensowanie 

szkodliwych efektów ubocznych, które pojawiają się podczas transportu mocy czynnej 

P ze źródła do odbiornika. Elementy LC są częścią składową układów dopasowujących 

źródła do odbiornika. Stosowanie tych elementów dla niektórych z wymienionych 

celów jest od dawna proponowane i częściowo opisane w literaturze, np. [8 , 46, 49, 51, 

93]. Problem syntezy dwójników LC do opisanych celów pojawił się również wraz 

z proponowaną teorią mocy opartą na rozkładach ortogonalnych prądu źródła. 

Zauważono, że jedną ze składowych prądu wprowadzoną przez Shepherda 

i Zakikhaniego [69, 70], tzw. składową bierną, można kompensować za pomocą 

dwójników LC [17, 31]. Również opisane w poprzednich punktach niniejszej 

monografii podejście optymalizacyjne prowadzi do wyróżnienia układu kompensa­

cyjnego w postaci dwójnika (wielobiegunnika) o narzuconej admitancji dla rozpa­

trywanych harmonicznych. Dwójnik realizujący część urojoną admitancji kompensa­

tora również musi być wyznaczony na podstawie syntezy. Istniały przykłady syntezy 

dwójników LC [17, 20, 22] dla niewielkiej liczby harmonicznych. Brak było natomiast 

analizy warunków istnienia rozwiązań syntezy takich dwójników dla dowolnej 

skończonej liczby harmonicznych. Zagadnienia syntezy dwójników LC dla dowolnej 

skończonej liczby harmonicznych pojawiły się wraz z rozwojem proponowanych 

metod optymalizacyjnych, przedstawiono je  w  pracach [56, 59, 65]. W pracach tych
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podano warunki konieczne oraz podjęto próbę udowodnienia warunków wystarcza­

jących dla rozwiązania tego problemu w całej klasie dwójników LC, dla dowolnego 

widma susceptancji kompensatora kBh. Susceptancja stanowi część urojoną 

admitancji kompensatora optymalizującego wybrane warunki pracy układu. Przedsta­

wmy pokrótce problematykę syntezy dwójników LC metodą interpolacyjną dla do­

wolnej skończonej liczby harmonicznych.

5.3.1. Interpolacyjna metoda syntezy

Na podstawie przeprowadzonych rozważań w punkcie 5.2 można stwierdzić, że 

w ogólnym przypadku część urojona admitancji kompensatora określona jest wzorami

(5.51), (5.52), (5.53) w zależności od realizowanej klasy £Rj, j= l,2 ,3  części rzeczywistej 

admitancji kompensatora. Wobec tego problem sprowadza się do syntezy dwójników 

reaktancyjnych o susceptancjach Br(co) spełniających warunki

gdzie: kB|, - określone jest odpowiednio jednym z wzorów (5.51 -s- 5.53).

Problem syntezy dwójników spełniających warunek (5.54) można sformułować na 

wiele sposobów. Dwa z nich opisano poniżej.

Problem syntezy PS.l

Wyznaczyć funkcję reaktancyjnąBr(co) określoną wzorem [41, 55]

przy założeniu, że dane są wartości susceptancji kompensatora w skończonej liczbie

A  Br(a>h) = kBŁ=Im{kYi}
eN0

(5.54)

CO F I ^ C O ^  -  CO 2 i )

i równocześnie spełniającą warunek przeplatania zer i biegunów

(5.55)

* * * *
0 < C O 1 < C O 2 < C O 3  < . . . <  C 0 2 n  , (5.56)

punktów coh e R+ i spełniają warunki określone wzorem:

A  Br(coh) = Im{kYh} 
e N 0

(5.57)
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przy czym:

* i dla i = 2k ± 1, k e  N  -  zera funkcji reaktancyjnej, 
co i = <

[dla i = 2k, k e N  -  bieguny funkcji reaktancyjnej,

coh =hco0 h e N 0 c N ,  H e R ,

No - pewien skończony podzbiór zbioru liczb naturalnych.

Przed przystąpieniem do rozwiązania przedstawionego problemu syntezy PS .l, 

zbiór wszystkich dwójników reaktancyjnych LC opisany ogólnie wzorem (5.55) można 

podzielić na cztery następujące rozłączne klasy (D l -i- D4), charakteryzujące się

różnymi własnościami funkcji Br(co) przy dążeniu ich argumentu co do zera oraz 

nieskończoności:

klasa Dl: lim Br(co) = -°o, lim Br(co) = <»,
co—> 0 +  * co->oo *

klasa D2: lim Br(co) = -oo, lim Br(co) = O,
co—> 0 +  1 co—>oo

klasa D3: lim Br(co) = 0, lim Br(co) = oo,o>->0+ r r
klasa D4: lim B(co) = 0, lim B r(co) = 0.

co—>0+ r CO—>00

(5.58)

Przedstawiony problem syntezy PS.l sprowadza się do rozwiązania następującego 

układu równań algebraicznych nieliniowych:

- k B hh<a. n ^ ( h c o , ) 2 =  H  n f ( h c o , ) 2 - ^ i ± 1 |  ( 5 . 5 9 )

względem niewiadomych: H, coi ,(O2,...,C02n±i przy czym niewiadome (zera i bieguny 

*
funkcji Br (co), co i ( ie  {1,2,...,2n}) powinny spełniać warunek przeplatania określony 

* *
wzorem (5.56). Przyjęcie co i > O, lub co i = O oraz znaków "+" lub w wskaźniku 

2n±l występującym we wzorze (5.59) determinuje wybór przyjętej klasy dwójników 

LC. Rozwiązanie układu równań (5.59) pozwala więc wyznaczyć zera i bieguny 

funkcji wymiernej (5.55). Funkcja ta spełnia warunki konieczne i wystarczające 

realizowalności w klasie dwójników [41], gdy:
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-  współczynnik H ma znak odpowiedni dla przyjętej do realizacji klasy (D l - D4) 

dwójników,

-  zera i bieguny funkcji wymiernej spełniają warunek przeplatania (por. wzór (5.56)). 

Rozwiązanie problemu PS.l wymaga:

-  wykazania istnienia rozwiązań silnie nieliniowych układów równań (5.59) wraz 

z podaniem konstrukcji efektywnej procedury rozwiązania tego układu równań 

i zawierającej sposób doboru przybliżenia początkowego,

-  wykazania, że przy odpowiednio dobranym przybliżeniu początkowym istnieje 

rozwiązanie wymienionego układu równań spełniającego warunki realizowalności 

w klasie dwójników LC.

Wykazanie wymienionych faktów jest rzeczą bardzo trudną. Dlatego też problem 

syntezy PS.l należy sprowadzić do postaci umożliwiającej wykorzystanie teorii 

układów liniowych.

W tym celu funkcje Br(co), wzór (5.55), należy przedstawić dla poszczególnych klas 

dwójników w następującej postaci:

- dla dwójników klasy D l :

(5.60)

gdzie:

n + 1

(5.61)
i =  l 

n + 1

M(co2) = (—l)n ¿ ( - l ) 1 a2 i+1m2 i, (5.62)
¡=1

- dla dwójników klasy D2: 

funkcję Br(co) określa wzór (5.60) dla H = -1, przy czym:

L(co2) = ( - l ) n X ( - l ) i a 2 ico2 i , (5.63)
i= l

2
M(co ) - zgodne z wzorem (5.62),



- dla klasy dwójników klasy D3:
2

Br (co) = H © - ^ / ,  H = 1, (5.64)
M(co )

2
L(co ) - określa wzór (5.63),

2
M(co ) - zgodne z wzorem (5.62),

- dla klasy dwójników D4:

funkcję Br(co) określa wzór (5.64) dla H = -1, przy czym

L(co2) = ( - l ) n+1 X ( - l ) i a 2 jco2 i , (5.65)
¡=i

M(co2) = ( - l ) n " ¿ W  a 2i+ 1co2' . (5.66)
i = l

Współczynniki wielomianów występujących we wzorach (5.61-5.66) muszą być 

dodatnie. Poszukiwaną funkcję Br(co) określoną wzorem (5.55) oraz spełniającą 

warunek (5.56) można przedstawić w postaci ilorazu dwóch wielomianów Hurwitza 

[41], np. dla klasy D2

B (ffl) = H (a2nto2n - a 2n_2 co2n" 2 + a 2n_4 © 2n~4  a 2 co2 + a 0) = H L(co2)

' co(a,n+I co2n - a 2n_, co2n_2 +— a 3 co2 + a [)  © M(co2) ’

(5.67)

gdzie:

co, a^ e  R+, ke{0 ,l,2 ,...,2n+ l} , neN o, H = - l.

Wyznaczenie funkcji Br(co) sprowadza się do wyznaczenia wszystkich współ-

2 2 czynników a^ ke{0 ,l,..,n}  wielomianów licznika L(co ) oraz mianownika M(co ),

a zatem wyznaczenia wszystkich zer i biegunów funkcji Br(co). Tak postawiony 

problem prowadzi do równań liniowych jednorodnych, zazwyczaj o rozwiązaniach 

zerowych [56, 60] o postaci:
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r>/ 2n+lk b , © ,  , - H © f " , -  kB i  © i " ' 1, H © 2"'2 , • •• k B ; © , - h " a 2n+l

k B i
, N2n+l 
© 2 > - H  © j " , kB '  © 2"-' , H © 2"’ 2 , • • k B 2 “ 2 - H a 2n

.. 2n+l 
© h  . - h © 2; , - k B n H © 2"'2 , • "  k B h m h , - H

a i

=  0 (5 .68)

,k ® m
2n+l

© m > m 7 - h © 2; , -  kB'm © 2"-' , h © 2; - 2 . • • k B ^ © m - H . a o .

gdzie:

ak > 0 , k e R,  H = - l , © h = h© ,, co, = — , h e {1,2,...,m},

z wyjątkiem zbioru takich konfiguracji susceptancji kompensatora 

( kBJ, kB £,.., kBń) leżących na hiperpowierzchniach opisujących zerowanie 

wyznaczników równania macierzowego (5.68).

Z przedstawionych powodów korzystne jest założenie znajomości wszystkich bie­

gunów lub (zer) funkcji Br(co) i wyznaczenie wszystkich współczynników wielomianu 

2 2L(co ) lub M(co ) drogą rozwiązania pewnego układu równań liniowych. Tak więc 

sformalizujmy następujący problem syntezy PS2:

Dla przyjętej klasy dwójników LC (D l -*- D4) należy wyznaczyć współczynniki 

2wielomianu L(co ) mając dane:

* 2- n zer mianownika C0 2k (ke{l,2 ,..,n}) odpowiedniego wielomianu M(© ), tzn.

wszystkie bieguny funkcji Br(©), spełniające warunki:

* * *
A  © 2 k  > C 0 2 k - 2 , . . . ,C 0 2 k  >  0 ,

ks{l n}

- m wartości funkcji Br(co) dla częstotliwości ©h , spełniających warunek

A  B r (coh) = kB h (5.69)
h e N 0

gdzie:

Br(©h) - zadane wartości funkcji Br dla zadanych pulsacji ©h- 

2 2Zera wielomianów L(© ) oraz M(© ) powinny spełniać warunek przeplatania.



Rozwiązanie przedstawionego problemu syntezy wiąże się z problemem istnienia 

pewnych rozwiązań układu równań liniowych, których postacie dla różnych klas 

dwójników LC (D l + D4) niewiele się różnią. Zapiszmy wymieniony układ równań dla 

dwójnika należącego do klasy D2, co w niczym nie umniejsza ogólności rozważań. 

Układ równań dla dwójnika n-tego rzędu ma postać

VA = ® (5.70)

gdzie:

A = [a0 ,a 2 ,a 4 ,... ,-a 2 n_2>a2n]T, ^  a 2k > 0 , dim A  = n + 1, (5.71)
k e {0 ,l,. .,n }

E  = [k Bj<niM(o>^),..,k BhCOhMicOh),...,^ BqcoqM(cOq)]T , (5.72)
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h eN , BheR, q = maxh, dim ® = n+1,

o #
M(coh) - oznacza wielomian mianownika funkcji,

o>i,...,a>h - oznaczają zbiór pulsacji przyporządkowanych susceptancjom kompen-

satora k B k,

1 o j . 2 n - 4  ■ CD, co f- 2

v  = 1 “ h - » 2- - 2h" (5.73)

1 < . < - 4 < - 2 co2n 1  .

Z założenia co, *  coj (dla i *  j, i,j, e  No), a więc macierz jest macierzą 

Vandermonde'a o wymiarze n+1 i jest ona nieosobliwa [52]. Układ równań (5.70) jest 

układem Cramera i ma zawsze rozwiązania niezerowe [52]. Twierdzenie Cramera nie 

podaje warunków istnienia rozwiązań układu równań (5.68), przy których zachodzi 

zgodność znaków wektorów A, ®.

Przejdźmy obecnie do określenia tych warunków [56]. Warunki te dotyczą:

— sposobu doboru częstotliwości przyporządkowanych zadanym biegunom funkcji B r 

i usytuowania względem nich częstotliwości ©(, przyporządkowanych zadanym 

wartościom funkcji B r(co), oznaczonym przez k B k ,

-  charakteru jakościowego zmian wartości k B j,, w funkcji częstotliwości.



Korzystając z wcześniej podanych zapisów funkcji Br(co) dla poszczególnych klas 

dwójników (por. wzory (5.60 + 5.66) oraz wykorzystując wzór (5.59) i posługując się 

metodą indukcji można wykazać, że warunki konieczne i wystarczające zgodności 

znaków składowych wektorów A  i B są następujące:

- dla dwójników klasy D l :
*

0 < co, <co, < (0 2k k e{2,3,...,n}, (5.74)1 2 
* *

A  CD2k-2  <coh < © 2k , k e{2 ,3 ,...,n} ,
h e N g ,  h>2

k B J < 0 , dla co = (0 ), kB2 > 0 , dla co = co2 , (5.75)

A  ,.B: > 0 , (5.76)h eN0, he>2 k h

- dla dwójników klasy D2 (dwa warianty a oraz b): 

wariant a)
* *

A  © 2k-2 <coh <co2k, k e { l ,2 ,..,n} (5.77)
h e N g

A  kBJ, < 0 ,  (5.78)
h e N 0 

wariant b)
* *

A  co2k-2 .<coh < © 2k, k € { l ,2 ,..,n}, (5.79)
h e N g

kB[, < 0  dla co = co i ,

A  > 0 , (5.80)
h eN0, he>2 k h V ’

- dla dwójników klasy D 3:
* *

A  co2k-2 .<coh <co2k, k € { l ,2 ,..,n}, (5.81)
h€No

A  kB[, > 0 ,  (5.82)
h s N 0

- dla dwójników klasy D4:
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We wzorach (5.74 -*■ 5.84) wielkości a>2k k€{l,2 ,..,n} oznaczają częstotliwości 

przyporządkowane biegunom poszukiwanej funkcji reaktancyjnej dla danej klasy 

dwójników, a wielkości ©h oznaczają częstotliwości przyporządkowane stałym kBk.

Wyznaczone funkcje reaktancyjne dwójników kompensujących kBr(©) w zależności od 

klasy różnią się nie tylko postacią, lecz także i możliwościami kompensacyjnymi. 

Funkcje kBr(©) dla poszczególnych klas spełniające warunki (5.74 -r 5.84) zestawiono 

w tablicy 5.1 na przykładzie dwójnika posiadającego trzy skończone bieguny. 

Natomiast w tablicy 5.2 przedstawiono odpowiadające struktury Fostera dla poszcze­

gólnych dwójników.

Jeżeli wektor susceptancji kompensatora nie spełnia żadnego z wymienionych 

warunków (5.74 -5- 5.84), to istnieje możliwość wyznaczenia struktur dwójników 

kompensujących przy zastosowaniu rozkładu susceptancji kompensatora na dwa 

składniki. W pracy rozkład ten nazywamy rozkładem „delta”. Według zapropo­

nowanego rozkładu wektor susceptancji kompensatora należy rozłożyć na dwa wektory 

kBhi i kBhż według następującej zasady:

A  A h > 0 .
h e { l ,2 ,...,n}

Prąd kompensatora reaktancyjnego przedstawimy wówczas w postaci wzoru:

n n

ki(t) = V 2 R e £ j  kB hlE h exp(jhco0 t) + V 2 R e ^ j  kB h, E h exp(jhco0t) = ki, + ki2 .
h=l h=l

(5.87)

(5.85)

(5.86)

przy czym:
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Tablica 5.1
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Tablica 5.2

Zauważamy, że prąd kM (odpowiadający dodatnim susceptancjom kompensatora) 

jest zawsze realizowany w klasie dwójników klasy D2, natomiast prąd ki2(t) (odpo­

wiadający ujemnym susceptancjom kompensatora) jest zawsze realizowany w klasach 

D3 lub D4 Z przeprowadzonych rozważań wynika, że układ kompensacyjny składa 

się z:

-  jednego dwójnika reaktancyjnego należącego do klasy D l -*• D4, gdy susceptancje 

kompensatora spełniają warunki określone wzorami 5.74 -i- 5.84 (rys.5.9),
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Rys.5.9. Układy kompensacyjne 

Fig.5.9. The compensation systems

-  dwóch połączonych równolegle dwójników LC, z których jeden należy do klasy D2 

a drugi do klasy D3 lub D4 (rys.5.10).

Rys.5.10. Układy kompensacyjne 

Fig.5.10. The compensation systems
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Dotychczasowe rozważania oraz zaproponowany rozkład „delta” umożliwił wyka­

zanie warunku koniecznego istnienia realizowalności dwójników LC na podstawie 

dowolnego wektora susceptancji k B [ . Natomiast układ (nadmiarowy) przedstawiony 

na rys.5.10 jako równoległe połączenie dwójników LC należących odpowiednio do 

klasy D2 i D3 lub D2 i D4, zawsze można zastąpić jednym dwójnikiem LC. 

Wykorzystujemy tutaj fakt, że suma funkcji reaktancyjnych jest funkcją reaktancyjną. 

Według zaproponowanej w pracy metody syntezy dwójników LC otrzymuje się zbiór 

mocy continuum dwójników mogących realizować postawione wymagania. O wyborze 

odpowiedniej struktury powinny decydować dodatkowe kryteria, np. wrażliwościowe, 

którymi w pracy w ogóle się nie zajmujemy.

Podjęte próby wykazania warunku dostatecznego, tzn. przeplatania się zer i bie­

gunów syntezowanej funkcji rozpatrywaną metodą opisaną w pracy [57] (na drodze 

analitycznej) okazały się niezadowalające. Dlatego sprawdzenie warunku dosta­

tecznego przeprowadzamy na drodze numerycznej badając znak elementów uzyska­

nego dwójnika Fostera [58]. Ewentualnie spełnienie warunku dostatecznego można 

uzyskać poprzez modyfikację założonych biegunów.

Obliczenia sprowadzają się do wyznaczania współczynników rozwinięcia II struk­

tury Fostera A x , Ao, A2k, ke{ l,2 ,...,n} , które powinny spełniać warunki A x  > 0,

A o> 0, natomiast A2k > 0 . Na podstawie prowadzonych rozważań został skonstru­

owany odpowiedni algorytm numeryczny doboru dwójników reaktancyjnych i skon­

struowano program umożliwiający przeprowadzenie syntezy wraz z procedurami 

graficznymi. Problem ten został szczegółowo opisany w pracy [58], natomiast tutaj 

zostanie przedstawiony schemat blokowy programu (rys.5.11) oraz przykłady zreali­

zowane według zaproponowanego algorytmu.
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Rys.5.11. Schemat blokowy do wyznaczania kompensatora reaktancyjnego 

Fig.5.11. Block diagram for determination o f reactance compensator
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Przeprowadzić syntezę dwójnika LC (jako kompensatora) mając dane jego suscep- 

tancje dla poszczególnych harmonicznych kBr( 1 )= - 0,5S, kBr(3)= - 0,5S, kBr(7)= - 1S, 

©i = 1 rad/l

Warunki, jakie narzucone są na susceptancje dwójnika kompensującego, spełnione 

są przez dwójniki klasy D2 (wariant b tablica 5.1). Susceptancja szukanego dwójnika 

ma postać

Przykład 5.2

© ( © 2 -COjK® 2 " “ 2)

* *
Przyjęto, że bieguny wynoszą © 2 = 4  ra d /s , © 4 = 8  ra d /s . Wówczas równanie 

(5.70) przybiera postać:

Szukane współczynniki funkcji i<Br(©) wynoszą odpowiednio ao=647,31; a2= 179,65; 

a4=4,84.

Przebieg funkcji kBr(©) o postaci analitycznej określonej wzorem

1 1  1 - a 0
1 9  91 a 2
1 49 240 l j [ - a 4

-472 ,5

577,5

-3465

przedstawiono na rys.5. 1 2



Rys.5.12. Przebieg susceptancji kBr(ff>) dwójnika kompensującego LC 

Fig.5.12. Plot o f  susceptance kBr(co) o f  compensative LC one-port

Natomiast dwójnik reaktancyjny realizujący tę funkcję, jako admitancję dwójnika 

kompensacyjnego, przedstawiony jest na iys.5.13.

Rys.5.13. Przykładowy dwójnik reaktancyjny realizujący funkcję z przykładu 5.2 

Fig.5.13. Exemplary reactance one-port realizing function described in example 5.2

Przykład 5.3

Dobór susceptancji dwójnika kompensującego niezgodnie z warunkami podanymi 

dla danej klasy (D l *  D4) może prowadzić do tego, że otrzymana funkcja w wyniku 

syntezy nie jest funkcją reaktancyjną i temu celowi służy poniższy przykład. Niech

=10,0804 F ^0 ,0 4 5 6  F
»
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kBr(l)  = -0,5S; kBr(7) = -0,6S; kBr(9) = -0,5S, © i=l rad/s, ©2 = 4  ra d /s ,,  

*
0)4 = 8  rad / s, otrzymana funkcja o postaci

-0,71© 4 +2,17© 2 -4 7 3  

k r © ( © 2 -1 6 )(© 2 - 6 4 )

nie jest funkcją reaktancyjną. Jej przebieg podano na rys.5.14.

Rys.5.14. Przebieg funkcji kBr(©) z przykładu 5.3 

Fig.5.14. Plot o f  function kBr(©) for example 5.3

Wprowadzenie kompensatora reaktancyjnego do układu, w sposób przedstawiony 

na rys.5.9 lub rys.5.10, może wprowadzić błędy wynikające z:

-  asymptotycznych właściwości widma napięcia na zaciskach kompensatora,

-  klasy D l -r D4 zaprojektowanych dwójników LC jako kompensatorów.

Błędy te określa się na podstawie oszacowania prądu kompensatora



Z ik lh l 2 = Z k Bh U h |2 = Z | k B h|2 |U h|2 (5.88)
h=l h=l h=l

gdzie:

kIh - prąd kompensatora reaktancyjnego dla rozważanej harmonicznej, 

kBh - susceptancja kompensatora reaktancyjnego dla rozważanej harmonicznej, 

Uh - napięcie na zaciskach kompensatora dla rozważanej harmonicznej. 

Susceptancje dwójników kompensujących kB|, spełniają nierówności:

-  dla klas D2 oraz D4 kB h < — przy h - » o o ,  (5.89)
h

-  dla klas D l oraz D3 k B h < h  przy h - » o o .  (5.90)

Szereg określony wzorem (5.88) jest zbieżny gdy:

¿ | kB h U h|2 < P > 1 . (5.91)
h=i h=i hP

Ze wzorów (5.88), (5.89), (5.90) wynikają warunki zbieżności szeregu (5.91), które 

zestawiono w tablicy 5.3.

Tablica 5.3
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l u j
Klasa
dw ójnika

1

h h a + . * “  « « W

1

h 2

D l - - gdy: a  < 0,5 
+ gdy: a  >  0,5

+

D2 + + +
D3 - - gdy: a  < 0,5 

+ gdy: a  >  0,5
+

D4 - + +

W tablicy 5.3 znaki (-) i (+) oznaczają odpowiednio: 

- (minus) niewłaściwy dobór kompensatorów,

+ (plus) właściwy dobór kompensatorów.
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W przypadku niezbieżności szeregu (5.88), dobór kompensatora reaktancyjnego, 

z uwagi na kumulację błędów wynikłych z jego klasy i widma napięcia, należy uznać 

za niewłaściwy.

5.3.2. Metoda dekompozycji

Przedstawiona w punkcie 5.3.1 procedura doboru dwójników LC według wzoru 

(5.54) w wielu przypadkach może być bardzo złożona (zaproponowany tzw. rozkład 

delta, por. wzory (5.85 + 5.86)), co wymaga dużej liczby elementów reaktancyjnych do 

kompensacji zadanej liczby harmonicznych. Ponadto próba wykazania warunków 

wystarczających w postaci analitycznej dla fizycznej realizacji dwójników LC nie 

okazała się w pełni zadowalająca i jest możliwa dla konkretnych przypadków, 

metodami numerycznymi.

Rys.5.15. Model teoretyczny proponowanego kompensatora 

Fig.5.15. Theoretical model ofproposed compensator

W niniejszym punkcie przedstawiono metodę, która realizuje dwójnik dobrany 

według wzoru (5.54) z pewną niedokładnością, ale prowadzi do struktury dwójników 

LC o mniejszej liczbie elementów.

Model teoretyczny proponowanego kompensatora przedstawiono na rys.5.15. 

Kompensator taki składa się (teoretycznie) z dwóch dwójników K[, Ku połączonych 

równolegle:

-  dwójnik Kj opisany funkcją reaktancyjną realizowany jest za pom ocą dwójników 

LC,



-  dwójnik Ku opisany na ogół tylko funkcją rzeczywistą, zatem jest nierealizowalny 

za pom ocą dwójnika pasywnego.

Dwójnik Ku realizuje prąd ^ 2 , dla którego zachodzi związek

(5.92)

gdzie: e > 0 jest to dostatecznie mała liczba. 

Z drugiej strony spełniona jest zależność

k * Il2 = l|k i l +  k i 2||L,2 ^  | |k i l | |L2 + | | k i 2||L2 ~ I Ik M iL2 (5.93)

widać więc, że skutki włączenia lub niewłączenia kompensatora Ku mogą być 

minimalizowane. Natomiast kompensator Kj eliminujący prąd kM spełnia równanie 

z pewnym błędem e. Ponieważ kompensator K| realizuje się za pomocą dwójników LC 

według II struktury kanonicznej Fostera, zatem zawiera on maksymalnie 2n-l ele­

mentów reaktancyjnych [17] (gdzie n - liczba kompensowalnych harmonicznych), co 

jest zaletą takiego doboru kompensatora.

Przedstawmy pokrótce syntezę dwójnika kompensującego Kj, według zapropo­

nowanej metody.

Susceptancję częstotliwościową dwójnika reaktancyjnego LC o II postaci kano­

nicznej Fostera określa wzór

2k

(5.94)

gdzie:

© 2k - pulsacje biegunów, 

co - pulsacje bieżące.
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Na podstawie wzorów (5.54) oraz (5.94) uzyskuje się układ n+2 równań:

A n A-,,. o  i

t - 1 ->1-0)1

\  m A ° I V  A 2kœ h pm k 2-i t : — r  kB h>
(5.95)

to 2
* 2 k “

A «= “ n+2
A 2kCOn+2

“ n+2 k=l < o ^ , - C 0 ?
-  k B n+2

2k n+2

Rozwiązania układu równań A x , Ao, A2 , A2n w ogólnym przypadku nie tworzą

ciągu liczb dodatnich (A«, > 0, Aq > 0, A2k > 0), co jest warunkiem koniecznym

i wystarczającym realizowalności kompensatora Ki i K jj w klasie dwójników 

reaktancyjnych. Analiza układu opisanego równaniami (5.95) jest zbyt złożona, 

dlatego też przyjmiemy, że pierwszy etap syntezy polega na doborze dwójnika LC 

o strukturze Fostera złożonej z gałęzi szeregowych LC. W drugim etapie syntezy 

zostanie dobudowana gałąź równoległa Lq zgodnie z rys.5.16.

Rys.5.16. Struktura modelu kompensatora reaktancyjnego 

Fig.5.16. The structure o f  reactance compensator model
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W pierwszym etapie syntezy układ równań odpowiadający równaniom (5.95) 

przyjmuje postać:

sgn(kB ,)T
co

sgn(kB2) T

co

2 „ 2  
2~ 1 
CO,

sgn(kB3)-
co,

sgn(kB ,)-

sgn(kB2)-

sgn(kB3)-

co

V2 . . 2
>4 CO, 

CO,

'  2  2 
> 4 - C 0 2

CO,

sgn(kB ,)-
co.

sgn(kB2)-
co,

sgn(kB3)-

® 2n 0312
CO,

*
2 2CO co 2 n

Sg n ( k B n )
con

*
2 2 034-C0n

s g n ( k B n )
COn

*
co? —co22 n n

2n.

| k B .l 

I k  B 2 | 

I k  B 4 |

I k B n |

Zapiszmy powyższy układ równań w postaci macierzowej 

C A  = ®.

Przedstawmy obecnie procedurę syntezy:

1. Przyjmujemy zawsze, że są spełnione następujące warunki

CO] < © 2 < CO3 <  .... <  con ,

(5.96)

* * * * *
C02 <  CO4 < C 0 6  < C 0 8  < . . . . <  C02n ,

(5.97)

(5.98) 

*
które oznaczają, że ciągi częstotliwości bieżących coj i ciągi biegunów co 21 są rosnące.

2. Z narzuconego warunku dodatniości elementów na przekątnej głównej macierzy A 

uzyskuje się wstępny warunek doboru biegunów. Należy zaznaczyć, że warunek ten 

musi być spełniony podczas całego procesu syntezy.

C;; >  0<= >
co2 i > c o , ,  gdy sgn(kB , ) = l  
*
co2 i < co, , gdy sgn(kB , ) =  —1 .

(5.99)

3. Dekompozycja macierzy C. Równanie (5.96) przedstawiamy w następującej postaci 

C A  = (C(1) + C (2))A = E .  (5.100)

Elementy macierzy są określone w następujący sposób:
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c(l)=J kl '

Cki> = cki ~ zgodnie z wzorem (5.99) dla k = l

Ckl̂  -  Ckl (k ^  '

ckl) = c kpgdysgn(kBk)3
co.

■ < 0

cki) = - cki= - sgn(kBk)-
co.

oo2 -co2

co2r co2 

-,gdysgn(kBk) T -
co.

natomiast elementy macierzy C (2) są określone następująco:

c(2) = Ok! ^

0 dla k = 1

0 gdy sgn(ckl) < 0 ; k ^  Z

2sgn(k B k)-
co.

gdy sgn(ckl) > 0 dla k *  l ,

Macierze i m ają następującą budowę:

+ <0

€ (O

<0

(+, 0)

.(+, 0) o

->o,
® 21- “ k

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(2)
Z  budowy macierzy €■ wynika, że jej elementy są  zawsze nieujemne.

4. Regularyzacja macierzy polega na ciągłej zmianie położeń biegunów tak, aby 

została spełniona zależność

k=l
(5.105)

zatem aby macierz była macierzą dominacyjną.



Zmiana położeń biegunów musi odbywać się w taki sposób aby były spełnione 

ograniczenia (5.97), (5.98), (5.99). Zmiana ta jest zawsze możliwa do przeprowadzenia 

ze względu na ciągłą oraz monotoniczną zależność wartości c ^  od położeń biegunów.

Spełnienie warunku (5.105), tzn. jego realizacja, możliwa jest wyłącznie za pomocą 

metod numerycznych, np. za pomocą metody wariacji lokalnych Hooke'a - Jeevesa.

5. Ostateczne rozwiązanie I etapu syntezy sprowadza się do rozwiązania równania 

macierzowego o postaci (por. wzór (5.100))

C (1)A  = ®. (5.106)

Ponieważ tak skonstruowana macierz jest macierzą typu 9)1, czyli posiadającą

dodatnie odwrotności, wektor A  jest zawsze dodatni, z jego znajomości oraz 

*
znajomości biegunów a>2i można określić realizację dwójnika LC, (dwójnik Kj).

Rozwiązanie równania (5.106) zakończyłoby pierwszy etap syntezy, gdyby (por. 

wzór (5.100)).

A  C (2)A  = 0 ,  (5.107)
A

co zachodzi w przybliżeniu, gdy:

| |c (2) | |< 8 . (5.108)

Drugi etap syntezy polega na minimalizacji normy macierzy (C ^ ||. Cel ten osiąga

się za pomocą równolegle dołączonej cewki, (rys.5.16), co zostanie wykazane poniżej.

Po przeprowadzonej dekompozycji macierzy C  na składowe oraz można 

stwierdzić, że macierze te charakteryzują się następującymi własnościami:

-  macierz (5.103) ma na przekątnej głównej elementy zawsze dodatnie, a poza 

przekątną elementy ujemne, ponadto spełnia warunek (5.105) i jest macierzą typu 

9)1,
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-  macierz C ®  (5.104) jest macierzą rzadką o elementach dodatnich leżących 

wyłącznie poza przekątną główną, jest więc macierzą dodatnią, czyli macierzą, 

która spełnia warunki: c[.2) > 0 , d iak , le{  1 ,2 ,.. ,n}, k *1.

Z tego wynika, że susceptancje dwójnika (rys.5.15) Ku są określone wzorem

C (2)A  = E (2) (5.109)

(2)gdzie: B  - wektor susceptancji dwójnika Ku- 

Susceptancje te są  dodatnie dla każdej rozpatrywanej harmonicznej, lecz dwójnik 

Ku n*e Jest realizowalny na ogół w klasie dwójników LC. Minimalizacja | c (2,||

sprowadza się do minimalizacji prądu dwójnika o susceptancjach określonych 

równaniem (5.109). Ponieważ susceptancje te są zawsze dodatnie, to minimalizację 

tego prądu można przeprowadzić za pom ocą pojedynczego induktora. Chodzi zatem o 

to, by uzyskać minimalizację wyrażenia (5.110) ze względu na Lo-

i i
m in Z  , Z c hk A 2 k  7 -  |U h|2 = m in ą . (5.110)
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L ° h = l ^ k  = l ^  “ h L o y

Po rozwiązaniu otrzymuje się wartość Lq

l ,o

u h
i2

Lo = - ^ V  > 0 - (5' 1 U )
Z  Z 4 k A“
h = l k = l

Wyznaczona w  ten sposób wartość Lo jest zawsze dodatnia, co wynika z 

poprzednich rozważań. Jeżeli otrzymana wartość ^ spełnia zależność

(5.112)

gdzie: e - zadany błąd syntezy dwójnika, to proces syntezy nie jest zakończony i należy 

przejść do trzeciego etapu syntezy.

Wyznaczona struktura kompensatora na podstawie dotychczasowych rozważań jest

jedną z możliwych i składa się z n gałęzi równoległych LC oraz dodatkowej gałęzi Lo 

(postać kanoniczna dwójnika Fostera należącego do klasy D3 (por. tablica 5.2 punkt



(5.1)). Struktura ta determinuje wartość prądu ^ 2 , którego kwadrat normy określony 

jest zależnością:
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\ 2

|k i 2f  = S  Z c hk A 2 k |Uh| - (5.113)
h=iVk=i y

Jeżeli obniżenie wartości wyrażenia (5.13) jest celowe, to całą procedurę syntezy 

należy przeprowadzić w pętli iteracyjnej modyfikując położenie biegunów dwójnika 

kompensującego Ki, aż do momentu gdy:

||ki2l c  e . (5.114)

Współczynniki macierzy c{^ (5.102) są ściśle uzależnione od położenia biegunów 

*
c>2k k e  {l,2,..,n}. W tym etapie syntezy rozwiązuje się następujący problem:

min S  Z c Hk((U2k )A 2k . (5.115)
{a)2k} h=i v k=i y

Rozwiązanie tego silnie nieliniowego problemu najlepiej przeprowadzić metodą

wariacji lokalnych Hooke’a - Jeevesa. Należy zaznaczyć, że muszą być przy tym

spełnione wszystkie ograniczenia występujące w I etapie syntezy. Uzyskuje się nowy 
* * *

ciąg biegunów { © 2 , © 4 , . . . .o > 2 n }  i wraca do etapu pierwszego syntezy. Proces itera-

<C(2) jestcyjny przerywa się po osiągnięciu zadanej dokładności, tzn. gdy norma

wystarczająco mała. Algorytm proponowanej metody syntezy kompensatora przedsta­

wiono na rys.5.17.
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Rys.5.17. Schemat blokowy do wyznaczania kompensatora 

Fig.5.17. The block diagram for determination o f  compensator

5.4. Suboptym alna synteza dwójników LC

Z rozważań zawartych w punkcie 3.2 wynika, że do uzyskania optymalnego stanu 

pracy obwodu dla różnych wariantów narzuconych na warunek mocy czynnej P konie­

czne staje się użycie kompensatora aktywnego. Realizacja układowa (części rzeczy­

wistej) takiego kompensatora opisana w punkcie 5.2 może nie zawsze być uzasadniona 

(kompensator aktywny). Dlatego poniżej opisano podejście suboptymalne. Podejście to 

charakteryzuje się tym, że stan optymalnej pracy układu realizuje się (w przybliżeniu)



tylko za pomocą kompensatora reaktancyjnego. Dwa sposoby takiego podejścia 

opisano w niniejszym punkcie pracy.

W pierwszym z nich rozważa się możliwość minimalizacji odchyłki pomiędzy 

prądem optymalnym źródła jednofazowego (min||i||w por. wzór (3.33)) dla rozwa­

żanych wariantów przedstawionych w punkcie 3.2 i opisanych równaniami (3.34),

(3.51), (3.52), a prądem źródła, gdy kompensator realizowany jest za pomocą tylko 

dwójników LC.

Rozważmy ponownie obwód przedstawiony na rys.3.11. Prąd optymalny I°pt ŵ\  

h e { 0 , l ,2 ,...,n} wyznaczony dla danego wariantu optymalizacyjnego określony jest 

zależnością

A  i “Pt(w) = Y hopt(w)E h (5.116)
h e N 0

gdzie: Y^pt<-W') - admitancja widziana z zacisków idealnego źródła, jaką  można 

uzyskać za pomocą kompensatora realizującego żądany wariant.

Admitancje kompensatora dla poszczególnych wariantów m ają postać:

kY iw) = kG (hw )+ j kB(hw), h e {1,2,..,n}. (5.117)

Jeżeli natomiast kompensator stanowią tylko dwójniki LC, to prąd źródła dla każdej 

rozważanej harmonicznej spełnia nierówność Ij, * I kpt^ ,  h e { l ,2 ,..,n}, a naszym za­

daniem jest dobór susceptancji kompensatora reaktancyjnego k Bj, dla h e { 0 , l ,2 ,..,n} 

tak, aby

A  Ilu - i «pt(w)||2 min (5.118)
h e N 0 ll h h II v '

przy czym:

K = ---------- ^ ------------= ( oYh + j k Bh)E h . „ (ryS.3 . i i)  (5.119)
h z  , 1 1 + Z h( 0Yh + j kB'h)

h j kBh + 0Yh
gdzie:

Zh - impedancja wewnętrzna źródła dla h-tej harm onicznej, 

k Bh - susceptancja kompensatora reaktancyjnego dla h-tej harmonicznej .
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Natomiast

t , Topt(w )  _
J h - i h

o Y h  + j kB'h______ y°p((w)
,l + Z h( 0Yh + j kB' ) h 

Po przekształceniach, otrzymuje się:

Eh ■ (5.120)

i> .opttw) airopt(w) r  0 Yh - Y h°Pt(w>(l + Zh o Yh) + j ( l -Y hopt(w)z h)kB[1
~ AYh b h -  1 + 7 r V 4- i RM h ‘1 + Zh(  oYh + J kB łh

(5.121)

Wzór (5.121) można przedstawić w prostszej postaci, wprowadzając oznaczenia: 

a = 0Yh - Y hopt(w>(i + Zh 0Yh) , 

b = j(l — Y °pt(w)Z h), 

c — 1 "PZj, 0Yh, 

d=j Zh ,

x =  k Bh-

Wykorzystując powyższe wzory, mamy:

T, jo p t ( w )  _  . v ( w ) F  _ a + b x Fh  I h - AYh E h - c + d x E h . (5.122)

Re W

Rys.5.18. Miejsce geometryczne zmian kBh - na płaszczyźnie zespolonej 

Fig.5.18. The geometrical place o f  change kBh on the complex plane



Wzór (5.122) opisuje znaną funkcję homograficzną, której obrazem na płaszczyźnie 

zespolonej przy zmianie xe(-oo,oo) w ogólnym przypadku jest okrąg (rys.5.18). 

Równanie tego okręgu określone jest równaniem

gdzie:

o/i  bc
= —    —  środek okręgu, (5.123)

cd* - c * d
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r =
a d - b c

- promień okręgu. (5.124)
cd - c  d

Szukamy minimum funkcji lR| o  postaci

,|2 2

A Y «
2 (a + bx)(a*+  b*x) |b| x + 2 xRe(ab*) + |a|'

(5.125)
(c + dx)(c* + d*x) |d|2 x 2 + 2xRe(cd*) + |c|2 

Moduł funkcji |*P| dla danego x = k B [1 stanowi długość wektora zaczepionego w 

początku układu współrzędnych i kończącego się na okręgu (rys.5.18).

d MWarunek konieczny ekstremum —— 1 = O spełniony jest dla pierwiastków równania
dx

kwadratowego o postaci

j|b|2 Re(cd*) - |d |"  R e(ab*)|x 2 + ||b |2 |c|2 - | a |2 |d|2 jx  + |c|2 R e (ab * )- |a |2 Re(cd*) = 0.

(5.126)

Szukaną wartością A  j-Bj, spełniającym warunek minimum funkcji (5.125) jest
h e N 0

ten pierwiastek równania kwadratowego (5.126), dla którego wartość wyrażenia M  

jest mniejsza.

Wyznaczone wartości k Bj, dla każdej harmonicznej stanowią ciąg susceptancji 

niezbędnych do przeprowadzenia syntezy dwójnika reaktancyjnego metodami 

opisanymi w punkcie 5.2 lub 5.3.

Inne podejście suboptymalne do modyfikacji obwodów tylko za pomocą elementów 

LC można sformułować następująco:
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- dla układu przedstawionego na rys.3.11 należy wyznaczyć optymalną wartość 

skuteczną prądu źródła dla każdej rozpatrywanej harmonicznej

A  m in lh I j  (5.127)
heN0 

przy warunku:

który zapewnia, że kompensator jest reaktancyjny 

gdzie:

uh(t), (kih(t)) - napięcie (prąd) kompensatora dla h-tej harmonicznej.

- przeprowadzić syntezę kompensatora realizującego zadane warunki (5.127), (5.128).

Na podstawie rozwiązania powyższego problemu [65, 61] otrzymano prąd 

optymalny dla każdej rozważanej harmonicznej

(5.128)

heN0  ̂ 20

gdzie:

jopt _  Ą.«(l + 2 0G h Z h )E h
(5.129)

0 = 1 + A.,(Rh + 0G h|Zh|2 ).

Natomiast napięcie w przekroju a-a’ (rys.3.11) przyjmuje postać

(5.130)

Admitancja kompensatora określona jest zależnością

(5.131)

stąd:

(2 + R h A, , ) 2 + (X h A, , ) 2
(5.132)

(5.133)



Sprawdzianem poprawnego rozwiązania postawionego problemu jest spełnienie

równania A  kG h = 0 , co wynika wprost z warunku (5.128). 
h

W wyrażeniach (5.129) i (5.130) oraz dalszych X, stanowi dodatnie rozwiązanie 

bilansu mocy po wstawieniu za prąd Ih(Z) wyznaczony z wzoru (5.129)
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Wprowadzając do równania (5.135) podstawienie:

i rozwiązując go, otrzymuje się po prostych przekształceniach dwa rozwiązania. 

Z wzoru na warunek wystarczający [65] wynika, że należy przyjąć tylko rozwiązanie 

dodatnie, stąd:

(5.134)

Po przekształceniach równanie (5.134) sprowadza się do postaci:

(5.135)

gdzie:

a = 1 + 4 0G h R h + 4

b = R h +

20 = 2 l + M R h + 0G h|Z h |2 .

b
(5.136)



6. PRZYKŁADY ZASTOSOWANIA METOD OPTYMALIZACJI I MODY­

FIKACJI

Celem niniejszego rozdziału jest pokazanie wybranych zastosowań i ilustracji metod 

opisanych w rozdziałach 3, 4, 5. Przedstawione zostaną konkretne przykłady rozwiązań 

problemów optymalizacji i modyfikacji obwodów jednofazowych i trójfazowych. Do 

rozwiązania przedstawionych zagadnień sporządzono odpowiedni pakiet programów 

komputerowych pozwalających przeprowadzić optymalizację, jak  i modyfikację.

Przykład 6.1

Rozważmy elementarny obwód przedstawiony na rys.6.1 o danych: 

e(t) = 100-\/2 cosco0t + 20-\/2 cos5co0t V, R = 1Q, L = 1H, C = 0,5F, a>0 = lrad / s .

Dla obwodu tego należy przeprowadzić optymalizację według dwóch kryteriów 

optymalizacyjnych opisanych w rozdziale 3:

i  J i2 (t)d t , (por.3.7)a) minllilP = min 
( i )  " L  ( ¡ ) Tv  o

przy warunku ubocznym 

T

Rys.6 .1. Układ: źródło - 
odbiornik

Fig.6.1. The system: source- 
load

P = (u ,i)L = ^  Ju(t)i(t)dt, (por.3.8), 
o

m . T

b) minllillw = t  (por-3.19)
(i) k=o T o L

przy takim samym warunku ubocznym jak dla a.

Po przeprowadzonej optymalizacji należy dobrać kompensatory dla obu kryteriów 

optymalizacyjnych.

Dla rozpatrywanego układu moc czynna odbiornika wynosi P=5018 W, wartość 

skuteczna prądu źródła przed kompensacją li 1=70,83 A. Obliczone wartości 

admitancji kompensatorów wynoszą:
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- dla minimalizacji wartości skutecznej prądu źródła (wzory 3.7 i 3.8) 
kY, = (-0,0172-j0,5) S, kY5 = (0,437+j0,207) S,

- dla zadanego kompromisu pomiędzy minimum wartości skutecznej prądu źródła 

a jego odkształceniem od przebiegu sinusoidalnego (wzory 3.19 oraz 3.8)

Ykl = (0,0017-j0,5) S, Yk5 = (-0,042+j0,2075) S,
gdy:

PO = Pl = P2 = 1-

Kompensator realizujący kryterium (3.7) ma postać przedstawioną na rys. 6.2.

Wartość skuteczna prądu źródła po kompensacji wynosi I aI I =49,2 A.

Kompensator realizujący kryterium optymalizacyjne (3.19) (dla po=pi=p2= l), czyli

przy uwzględnieniu pierwszej oraz drugiej pochodnej, przedstawiono na rys.6.3.

Wartość skuteczna prądu źródła po kompensacji, warunkująca spełnienie drugiego

kryterium optymalizacyjnego (3.19), wynosi I kI I =50,71 A.

KOMPENSATOR

Rys.6.2. Kompensator realizujący kryterium (3.7) 

Fig.6.2. The compensator realizing criterion o f (3.7)

ao-

KOM PENSATOR

Rys.6.3. Kompensator realizujący kryterium (3.19) 

Fig.6.3. The compensator realizing criteria (3.19)
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Kompensatory przedstawione na iys.6.2 oraz rys.6.3 należy włączyć na zaciski a-b 

odbiornika zgodnie z rys.6.4.

Q>
K O M P E N ­

SA T O R

1

J

R

;L

c

Rys.6.4. Układ: źródło, kompensator, 
odbiornik

Fig.6.4. The system: source, compensator 
and load

Na rys.6 .5 przedstawiono przebiegi 

czasowe prądu źródła przed kompensacją 

i(t), prądu źródła po kompensacji dla 

pierwszego kryterium (3.7), (i°!f(t)) dla

drugiego kryterium (3.19), (iopt2 (t)).
W

Rys.6.5. Przebiegi czasowe prądu źródła przed kompensacją i po kompensacji dla 
kryterium (3.7) i (3.19)

Fig.6.5. Waveforms o f source current before and after compensation for criterion (3.7) 
and (3.19)
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Przykładową realizację energoelektronicznej rezystancji ujemnej wchodzącej 

w skład zaproponowanego kompensatora dla obu kryteriów optymalizacyjnych przed­

stawiono na rys.6 .6 . Realizacja ta była zamodelowana w języku programu TCAD 4.2 

[43]. Przeprowadzono symulację przy różnych wartościach rezystancji ujemnej, 

różnych dokładnościach realizacji prądu. Przebadano funkcjonowanie rezystancji uje­

mnej włączonej jako część kompensatora z rys.6.4. Działanie energoelektronicznej 

realizacji rezystancji ujemnej wyjaśniają rys.6 .6  i rys.6.7.

-R UJEMNA
REZYSTANCJA

BS

D l

IBP

*3-
T1
V "

-A _
T2

- f r h
D2

o q

E l ©

E2

■ e -

- wvnEH 
 -rvvv\___

R

P‘

Rys.6 .6 . Schemat przykładowej energoelektronicznej realizacji rezystancji ujemnej 

Fig.6 .6 . The scheme o f exemplary energo-electronics realization o f  negative resistance

Rys.6 .6  przedstawia schemat układu realizującego rezystancję ujemną, jest to 

przekształtnik energoelektroniczny. Rezystancja ta może być za pomocą zacisków a-b 

przyłączona tylko do źródła napięcia. Przebiegi napięć i prądu przedstawione na 

rys.6.7 są wynikiem symulacji komputerowej TCAD 4.2.
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Rys.6.7. Przebiegi czasowe: napięć e(t), Uf(t) oraz prądu i .R(t)

Fig.6.7. Waveforms o f  voltages e(t), U((t) and current i .R(t)

Rezystancja ujemna została zrealizowana zgodnie ze schematem pokazanym na rys.6.6  

jako układ laboratoryjny. Wyniki zarówno symulacji komputerowej jak  i laboratoryjnej 

zostały przedstawione w pracy [64].

Przykład 6.2

0,50 0.1 Hi
| |_rw\_'

2Q 2 H

— F ™ — r

© e(t)
I ’2 F 0,5 H

lfi

ZRO D ŁO ODBIORNIK

Rys.6 .8 . Rozważany układ z przykładu 6.2 

Fig.6 .8 . System considered in example 6.2



Dla układu przedstawionego na rys.6.8  o napięciu e ( t)=  60>/2cosm0t -  

20V2cos3©0t V, parametrach wewnętrznych źródła: L = 0,1 H, R = 0,5Q, pulsacji 

podstawowej ©o= l rac^ s> ■ admitancjach odbiornika dla rozpatrywanych harmo­

nicznych:

0Yi = (0,2089 - j0,1265) S; 0Y3 = (0,0737 - j0 ,l 194) S, 

należy przeprowadzić proces optymalizacji oraz modyfikacji dla następujących zadań 

Z l., Z2. oraz wariantów (A,B,C) opisanych w punkcie 3.2 niniejszej pracy.

Przez zadanie Z l. rozumieć będziemy:

Z l.-»  min||i|w , gdy p0 = l, p, = p 2 = - P n = 0 ,

natomiast przez zadanie Z2.:

Z2.-> m in ||i|^ , gdy pk > 0 , k e{l,2,..n}.

Warianty (A,B,C) odpowiadają różnym warunkom ubocznym.

Wariant A - stałość mocy czynnej wydawanej przez źródło 

(u, i)L = (e — Zi, i) = P (por. wzór 3.34).

Wariant B - stałość mocy czynnej odbiornika 

(u,i0)L=P (por. wzór 3.51).

Wariant C - warunek bierności kompensatora 

(u,i|c)L=0 (por. wzór 3.52).

W trakcie rozwiązania obliczono:

- moc czynną odbiornika przed kompensacją P = 627,36 W,

- wartość skuteczną prądu źródła 111 =13,36 A,

- współczynnik mocy źródła coscp = 0,84.

W tabelach 6.1 -» 6.2 zestawiono admitancje kompensatorów oraz następujące 

wielkości po kompensacji dla poszczególnych zadań i wariantów: prąd optymalny, 

moc czynną odbiornika, moc czynną kompensatora, coscp źródła.
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Tablica 6.1

Wariant
ii I|2 u n2zad. Z1 min i = min i “ , bo p0 = 1, Pi = P2 = ••• Pn = 0

(i) "w (i) "L

A

| l opt| Podb Pkomp kYh=kGh+j kBh coscp1

A W W S

10,85 653,49 -26,13
-0,0213+j 0,132 

0,1133+j 0,129
1

B 12,61 627,36 58,43
-0,0194+j 0,081 

0,0067+j 0,072
0,96

C 11,24 647,30 0
-0,0151+j 0,122 

0,1015+j 0 , 1 2 0
0,99

Tablica 6.2

Wariant
11 n2zad. Z2 min|i||w , dla p 0 = 1, Pi = 1, p2 = 1

A

| l opt| Podb Pkomp kYh=kGh+j kBh COS(p‘

A W W S

11,51 644,24 -16,88
0,00315+j 0,113 

-0,0659+j 0,119
0,95

B 12,74 627,36 42,19
0,0194+j 0,079 

-0,0709+j 0,117
0,93

C 11,78 640,17 0
0,0091+j 0,123 

-0,0672+j 0,119
0,94
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Rys.6.9. kompensator dla przykładu 6.2 

Fig.6 .9. Compensator for example 6.2

Dla przedstawionego przykładu dobrano przykładowo kompensator według zadania 

Z2 wariant C, dla założonych biegunów: sj = -0,5+jl, S2 = -1+jl oraz ko = -0,1. 

Kompensator ten przedstawiono na rys.6.9.

Rys.6 .10. Przebiegi czasowe: napięcia źródła e(t), prądu źródła przed kompensacją i(t), 
prądu kompensatora ik(t), prądu źródła po kompensacji dla zadania Z2, 
wariantu C

Fig.6.10. Waveforms o f voltage source e(t), current source i(t) before compensation, 
current o f  compensator ik(t), current source after compensation for task Z2, 
variant C



Na rys.6.10 przedstawiono przebiegi czasowe: napięcia źródła e(t), prądu źródła 

przed kompensacją i(t), prądu kompensatora ki(t) oraz przebieg prądu źródła po 

kompensacji dla zadania Z2 wariantu C, (i°pt('“C'1).
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Rys.6.11. Przebiegi prądu źródła dla poszczególnych wariantów zadania Z ł 

Fig.6.11. Waveforms o f  source current for individual variants o f  task Z1

Na rys.6 .11 przedstawiono przebiegi prądu źródła dla poszczególnych wariantów 

zadania Z ł Natomiast na rys.6 .12 przedstawiono te same wielkości dla zadania Z2 przy

(p0 = pi = p2 = !)•
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Rys.6 .12. Przebiegi prądu źródła dla zadania Z1 

Fig.6 .12. Waveforms o f source current for task Z2

Analizując wartości admitancji kompensatorów zestawionych w tablicach 6.1 - 6.2 

można zauważyć, że dla wszystkich rozważanych przypadków do całkowitej kom­

pensacji konieczne staje się użycie kompensatora aktywnego.

W wielu przypadkach całkowita kompensacja może być nieuzasadniona. Dlatego 

też w punkcie 5.4 zaproponowano podejście suboptymalne. W tablicy 6.3 przedsta­

wiono wartości uzyskane dla rozważanego przykładu według metody suboptymalizacji 

zaproponowanej w punkcie 5.4 dla zadania Z2 wariantu C.

Tablica 6.3

A m i n | | i ; - i r (2c,||2
h e N  li

lii | jOpt(2c)
Podb IkH I r l P odb Ikll k B h coscp

A A W A A W A s

13,36 11,78 640,17 7,2 11,43 643,32 7,05

kB 1=0,129 

kB , =0,118
0,97



Rys.6.13. Przebiegi prądów 

Fig.6.13. Waveforms o f current

O

kB'(G>) - -  0,07 F
-p

a'
0 l

6,38 H

-i- 0,04 F

Rys.6.14. Struktura kompensatora 
reaktancyjnego 

Fig.6.14. The structure o f  reactance 
compensator

Na rys.6.13 przedstawiono prąd źródła 

przed kompensacją i(t), prąd optymalny 

i°Pt(2c)(t), prąd źródła przy częściowej kom­

pensacji dwójnikiem LC i’(t) według metody 

zaproponowanej w punkcie 5.4 oraz prąd 

kompensatora reaktancyjnego

Strukturę kompensatora reaktancyjnego 

kB ’(co) przedstawiono na rys.6.14.



Przykład 6.3
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e,(t)

Rys.6.15. Analizowany układ w przykładzie 6.3 

Fig.6.15. The system analysed in example 6.3

Dla układu trójfazowego przedstawionego na rys.6.15 (układ kompensujący 

odłączony), dla następujących danych dotyczących pierwszej harmonicznej: 

coo= 1 rad/s, Z n = (l+ jl)Q , Z22=(l+jO,5 )Q, Z33=(2 +j2 )Q 

Z\2 = Z 2\ = Z23 = Z32 = Z 13 = Z31 =jO,5Q,

e,(t) = V2(100coso)0t + 20cos5{D0t) V,
T T

e 2 = e i ( t - T ) >  e 3 = e 2 ( t - j )

należy przeprowadzić modyfikację do rozwiązania poniższego problemu minimalizacji

,  / /
m in |i||^n = min ¿ ^ J i „ ( t ) d t  (por. wzór 4.3)
^  ^  ot=l o
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przy ograniczeniu

3 j T
p = O J ) L,n = X  j  J u“ ' “ dt (por.wzór 4-4)- 

a=l o

Ponieważ dla osiągnięcia stanu układu, w którym zachodzi pełna minimalizacja, 

konieczne jest użycie kompensatora aktywnego, w powyższym przykładzie zapro­

ponowano modyfikację tylko za pomocą elementów LC.

Dla układu przedstawionego na rys.6.15 mamy:

Moc czynna odbiornika wynosi P = 64492 W.

Wartości skuteczne prądów przewodowych źródła przed optymalizacją wynoszą:

I II 1=167,3 A; | l 2 1=262,3 A; | l 3 1=256,9 A; ||i|| = 403,47 A .

Wartości skuteczne prądu aktywnego zapewniającego moc czynną odbiornika:

IallI =  1 al2 1 = 1 al31 =210,8 A; || ai ¡ = 365,11 A .

Wartości skuteczne prądów przewodowych po przeprowadzonej modyfikacji za 

pomocą dwójników reaktancyjnych LC wynoszą:

|li | ~  | l ź |=  | l ś |=  212,1 A; ||i'|| =  367,36 A.

Wartości susceptancji kompensatorów włączonych na napięcie międzyfazowe są 

następujące:

kB I2( l )  = -0,1354 S; kB 13 ( l )  = -0,4831 S; kB23( l )  = -0,3794 S; 

kB I2(5) = 0,8605 S; kB l3 (5) =-0,1943 S; kB23( l )  = 0,3279 S.

Na rys.6.15 przedstawiony jest całkowity układ: źródło - układ kompensujący - 

odbiornik. Na rys.6 .16 przedstawiono przebiegi czasowe prądów przewodowych przed 

optymalizacją.
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Rys.6.16. Przebiegi czasowe prądów przewodowych przed optymalizacją 

Fig.6.16. Waveforms o f line currents before optimization

Rys.6.17. Przebiegi czasowe napięcia fazowego e3(t), prądu przewodowego przed 
optymalizacją i3(t), prądu aktywnego ai3(t) oraz prądu po częściowej 
optymalizacji i3(t).

Fig.6.17. Waveforms o f phase voltage e3(t), line current i3(t) before optimization, 
active current ai3(t) and current i3(t) after partial optimization



Na rys.6.17 przedstawione są przebiegi czasowe napięcia fazowego źródła e(t) dla 

trzeciej fazy, przebieg czasowy prądu przewodowego przed optymalizacją ¡3(t), prądu 

aktywnego (czynnego) ai3(t) oraz prądu przewodowego po modyfikacji ^ ( t ) .  Należy 

zaznaczyć, że wartości chwilowe prądów aktywnych spełniają zależności ai2(t) = ai](t- 

T/3), ai3(t) = ai2(t-T/3 ). Podobne są spełnione zależności po modyfikacji tylko za 

pomocą układów LC i^ t )  = i[ (t — T / 3), i j ( t )=  ¡^(t — T / 3).

Należy podkreślić, że przedstawiony problem optymalizacji, a następnie mody­

fikacji za pomocą układów LC dla źródeł idealnych jest równoważny problemowi 

kompensacji składowej biernej i asymetrii opisanej w pracy [23] czy też problemowi 

symetryzacji [65],
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Przykład 6.4

e,(t) 1 H 1Q

1 H 1Q

e3(t) 1 H

ZRODŁO

"0 "

8 , 9 A

1Q

18,6Ą

1 7 , 4  A

ioq I ó h "

2 0 5 H 
p / v w _ .

5Q 0,2 F

ODBIORNIK

Rys.6.18. Analizowany układ w przykładzie 6.4 

Fig.6.18. The system analysed in example 6.4

Dla układu (rys.6.18) o danych e ,(t) = V2(120cos<D0t + 30cos4co0t+  20cos5co0t) V, 

eż(t) = ei(t-T/3), e3 (t) = e2(t-T/3 ), coo=l rad/s, należy przeprowadzić modyfikację 

układu według zadań Z l, Z2 dla poszczególnych wariantów A, B, C. Zarówno zadanie 

Z l, Z2, jak i warianty A, B,C stanowią uogólnienie omawianych zagadnień w punkcie 

3.2 na układy trójfazowe.



Moc czynna odbiornika przed modyfikacją: Podb= 3288,3 W.

Wartość skuteczna prądu źródła przed modyfikacją: 111 =27,1 A.

Niektóre wartości uzyskane po rozwiązaniu zadania Z1 zestawiono w tabeli 6.4. 

Wartości admitancji kompensatora dla spełnienia zadania optymalizacyjnego Z1 dla 

wariantu A wynoszą:

kY 10i =  (-0,0065+j0,0243) S, kY 201 =  (-0,022+j0,217) S, kY 30 . =  (-0,0190-j0,0933) S, 

kY 104 =  (-0,0475+j0,0534) S, kY 204 =  (0,0739+j0,096) S, kY 304 =  (-0,1145-j0,0235) S, 

kY ] 05 = (-0,0883+j0,0569) S, kY 205 = (-0,0569+j0,085) S, kY 305 = (-0,0223-j0,0200) S.

Tablica 6.4

min Ż  Z  U  C
h=l CŁ=1

WIELKOŚCI UZYSKANE 

ZA POMOCĄ KOMP. LC

WARIANT | jjopt(2c) | Podb Pkomp ln'l P ’odb P  komp

A A W W A W W

16,4 3843 -554,7 19,3 3592,8 0

B 17,4 3288,3 -1228 19,8 3048,9 0

C 18,2 3523 0 18,4 3407,8 0

Analizując powyższe wartości admitancji kompensatorów zauważamy, że ich 

realizacja wymaga użycia dwójników aktywnych ze względu na ujemne wartości 

konduktancji. Realizacja takiego dwójnika jest możliwa za pomocą układów 

energoelektronicznych [64], Jeżeli ograniczymy się tylko do układów LC (część 

urojona admitancji kompensatora), to mówimy wówczas o częściowej kompensacji.
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Rys.6.19. Przebiegi prądów źródła przed kompensacją 

Fig.6.19. Waveforms o f source currents before compensation

Rys.6.20. Przebiegi prądów w fazie 3, przed kompensacją, przy całkowitej 
kompensacji, przy częściowej kompensacji 

Fig.6.20. Waveforms o f current in the phase 3 before compensation, by completelly 
compensation and by partial compensation



Na rys.6.19 przedstawiono przebiegi prądów źródła przed kompensacją, a na rys.6.20 - 

przebiegi prądów w fazie 3: przed kompensacją ¡3(t) przy całkowitej kompensacji
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■opt(Ia) ( t) , przy częściowej kompensacji ij( t)  (kompensator realizuje tylko część 

urojoną admitancji), dla zadania Z1 wariantu A.

e .(t) , Hs ■n. in ! H 9,9A 
-►

e2(t)
1 H 1 1,5A

-0 ) H = 3 ^

e3(t)
J i ł _  ^  12,1A I—/w \— ►

"0"

>20,5H

=10,2 F

~ p ,0 1 F

>1,2 H S6,02H

~[Ó,1F ~ p ,0 9 F  ~JÓ,01F

io n  10 H
_[ pw \ 

[3H

2 fi l  5H
_| [* W l

s n  0,2 F
Z 3 H H

> 10,61H

KOM PENSATOR LC

Rys.6.21. Rozważany układ w przykładzie 6.4 wraz z dołączonymi kompensatorami 
reaktancyjnymi

Fig.6.21. The system considered in example 6.4 with connected reactance 
compensators

Na rys.6.21 przedstawiono rozważany układ z rys.6.18 z dołączonymi obwodami 

kompensatorów reaktancyjnych LC zapewniających częściową kompensację, nato­

miast na rys.6 .2 2  przedstawiono przebiegi prądów w poszczególnych fazach przy 

zaproponowanej częściowej kompensacji za pomocą układów LC.



171

Rys.6.22. Przebiegi prądów dla zaproponowanej częściowej kompensacji 

Fig.6.22. Waveforms o f current for proposed partial compensation

Należy zauważyć, że prądy optymalne są symetryczne, tzn. spełniają zależność 

¡ o p t a n t )  =  i ° p t ( l a ) ( t  _  x /  3 ) ;  jO P t ( I a ) ( t )  _  ¡ o p t ( l a ) ( t  _ T / 3 )

Podobne zależności zachodzą dla pozostałych rozpatrywanych zadań i wariantów. 

W tablicy 6.5 zestawiono wartości uzyskane z rozwiązania zadania Z2 dla pełnej 

kompensacji dla po = Pi = P2 = 1 oraz dla kompensacji częściowej.

Tablica 6.5

m i n Ż Z V hI ah  C h
h=l a= l

WIELKOŚCI UZYSKANE 

ZA POMOCĄ KOMP. LC

WARIANT | ]jopt(2c) | *
0 O Q
.

ar Pkomp ln'l P  odb P  komp

A A W W A W W

17,2 3801 -513 19,2 3606,2 0

B 20,6 3288,3 -810 20,9 3033,1 0

C 19,3 3589,3 0 18,4 3444,5 0
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Rys.6.23. Przebiegi prądów optymalnych dla wariantów A i C dla zadania Z1 oraz Z2 

Fig.6.23. Waveforms o f optimal currents for variants A, C for task Z1 and Z2

Na rys.6.23 przedstawiono prądy optymalne fazy 1 dla wariantów A oraz C dla 

zadania Z1 oraz Z2 dla po = Pi = P2 = 1.



Aneks A 

WYBRANE UOGÓLNIENIA TEORII MOCY OBWODÓW Z PRZEBIEGAMI 

NIESINUSOIDALNYMI

W aneksie przedstawiono skrócony i uproszczony przegląd koncepcji teorii mocy 

obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi. Opisane koncepcje nie wyczerpują 

wszystkich znanych kilkudziesięciu propozycji mocy, którym poświęcone jest kilkaset 

prac źródłowych. Corocznie obserwuje się wprowadzanie co najmniej kilku nowych 

pojęć mocy o kontrowersyjnych interpretacjach. Analiza porównawcza niektórych 

koncepcji mocy została przeprowadzona w pracach [10, 16, 30], a pełne omówienie 

znanych pojęć mocy wymagałoby oddzielnej monografii. Opisane poniżej koncepcje 

źródłowe zostały w zasadzie wprowadzone dla układu jednofazowego z idealnym 

źródłem napięcia (rozdz.1.2., iys.l.4a), w innych sytuacjach, tam gdzie to było 

możliwe, koncepcje te zredukowano do wymienionego obwodu. Należy podkreślić, że 

wniknięcie w omawiane koncepcje nie jest możliwe na podstawie niniejszego aneksu 

i wymaga skrupulatnej analizy prac źródłowych, bez której pewne idee autorów tych 

prac mogłyby zostać rozmyte bądź też zagubione.

Koncepcja Z. Nowomiejskiego [53, 54]

Określił on moc bierną Budeanu (1.12) w dziedzinie czasu, zgodnie ze wzorem:

1 T
BQ = -J u ( t) [3 C i] ( t)d t  , (A .l)

o

gdzie:

3C - transformata Hilberta prądu dwójnika (rys. 1.1), określona wzorem:

00

[3Ci](t) = V .P .-  i  - ^ - d x  . (A.2)
71 J X - 1—00

Ponadto zdefiniował on moc bierną S. Fryzego (1.25) za pomocą formuły całkowej:
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f Q  =

T T

i wprowadził moc symboliczną NS:

NS = P + j BQ , (A.4)
gdzie:

P - moc czynna,

bQ - moc bierna Budeanu.

Koncepcja ta zawiera elementy teorii C.I. Budeanu i S. Fryzego, a jej cechą

znamienną jest to, że wszystkie moce są definiowane w dziedzinie czasu.

Koncepcja £ . W. Kimbarka [45]

Wprowadził on równanie mocy:

I s |2 = P2 + kQ2 + kD2 , (A.5)
gdzie:

ISI - moc pozorna

kQ = |U , |  I i ,  I sin « U l ,  I , ) , (A.6)

KD = VlS |2 - P 2 -  kQ 2 • (A-7)

Cechą znamienną koncepcji Kimbarka jest to, że za moc bierną w obwodach z 

przebiegami niesinusoidalnymi przyjął on moc podstawowej harmonicznej przebiegów 

napięcia i prądu (rys.l.4a).

Koncepcja D. Sharona [68]

Wprowadził on równanie mocy:

|S|2 = P2 + SQ2 + sS2 (A. 8)

gdzie:

IS I, P - moc pozorna i czynna,

Q = M l2t ą /S ^ h l 2 sm2(< i U h .ih ) . (A.9)
V h = l

S = V|S|2 -  P2 -  SQ 2 . (A. 10)
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Wprowadzona tu koncepcja mocy SQ jest identyczna z koncepcją mocy 

reaktancyjnej zdefiniowanej przez Shepherda i Zakikhaniego i omówionej w dalszej 

części aneksu. Sens fizyczny mocy sS nie został wyjaśniony przez Sharona.

Koncepcja J.H.R. Enslina i J.D. Van Wyka [35]

Zaproponowali oni definicję mocy biernej eQ dla przebiegów nieokresowych. 

Definicja ta dla przebiegów okresowych przyjmuje postać:

Niestety, moc eQ nie jest miarą zwrotnego przepływu energii w obwodzie, gdyż 

przepływ ten uzależniony jest również od mocy deaktywnej [ 1 0 ].

Koncepcja N.L. Kustersa W.J.M. Moore'a [50]

W ramach tej koncepcji zostały rozpatrzone dwa przypadki, z których pierwszy 

dotyczył odbiornika o charakterze rezystancyjno-indukcyjnym, drugi natomiast doty­

czył odbiornika o charakterze rezystancyjno-pojemnościowym. Dla wymienionych klas 

odbiorników zostały wprowadzone rozkłady ortogonalne prądu źródła i równania 

mocy.

Układ rezystancyjno-indukcyjny

Rozkład ortogonalny prądu źródła:

(A .ll)

gdzie:
T

(A. 12)
o

Wprowadzili oni również nowe pojęcie mocy deaktywnej gD:

(A. 13)

1 a1 +  lqc +  *qcr (A. 14)

gdzie:

i - całkowity prąd źródła,

ai - prąd aktywny w sensie S. Fryzego (1.17),
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iqC - prąd bierny pojemnościowy, określony wzorem: 

'd u
■ dt i  1 2

iqc =  7 (A . 15)

du
~dt l2t ,

iqCr - prąd dopełniający, stanow iący uzupełnienie prądów ai, iqc do prądu 

całkow itego i.

Z w zajem nej ortogonalności prądów ai, iqc, iqC:

(ab  ’ą c ) ^  ~  ^ 5 (ab*qcr)[^ — ^ 5 ’ (A .16)

w ynika, że:

2  n 2  II ||2  ii i i2

1*1lj =  (a* + ’qc +  *qcr> a*+  *qc + 'ą c r )^  = ||a mIl .̂ + ||iqc||L2 + |Pqcr|L̂ -  (A .17)

M nożąc rów nanie (A . 17) przez kwadrat w artości skutecznej napięcia źródła, 

uzyskuje się  rów nanie m ocy:

lS |2 =  llUl&T W f lĄ  =  IIUI l2t  M lJ 2 + IIUIIl2t  |iqc||L2T IIu1 lj  l|iqcrl L̂ . =  p2 +  kQc +  KQcr -(A.18)

gdzie:

I S I , P - m oc pozorna i czynna  

KQc - m oc bierna pojem nościow a,

K,Qcr - m oc dopełniająca.

U kład rezystancyjno-pojem nościowy

R ozkład ortogonalny prądu źródła:

i — al iqL lqLr » (A . 19)

gdzie:

i, ai - prąd całkow ity źródła i prąd aktyw ny (por. (A . 14)) 

iqL - prąd bierny indukcyjny, określony wzorem:
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(A.20)

iqLr - prąd dopełniający, stanowiący uzupełnienie prądów ai, iqt  do prądu 

całkowitego i.

Prądy ai, iqL, iqLr są  wzajemnie ortogonalne:

Postępując podobnie jak  poprzednio (por. (A. 17), (A. 18)) uzyskuje się równania 

mocy:

KQLr =  ||u||l 2t  |iq L r ||L2_ - m oc dopełniająca.

Zgodnie z koncepcją Kustersa-Moore'a, prądy: bierny pojemnościowy iqc i bierny 

indukcyjny iqt  m ogą być wyeliminowane z całkowitego prądu źródła przez dołączenie 

równolegle do zacisków odbiornika odpowiednio dobranego kondensatora lub 

induktora. Prądy dopełniające iqc r, iqLr są  niekompensowalne dwójnikiem reak- 

tanyjnym. Z przedstawionych powodów moce kQc> kQl zostały przez autorów 

koncepcji nazwane odpowiednio mocą bierną pojemnościową i mocą bierną 

indukcyjną.

Niestety, szczegółowa analiza koncepcji Kustersa-Moore'a przeprowadzona przez 

L.S. Czarneckiego [18, 21], wykazała niepoprawność wniosków wyciąganych przez 

autorów tej koncepcji oraz brak prawidłowej interpretacji wprowadzonych mocy.

( a ^ q L ) jjz. 0 >  ( a h ^ L r ) ^  (*q L>*q Lr)j_2,  0  . (A.21)

|S|2 - P 2 +K Q L +K Q L r (A.22)

gdzie:

k Q l  = ||u ||l 2t  ||iq L  1^2 '  moc bierna indukcyjna,
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K oncepcja M. D epenbrocka [28,29]

Podstawę tej koncepcji stanowi rozkład całkowitego napięcia źródła u na harmo­

niczną podstawową u i i składnik uzupełniający uk:

u = U] + uk . (A.23)

Wykorzystując wzór (A.23) oraz definiując wielkości:

P l = ( u „ i ) L2 , (A.24)

Pk = ( u k ,i)  2 , (A.25)

(U l,i) L2
i, ,i2
F  ,2

G. = „ 2 T- , (A.26)
Il2t

( “ k .i), 2
G k =  .. „2 T , (A .27)

F  t2u i i l t

(u ,i). 2

0  = — ^ ’ (A -28)
M i 2-

AG = G, - G , (A.29)

AGk = Gk - G , (A.30)

wprowadzony został rozkład ortogonalny całkowitego prądu i źródła:

i = ah + aik + iQ + igv + ikv + iN> (A.31)

gdzie:

(u ,i) . 2
(A -32)

H i 2 ii i i l t

(u ,i), 2

a**1 = ii Uk * (A-33>
H i 2II I I L T

( i , u , ( t - y ) )  T
a lQ = ----- „ „2 u ! (t  "  j )  . (A .34)

F i l  4
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igv = AG U] , (A.35)

igv AGk uk , (A.36)

•N = *'(a* 1 + aik + IQ + igv + >kv) ■ (A.37)

Wykorzystując rozkład prądu (A .31) M. Depenbrock wprowadził równanie mocy:

|S|2 = P 2 + d Q2 + V2 + N 2 , (A.38)

gdzie:

P = P l+ P k ,  (A.39)

dQ = IMIl 2t  ||‘q ||l 2t  » (A.40)

^  M l i i  ł / l l* g v | | j2 .  + ||ikv||7.2 > ( A . 4 1 )

• (A.42)

Koncepcja Depenbrocka zawiera cechy wspólne z koncepcją Kimbarka. Moce Pj 

(A.24), Pk (A.25) to moce czynne przenoszone przez pierwszą harmoniczną prądu i 

przez pozostałe harmoniczne prądu. Moc dQ stanowi [10] moc bierną podstawowej 

harmonicznej i pokrywa się z definicją mocy biernej (A.6 ) wprowadzonej przez 

Kimbarka. Sens fizyczny pozostałych mocy występujących w równaniu (A.38) nie 

został dostatecznie wyjaśniony.

K oncepcja Shepherda - Zakikhaniego [69, 70]

Podstawę tej koncepcji stanowi rozkład prądu źródła (rys.l.4a) na dwa składniki: 

i = iR + ir , (A.43)

gdzie:

iR(t) = v / 2 R e ^ | l h|cos<ph(hco0t + a h) , (A.44)
h = l

00

ir (t) = V 2 R e ^ | l h|sincph(h£D0t + a h), a h = argU h, tph = (U h,Ih) ,(A.45)
h = l
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przy czym prądy iR, ir są wzajemnie ortogonalne:

(iR, i r ) . 2 = 0 .  (A.46)
LT

Ze wzorów (A.43), (A.46) wynika równanie mocy:

|S|2 = ¡ < 2. ||i||2L2. = ||ufL2T \\iĄ + ||u||^T = RS2 + Q f , (A.47)

w którym nie występuje moc czynna P. Interpretacja prądów iR, ir jest prosta dla 

odbiornika SLS opisanego ciągiem admitancji Y|, = G), + jB)„ h eN  (rys. A l).

Harmoniczne Irh, Irh prądów ir, ir stanowią rzuty harmonicznych Ih całkowitego 

prądu odbiornika na kierunek równoległy i prostopadły względem wektora Uh

harmonicznych napięcia źródła. Zatem:

00

iR(t) = V 2 R e ^ G hU h exp(jhco0t) , (A.48)
h=l

CO

i r (t) = V 2 R e ^ j B hU h exp(jhco0t) . (A.49)
h=l

Prąd iR nosi nazwę składowej czynnej całkowitego prądu źródła i podobnie jak moc 

SR (A.47), nie ma on bardziej szczegółowej interpretacji fizykalnej. Harmoniczne

71
prądu ir (A.49) są przesunięte w fazie o kąt ± — względem harmonicznych Uh napięcia

źródła i mogą być wyeliminowane z prądu źródła przez dołączenie równoległe do 

zacisków odbiornika dwójnika reaktancyjnego o susceptancjach ^Bh takich, że:

kBh = -Bh , h eN  . (A.50)

Z wymienionych powodów przyjmuje się, że prąd ir związany jest ze zwrotnym 

przepływem energii w układzie: źródło - odbiornik. Prąd ten nosi nazwę prądu 

reaktancyjnego a jego miarę stanowi moc Qr (A.47). Należy zauważyć, że żadna z 

mocy występujących w równaniu (A.47) nie jest zachowawcza. Dla źródła o 

skończonym widmie harmonicznych i o pomijalnie małej impedancji wewnętrznej 

przedstawiona interpretacja prądu ir oraz mocy Qr wydaje się sensowna. Wątpliwości
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powstają w sytuacji, gdy napięcie źródła jest sygnałem o nieskończonym widmie 

harmonicznych, co z reguły zawsze występuje. W tym przypadku z jednej strony prąd 

bierny ir oraz moc bierna Qr byłyby pobierane przez układ o stałych skupionych, 

z drugiej strony zaś prąd ten oraz moc Qr byłyby kompensowalne układem polowym - 

bezstratną linią długą o susceptancjach określonych wzorem (A.50). Wynikałaby 

z tego wątpliwa równoważność energetyczna tych układów.

Koncepcja L.S. C zarneckiego [15, 20]

Modyfikacja koncepcji Shepherda - Zakikhaniego została przeprowadzona przez 

L.S. Czarneckiego i polegała na dalszej dekompozycji rozkładu (A.43). W wyniku tej 

dekompozycji uzyskuje się prąd aktywny S. Fiyzego oraz nowy prąd ij  nazwany 

prądem rozrzutu (dyspersji). Uzyskana w ten sposób dekompozycja prądu źródła 

wynika wprost z rys.A l oraz rys.A2:

h
C

O

Rys.A l. Ilustracja rozkładu (A.43) dla 
pojedynczej harmonicznej 

Fig.A l. The illustration o f  decomposition 
(A.43) for single harmonie Fig.A2. The illustration o f

Rys.A2. Ilustracja dekompozycji
(A .51) dla pojedynczej 
harmonicznej

decomposition (A.51) for 
single harmonie
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Wprowadzony w tej koncepcji rozkład prądu źródła określa wzór:

= G 0 U 0 + V 2 R e ^ ( G h + j B h) U h exp(jhco0t) =
h = l

00

= cG U 0 + V 2 R e ^  cG hU h exp(jhco0t ) +  (A .51)
h=l

00

+ V2 Re ̂  jB hU h exp(jhco 0t) +
h=l

00

+ (G 0 -  eG ) U 0 + V2 R e ^ ( G h -  eG ) U h exp(jhw0t ) .
h=l

Z wzajemnej ortogonalności prądów ai, ir, is:

( ai , i r) I2 = 0 ,  ( ai , i s ) L2T = 0 ,  ( i r, i s) L2T = 0  (A-52)

wynika równanie mocy:

!s l2 =  l“ l ^ | i | f c T - I H f c T!.i |foT + H Il=  tĄ  + ! < =  U% = P2 + Q i + Q i . ( A . 5 3 )

przy czym (por. A.47):

RS2 = P2 +Q s . (A.54)

W równaniu (A.53) występuje moc czynna P, moc bierna Qr (A.47) oraz nowa

niezachowawcza Qs, nazywana mocą rozrzutu (dyspersji). Równanie (A.53) określa 

prostopadłościan mocy różny od wprowadzonego przez C.I. Budeanu (por. rozdz. 1.2.1, 

rys. 1.3). Prąd rozrzutu is (A.51) powstaje w wyniku dyspersji częstotliwościowej 

konduktancji odbiornika Gh względem konduktancji zastępczej S. Fryzego eG. 

Bardziej szczegółowa interpretacja tego prądu jest nieznana. Moce Qr, Qs (A.53) 

stanowią jedynie miary prądów ir, is i nie mają odrębnej interpretacji. Moce te są 

niezachowawcze, a więc nieprzydatne do celów bilansowania energii.

Przedstawione koncepcje źródłowe niektórych teorii mocy układów z przebiegami 

niesinusoidalnymi m ają wiele uogólnień. Koncepcje te oraz wiele innych nie 

omówionych w pracy m ają następujące cechy wspólne:

1. Są one wprowadzane na poziomie najprostszego modelu obwodu złożonego ze 

źródła i odbiornika.



183

2. Dotyczą z reguły układów z przebiegami niesinusoidalnymi i okresowymi.

3. W żadnej z nich nie uwzględnia się pojęcia optymalnego kształtu przebiegu.

4. Wprowadzane dekompozycje prądów i mocy budzą liczne wątpliwości interpre­

tacyjne.

5. Wprowadzane moce są najczęściej niezachowawcze.

Z wymienionych przyczyn brak jest ogólnie akceptowalnych na świecie mocy w 

układach z przebiegami niesinusoidalnymi, a sposoby poprawnego zdefiniowania ta­

kich mocy (o ile w ogóle istnieją) pozostają do chwili obecnej nieznane. Świadczą 

o tym liczne kontrowersyjne artykuły, które ukazały się w ostatnim okresie 

np. [26, 32, 36],



Aneks B

UOGÓLNIONY WSKAŹNIK JAKOŚCI

Sprecyzowanie pojęcia "optymalnego kształtu", przebiegów występujących 

w obwodach elektrycznych jest możliwe, gdy obwody te stanowią modele układów 

elektroenergetycznych. Dla takich obwodów optymalny kształt przebiegów utożsamia 

się z przebiegiem sinusoidalnym o częstości znamionowej systemu elektroenerge­

tycznego. W ogólnej teorii obwodów i sygnałów określenie pojęcia optymalnego 

kształtu przebiegów jest możliwe dla wybranej klasy układów (np. generatorów drgań) 

i zdeterminowane celami, do których układy te są stosowane.

Wykorzystywane w pracy wskaźniki jakości (2.14), (2.15), (2.19), (2.20) stanowią 

filtry, silnie wzmacniające wyższe harmoniczne przebiegów, co wprost wynika ze 

wzorów (2.17), (2.19). (2.20) (rys.B.l).

Rys.B l. Wykres funkcji V h(h ), (2.17) 

Fig.BI. Plot o f  function V h(h),  (2.17)
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Minimalizacja wymienionych wskaźników jakości prowadzi zatem do wyróżnienia 

przebiegów o kształcie zbliżonym do przebiegu sinusoidalnego i o częstości najniższej 

harmonicznej występującej w przebiegu napięcia źródła. Wskaźniki te nie mogą być 

więc wykorzystywane do optymalizacji obwodów, dla których optymalny kształt 

przebiegu rozumie się w inny, niż to opisano, sposób. Eliminację tej niedogodności 

można przeprowadzić różnie. Kilka metod umożliwiających optymalizację 

energetyczno-jakościowych właściwości obwodów, dla których optymalny kształt 

przebiegów zadaje się w sposób dowolny, opisano poniżej.

I. MODYFIKACJA WSKAŹNIKA JAKOŚCI W DZIEDZINIE CZĘSTOTLIWOŚCI 

Możliwe jest [84] uogólnienie wskaźników jakości (2.19). (2.20) w taki sposób, by 

zależały one selektywnie od grupy harmonicznych należących do zadanego zbioru 

indeksów N j c  N. W tym celu wystarczy współczynniki Vh zdefiniować jako 

dowolną zadaną i dodatnią funkcję częstotliwości V(co):

Pierwszy składnik wzorów (B.3), (B.4) umożliwia ocenę wartości skutecznej lub 

mocy czynnej przebiegów f, g, z wagą A, drugi natomiast stanowi ocenę kształtu 

przebiegów. Sposób oceny kształtu przebiegu jest zdeterminowany doborem funkcji 

wagowej B(co).

(B .l)

Przykładowo, przyjmując:

V(o>) = A + B(co), A e R + , 

funkcjonały (2.19), (2.20) przedstawić można w postaci wzoru:

(B.2)

00 00

(B.3)

(B.4)
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Rys.B2. Przykładowy wykres funkcji B(co) 

Fig.B2. Exemplary plot o f  function B(co)

Przykład B .l

Przyjmijmy, że wskaźnik jakości (B.3) powinien być uzależniony od udziałów 

trzeciej i dziewiątej harmonicznej przebiegu okresowego. Definiując funkcję B(co) 

(rys.B2) zgodnie z wzorem:

1 1
B(m) = co

( c o - 3 ) 2 + £ |  ( c o - 9 ) 2 + e 2
£], e2 > 0, A = 0,5

rozwiązanie problemu minimalizacji wskaźnika (B.3) prowadzi do prądu optymalnego 

o małej zawartości trzeciej i dziewiątej harmonicznej.

Wynika to z oszacowania prądu optymalnego źródła, które (por. rozdz.3.1) dla 

układu z idealnym źródłem napięcia ma postać:

: G h||U h|< B (a j) |j>, h. o " j u h| ,  (B.5)

II. MODYFIKACJA WSKAŹNIKA JAKOŚCI W DZIEDZINIE CZASU

Uwrażliwienie wskaźników jakości (2.14), (2.15) na zadany kształt przebiegu 

można osiągnąć [85], modyfikując je  od postaci określonej wzorami:
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J3 ( 0  = £ p k -  J [3 f (k)ff ( t ) d t , (B.6 )
k = -m  o

J 4(f.g) = Z  Pk j  J  [-3C(k)(f,g )]2 (t)dt , (B.7)
k=-m 1 o

gdzie:

p .m,... P o ,..., pi - nieujemne współczynniki wagi, 

operator zdefiniowany zgodnie z wzorem:

m  [D(k) dla k > 0
3C( } = (B.8)

j l (k) dla k < 0 ,

(k)D - symbol pochodnej w sensie Soboleva, k-tego rzędu,

fk)I - symbol k-krotnej nieznaczonej całki w sensie Lebesgue'a.

Można wykazać [86 ], że funkcjonały J3 , J4 w dziedzinie częstotliwości przyjmują

postać określoną wzorami (2.19), (2.20), przy czym (por. (B .l), (B.2)): 

k=l
Vh = X  Pk(hco0)2k . (B.9)

k=-m

Uwzględnienie we wskaźnikach jakości (B.6), (B.7) pochodnych przebiegów 

uwrażliwia je  na wpływ wyższych harmonicznych przebiegów. W przeciwieństwie do 

tego operator całkowania (B.8) uwrażliwia te wskaźniki na harmoniczne o niskich 

numerach. W efekcie tego poprzez dobór współczynników wagi pk można ustalić 

wrażliwość rozpatrywanych funkcjonałów na żądane pasmo harmonicznych przebiegu, 

a więc na jego zadany kształt. Uzyskane tak funkcje Vh (B.9) mogą być multi- 

modalnymi funkcjami częstotliwości, co ilustruje rys.B.3.

Optymalizacja wskaźników jakości (B.6 ), (B.7) prowadzić może do przebiegów o 

wytłumionym bądź też wzmocnionym paśmie harmonicznych.
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Rys.B3. Przykładowy przebieg funkcji V h(h),  (B.9)

Fig.B3. Exemplary plot o f  function V h(h) ,  (B.9)

III. MODYFIKACJA ZADANIA OPTYMALIZACYJNEGO

Podejście takie stosowane od niedawna [76, 77, 91], możliwe jest w dwojaki 

sposób, co opisano poniżej.

III.l. Modyfikacja funkcjonału jakości uwzględniająca sygnał wzorcowy

Modyfikacja ta polega na rozpatrywaniu zadań optymalizacji (por. rozdz. 3, 4 pracy) 

z wykorzystaniem funkcjonałów określonych na sygnale różnicowym:

m i n J ( f - f 0) ,  (B.10)
f

gdzie:

f0 - zadany sygnał wzorcowy określający przyjęty optymalny kształt przebiegu.

Funkcjonał jakości (B.10) może tu mieć postać normy średniokwadratowej, normy 

Soboleva lub też innych norm przestrzeni funkcyjnych. Do rozwiązywania problemów 

optymalizacji funkcjonałów (B.10) nieróżniczkowalnych w sensie Frecheta lub 

Gateaux stosuje się metody subgradientowe [76]. Minimalizacja sygnału różnicowego 

umożliwia uzyskiwanie przebiegów optymalnych o kształtach różniących się dowolnie 

mało od przebiegów wzorcowych.
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III.2. Modyfikacja ograniczeń ograniczeń optymalizacji

W tym przypadku zadania optymalizacji klasycznych funkcjonałów jakości (por. 

rozdz. 3, 4) uzupełnia się o dodatkowe ograniczenia:

A. Dotyczące przebiegu różnicowego:

T ) , ( f - f 0) = e, , e , > 0  , (B . l l )

gdzie:

T>1 - funkcjonały mające postać norm przestrzeni Hilberta przebiegów 

okresowych (por. rozdz. 2 ).

B. Dotyczące zawartości harmonicznych z zadanego pasma, zgodnie z wzorem:

T>2 ( f )  = e2 ’ 82 > 0  (B.12)

gdzie:

T>2 - funkcjonały stanowiące ocenę przebiegów, określone zgodnie z regułami 

opisanymi w punktach I, II aneksu.

Wymienione metody umożliwiają formalizację zadań optymalizacyjnych, których 

rozwiązanie prowadzi do prądów optymalnych (aktywnych) o minimalnych 

wartościach skutecznych lub też realizujących minimalne straty mocy czynnej na 

wybranych elementach obwodów. Kształt tych prądów jest dowolnie bliski zadanym 

przebiegom wzorcowym. Techniki rozwiązywania wymienionych problemów są często 

podobne do stosowanych w pracy.
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OPTYMALIZACJA ENERGETYCZNO-JAKOŚCIOWYCH WŁAŚCIWOŚCI 

OBWODÓW ELEKTRYCZNYCH Z PRZEBIEGAMI OKRESOWYMI 

NIESINUSOIDALNYMI

Streszczenie

Monografia przedstawia wyniki kilkuletnich prac autorów dotyczące analizy właściwości 

energetycznych i jakościowych obwodów z przebiegami okresowymi, niesinusoidalnymi. Na 

wstępie omówione zostały dwie podstawowe teorie mocy obwodów z przebiegami 

niesinusoidalnymi, na bazie których autorzy proponują nową koncepcję analizy takich 

obwodów pod kątem poprawy ich właściwości energetycznych i jakościowych. Koncepcja ta 

oparta jest na metodach optymalizacyjnych.

Opis stosowanego w pracy aparatu matematycznego zawarty jest w rozdziale 2. Dalsze 

rozdziały monografii tworzą dwa bloki tematyczne.

Pierwszy z nich dotyczy zagadnień optymalizacji wartości skutecznych i zniekształceń 

prądów w obwodach jedno- i wielofazowych. Dla rozpatrywanych w pracy obwodów SLS 

optymalizację przeprowadza się w dziedzinie częstotliwości. Podejście takie (w przeci­

wieństwie do analizy czasowej) umożliwiło uzyskiwanie rozwiązań wielu z rozpatrywanych 

problemów w postaci zamkniętej, dla innych możliwa jest przy tym podejściu konstrukcja 

efektywnych algorytmów numerycznych służących do ich rozwiązywania. W pracy 

rozpatrzono (rozdz.3, 4) przede wszystkim proste modele układów zawierające źródło energii 

i odbiornik, tym niemniej opisane metody mogą być stosowane dla układów o złożonej 

strukturze topologicznej.

W ramach drugiego bloku (rozdz.5,6) rozpatrzono zagadnienie realizacji optymalnych 

punktów pracy obwodów, które określono w rozdziałach 3, 4. Realizację tę przeprowadza się 

z wykorzystaniem dwu- i wielozaciskowych układów SLS, nazywanych kompensatorami. 

Centralnym problemem (rozdz. 5) jest tu synteza dwójników pasywnych i aktywnych, których 

charakterystyki częstotliwościowe zadane są w skończonej liczbie punktów. W pierwszej 

kolejności opisano metodę syntezy pewnej klasy (RLC, -R(1)) dwójników aktywnych o prostej 

realizacji energoelektronicznej. Następnie opisano kilka metod syntezy dwójników pasywnych 

LC. Na zakończenie pracy (rozdz. 6) podano kilka przykładów ilustrujących stosowane 

metody optymalizacji i syntezy.
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Uzupełnienie pracy stanowią dwa aneksy. Pierwszy dotyczy krótkiego przeglądu bardziej 

znanych teorii mocy obwodów z przebiegami niesinusoidalnymi. Drugi aneks zawiera 

propozycje uogólnienia stosowanego w  pracy wskaźnika jakości tak, by możliwa była 

optymalizacja kształtu sygnałów w sposób dowolnie zdefiniowany przez użytkownika.

Wyniki rozważań zawartych w  pracy uzupełniono licznymi przykładami ilustrującymi 

możliwości wprowadzonych przez autorów koncepcji i metod.



THE OPTIMIZATION OF ENERGETICAL-QUALITY PROPERTIES OF 

ELECTRICAL SYSTEMS WITH PERIODIC NONSINUSOIDAL WAVEFORMS

Summary

The monograph presents results of the authors several years’ investigations dealing with 

power and qualitative properties of nonsinusoidal systems.

The monograph starts with discussing two main power theories for nonsinusoidal systems. 

Basing on these theories the authors suggest a new conception of analysis for such systems 

from the point of view of circuit power and qualitative properties improvement.

This conception is based on optimization methods. The description of mathematical 

methods is presented in Chapter 2. The other monograph chapters can be divided into two 

topical sections.

The first section deals with optimization problems of rms values and distortions of currents 

in one-and multi-phase systems. The optimization is made in the frequency domain for the 

circuits SLS discussed in the monograph. This approach (contrary to analysis in the time 

domain) makes possible to get solutions in a close form for many presented problems or 

develop effective numerical algorithm for the others which can be used to solve them.

In the monograph simple circuit models containing the power source and the load are 

presented (see Chapters 3 and 4) but the described methods can be applied to circuits with 

complex topological structure as well.

The second section (i.e. Chapters 5 and 6) deals with the problem of realization of 

optimum operating points of the circuits described in Chapters 3 and 4. This realization is 

made by means of two and multi terminal circuits SLS called compensators. The main 

problem (see Chapter 5) is the syntheses of passive and active one-ports whose frequency 

characteristics are given in a finite number of points. The method of synthesis of active one- 

ports of class (RLC, -R1) with simple energo-electronic realization is described first. Next a 

few methods of synthesis o f passive one-ports LC are presented. Some examples illustrating 

the applied methods of optimization and synthesis are given in Chapter 6 .

Two appendixes finish the monograph. The first one presents a short review of the well- 

known power theories of nonsinusoidal systems. The second one gives some suggestions for
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generalization o f  the function o f  goal used in the monograph so that the optimization o f  signal 

shape in the way defined optionally by the user could be possible.

The results o f  considerations presented in the monograph are supported by many examples 

showing advantages o f  the conceptions and the methods introduced by the authors.
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