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nie jest zbyt znaczacy. Tworzy sie wowczas modele matematyczne, ktére przyjmuja stata
wzdtuz obwodu maszyny grubo$¢ szczeliny powietrznej.

Jednak wiele zjawisk elektromagnetycznych istotnych dla wiasciwej pracy maszyny nie
da sie uwzgledni¢ przy przyjeciu zbyt daleko idacych zatozen upraszczajacych. Przyktadem
moga by¢ generowane w maszynie drgania skretne i wibracje watu oraz korpusu, a takze
szumy magnetyczne, ktdre sa generowane przez elektromagnetyczne momenty pasozytnicze.
W modelach matematycznych, ktérych celem jest analiza warunkéw powstawania momentéw
pasozytniczych, konieczne jest uwzglednienie wyzszych harmonicznych przeptywu, jak tez
nalezy wzig¢ pod uwage obustronne uztobkowanie szczeliny powietrznej. Obustronne
uztobkowanie szczeliny powietrznej prowadzi do obwodu magnetycznego o zmiennej wraz
z katem obrotu wirnika przewodno$ci magnetycznej. W literaturze $wiatowej spotkaé mozna
wiele publikacji opisujgcych obustronne uztobkowanie szczeliny powietrznej i jego wpltyw na
powstawanie wyzszych harmonicznych przestrzennych. Celem niniejszej pracy jest graficzna
reprezentacja wzajemnego oddziatywania wyzszych harmonicznych przestrzennych
przeptywu i wyzszych harmonicznych przestrzennych powstajgcych wskutek uztobkowania
szczeliny powietrznej oraz okre$lenie warunkéw, w ktérych generowane sg momenty
pasozytnicze.

2. INDUKCJA MAGNETYCZNA W SZCZELINIE POWIETRZNEJ

Rozkfad przestrzenny skfadowej promieniowej natezenia pola magnetycznego wzdtuz
rozwinietego obwodu szczeliny powietrznej przy potozeniu wirnika, okreslonym katem S
i przy przyjeciu nieskoniczonej wartosci przenikalnosci magnetycznej zelaza okresla wzor:

H(«.<9) ="~ m (H (0,9)5(0,¢>) + ©(al 1)), @

gdzie:

©(at,t) - wypadkowy przeptyw wytwarzany przez uzwojenie stojana,

S(as,3). - funkcja opisujaca nieréwnomierng grubos$¢ szczeliny powietrzne;j.
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Rys.l. Uklad wspétrzednych zwigzany ze stojanem
Fig.l. Coordinate system fixed in stator

Warto$¢ natezenia pola dla poczatku uktadu wspétrzednych a s = 0, wyznaczona

z warunku ciggtosci strumienia magnetycznego:

|/0jH (0.,5)da, =0 2

WYynosi:

da, 3

oW ™)
Znajac rozldad natezenia pola magnetycznego w szczelinie powietrznej wzdiuz

rozwinietego obwodu stojana mozna wyznaczy¢ rozktad indukcji w szczelinie powietrznej:
B(at,®) = |i0.H(alS) 4

3. SZEREG FOURIERA ILOCZYNU PRZEPLYWU | ODWROTNOSCI
SZCZELINY POWIETRZNEJ

W wyrazeniu (1) opisujgcym rozklad natezenia pola magnetycznego wzdiuz
rozwinietego obwodu szczeliny powietrznej wystepuje iloczyn przeptywu i odwrotnosci
funkcji opisujacej grubos¢ szczeliny powietrznej.

Niechaj uzwojenie umieszczone na obwodzie maszyny wytwarza w danej chwili
czasowej t przeptyw, ktdry mozna przedstawic¢ w postaci nastepujacego szeregu Fouriera:

©(«..0 =X Ad(t)sinka Q)
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a szereg Fouriera odwrotnosci funkcji opisujacej szczeline powietrzng ma postac:

(6)
Poczatek uktadu wspétrzednych a, = 0 zwigzany ze stojanem zostat tak dobrany, ze
)
pokrywa sie z osig neutralng przeptywu (spetniony warunek J©(a,)da, =0).
0
lloczyn przeptywu i odwrotnosci szczeliny ma nastepujaca postac:
=Z { Aek(t)AlOsinka,+
Aek()Aiver»s((k - v)as- auS>) +
2 v 5
Aek(DAi vCos((k+V)a, +auS)) } )
2V S

Z matematycznego punktu widzenia ze wzoru (7) wynika, ze k-ta harmoniczna
przestrzenna przeptywu dziatajac na uztobkowang szczeline ulega rozszczepieniu na ciggi
harmonicznych przestrzennych o rzedach k+v i k-v.

Wz6r (7) mozna zinterpretowa¢ graficznie budujac tabele, w ktérej wiersze
odpowiadajg harmonicznym odwrotnos$ci funkcji opisujacej grubos¢ szczeliny powietrznej, a
kolumny - harmonicznym przeptywu. Przykfad takiej tabeli dla przeptywu stojana,
zawierajagcego przyktadowo 1 i 7 harmoniczng przestrzenng (k=1,7) i dla uztobkowanej
szczeliny, zawierajgcej skladowg statg i wszystkie kolejne harmoniczne przestrzenne
(v»0,1,2,3...), przedstawiono na rys.2.

iloczyn przeptyw u i odwrotnosci grubosci szczeliny —
rzad harmonicznej przestrzennej przeptywu © ->
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Rys.2. Harmoniczne pola magnetycznego wytworzonego przez uzwojenie stojana
Fig.2. Magnetic field space harmonics produced by stator winding
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Z tabeli na rys.2 wynika, ze kazda harmoniczna przestrzenna przeptywu w wyniku
rozszczepienia generuje harmoniczne, ktérych rzedy wyznaczone sg przez regularne krzywe,
majace ksztatt odwroconej litery V. Linie te zatamuja sie (,,0dbijajg”) dla harmonicznej rzedu
zerowego, czyli dla wartosci statej. Wierzchotek kazdej krzywej V odpowiada harmonicznej
przeptywu, ktdéra w wyniku rozszczepienia poprzez harmoniczne odwrotnosci funkcji
opisujacej grubo$¢ szczeliny powietrznej generuje harmoniczne iloczynu przeptywu i
odwrotnosci  grubosci. Przyktadowo, 15 harmoniczna iloczynu, powstata jako wynik
rozszczepienia 7 harmonicznej przeptywu przez 8- harmoniczng odwrotnosci szczeliny,
znajduje sie w Osmym wierszu tabeli i na krzywej V, ktérej wierzcholkiem jest 7
harmoniczna.

Powyzsza tabela pokazuje takze w przejrzysty sposéb, ze w wyniku rozszczepienia
ré6znych harmonicznych przeptywu przez harmoniczne odwrotnosci funkcji grubosci
szczeliny moga powstawac harmoniczne o tych samych rzedach, a wiec znajdujace sie w tej
samej kolumnie. W takim przypadku wypadkowa amplituda jest efektem sumowania. Znajac
amplitudy poszczeg6lnych skiadnikdw mozna wyznaczy¢ ich wypadkows. Przykladowo,
w rozwazanym przypadku harmoniczna iloczynu przeptywu i odwrotnosci grubosci szczeliny
13 rzedu (13-kolumna tabeli) skiada sie z dwdch sktadnikéw. Oznaczajgc odpowiednio
amplitudy poszczegélnych elementéw przez A#e3i Ai3 (gdzie pierwszy indeks wskazuje
na rzad harmonicznej przeptywu, a drugi indeks - na rzad harmonicznej grubosci szczeliny)
otrzymuje sie:

A7a13sin(13- a, +aW3) +\ WJsin(13-a, +au,, 3 =
= A, 6l sin(L3m s)cos(ar7613) + A, W3 cos(l3ea, )sin(a76,3) +
+ A 12 sina3eas)cosizW 3) + Aiy3 cosa3 «a, )sinfc:U2J3) =

= ( A76J3«»(«7.6.13)+ A11213COS(«V 2,n) W Y3« ,) +
+ AT78)3sin(«.,i2.13) + Au2.,3sin(au213)cos(13-al) =
= AelU3sin(l3a,+ald ®)

gdzie:
Ae l$3 ~ y A 7,643 A U2J3 2 A 76,13A 21,1213 COS(®7,6,13 _ ®1,1233)

_ A763 Tt"3) + Aiil2u sin(g, 12[3)

A 7,603COS(a 7,6,13) + A U2,13COS(a u2J3)

Jezeli w widmie harmonicznych przestrzennych przeptywu i funkcji odwrotnosci
szczeliny wystepuja harmoniczne o tych samych rzedach, to znaczy spetniona jest zalezno$¢:

k-v=0 9)
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wowczas w szeregu harmonicznych przestrzennych pojawi sie stata - ze wzgledu na
wspotrzedng przestrzenng  funkcja (zalezna tylko od chwili czasowej t oraz kata obrotu
wirnika 9). Jej warto$¢ w og6lnym przypadku wynosi:

Aeil(»,t) = ; wsin(ctv(9)) (10)

A k=v

Przyktadowo, dla harmoniczych przeptywu rzedu 1 i 7 rozszczepionych odpowiednio
przez harmoniczne odwrotnosci grubosci szczeliny tego samego rzedu w kolumnie zerowej
pojawiajg sie dwa elementy (rys.2). Ich suma daje warto$¢ funkcji statej wzgledem
wspodtrzednej przestrzennej a , .

Woyrazenie (10) jest cykliczng funkcja kata obrotu wirnika. Przyjmujac na podstawie
[4], ze obrotowi wirnika o kat 9-k( ), keC (gdzie: - katowe podziatki
ztobkowe odpowiednio stojana i wirnika) odpowiada przesuniecie funkcji opisujacej
odwrotnos$¢ grubosci szczeliny o kat:

g ’_:«,(*):D)- (U)

a <b air
oraz uwzgledniajac (10) mozna wyznaczy¢é wartosci kata obrotu wirnika 90) dla ktérych
wartos$¢ stata wynosi zero:

9,, = kuad*~ adr keC (12)

Pole magnetyczne jest polem bezzrédtowym. W rozktadzie przestrzennym natezenia
pola magnetycznego wzdtuz obwodu szczeliny (1) nie moze wystapi¢ warto$¢ stata. Zatem
funkcja stata szeregu Fouriera iloczynu przeptywu wytwarzanego w danej chwili t oraz
odwrotnosci funkcji grubosci szczeliny przy danym kacie obrotu wirnika 9 musi by¢
réwnowazona przez pierwszy ze sktadnikéw sumy (1):

stad:

W wyrazeniu (6) opisujgcym widmo harmonicznych odwrotnosci funkcji opisujacej
grubos¢ szczeliny powietrznej przyjeto, ze zawiera ono kolejne harmoniczne przestrzenne.
W widmie opisujgcym rzeczywistg szczeling wystepuja tylko harmoniczne o rzedach
zwigzanych z liczbg ztobkoéw stojana i wirnika [1],[2]:

v =cQ,, cQr, c(Q,+Qn), c(Qr-Q.) ceN (15)
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4. GRAFICZNE PRZEDSTAWIENIE ODDZIALYWANIA POLA
MAGNETYCZNEGO STOJANA | WIRNIKA

W rozdziale 3 przedstawiono sposéb konstrukcji tabeli okres$lajacej rzedy
harmonicznych iloczynu przeptywu wytwarzanego w danej chwili przez uzwojenie stojana
i odwrotnosci funkcji opisujacej grubo$¢ szczeliny powietrznej. W podobny sposéb mozna
stworzy¢ tabele dla wirnika.

Niechaj uzwojenie wirnika wytwarza w danej chwili t wypadkowy przeptyw, ktory
w uktadzie wspoétrzednych zwigzanych ze stojanem opisuje szereg Fouriera:

0.,(<X, tE) = xk Aek(t)sin(k(a, +S)) (16)

Zestawiajgc obie tabele na wspélnym rysunku dogodnie jest odwrécic tabele zwiazang
z wirnikiem, tak jak to uczyniono na rys.3.

Takie zestawienie obrazuje wzajemne oddziatywanie p6l magnetycznych
wytworzonych przez uzwojenie stojana i wirnika. Przyktadowo, niech uzwojenie stojana
wytwarza pierwszg harmoniczna przeptywu (ks” 1), a uzwojenie wirnika - pierwszg i si6dma
harmoniczng przeptywu (k,=1,7). Funkcja odwrotnosci grubosci niech posiada warto$¢ statg
oraz szbstg harmoniczng (v=0,6). Pole magnetyczne wytworzone przez stojan posiada
wowczas pierwsza, pigta oraz siodma harmoniczng, za$ wypadkowe pole magnetyczne
wytworzone przez uzwojenie wirnika zawiera w swoim widmie harmoniczne rzedu
pierwszego, pigtego, siédmego i trzynastego. Odpowiednio pierwsze, pigte i siédme
harmoniczne obu pél oddziatujg wzajemnie na siebie, wytwarzajac momenty
elektromagnetyczne.

Wypadkowy przebieg momentu elektromagnetycznego podczas rozruchu silnika
przedstawiono na rys. 4b. Dla poréwnania na rys. 4a przedstawiono przebieg momentu
elektromagnetycznego podczas rozruchu dla modelu matematycznego silnika posiadajgcego
szczeline gtadka.

Kolejny przyktad przedstawia maszyne, w ktdrej uzwojenie stojana (1°=1) wytwarza za
posrednictwem  nieréwnomiernej szczeliny (v=0,6) pole magnetyczne posiadajace
harmoniczne rzedu pierwszego, pigtego i siddmego, za$ uzwojenie wirnika (k,=2) - pole
0 harmonicznych rzedu drugiego, czwartego i 6smego (rys. 5). Jak wynika z tabeli, w tym
przypadku nie nastepuje oddziatywanie pomiedzy polem stojana i wirnika. Zatem po
zatgczeniu maszyny do sieci nie jest wytwarzany moment elektromagnetyczny, co obrazuje
rys.4c.
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W nastepnym przyktadzie (rys.6) pole magnetyczne wytworzone przez stojan (1°=1,8)
(v=0,6,7) posiada harmoniczne rzedu 1, 3, 5, 7, 8, 14, za$ pole magnetyczne wirnika (k,=2)
harmoniczne rzedu 2, 4, 8. Nastepuje oddziatywanie pomiedzy harmonicznymi pola rzedu
6smego, w efekcie czego po wigczeniu maszyny do sieci powstaje wypadkowy moment
elektromagnetyczny o przebiegu przedstawionym na rys. 4d.

5. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono graficzng metode charakteryzujagcg wzajemne oddziatywania
pomiedzy harmonicznymi pola magnetycznego wytworzonego przez uzwojenie stojana
i wirnika. Celem takiego zobrazowania jest utatwienie analizy warunkéw generowania
pasozytniczych momentéw elektromagnetycznych w maszynach indukcyjnych. Warunki takie
w formie algebraicznej zostaty przedstawione w pracach [5].
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Rys.3. Wzajemne oddziatywania harmonicznych przestrzennych pola magnetycznego stojana
i wirnika, w przypadku gdy: k,=I k~1j v=0,6

Fig.3. Mutual interactions among stator and rotor magnetic field space harmonics for the
following case: ks=I k,=1,7 v-0,6
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c)

Rys. 4.

Fig. 4.
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d)

Przebieg czasowy momentu elektromagnetycznego podczas rozruchu maszyny
indukcyjnej: a) 1~=1 ~=1,7 v=0, b)k=l kr=l,7 v=0,6, cjk™l k=2 v=0,6
d) k=1 k=17 v=0,6,7

Electromagnetic torque-time curves at start of an induction machine: a) 1°=1
k~/7  v=0, b) ks=1 k,=1,7 v=0,6, c)k,=I k=2 v=0,6,d) k=1 k=1,7 v=0,6,7
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Rys. 5. Wzajemne oddziatywania harmonicznych przestrzennych pola magnetycznego
slojana i wirnika, w przypadku gdy: 17=1 k,=2 v“0,6

Fig. 5. Mutual interactions among stator and rotor magnetic field space harmonics for the
following case: 1°=1 k,=2 v=0,6
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Rys. 6. Wzajemne oddziatywania harmonicznych przestrzennych pola magnetycznego
stojana i wirnika, w przypadku gdy: przy k,=1,8 k=2 v=0,6,7

Fig. 6. Mutual interactions among stator and rotor magnetic field space harmonics for the
following case: k*”1,8 k,-2 v=0,6,7
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Abstract

Magnetic flux in an induction machine passes through stator and rotor iron sheets and
the air-gap. Because of slotting of the stator and rotor surfaces, length of air-gap varies in
time and dependants on rotor angle S. In many cases irregularities of the air-gap can be
neglected but if one wants to consider the parasitic phenomena of the machine like the
magnetic noise, parasitic torques or vibration of the shafts two-sided slotting of the air-gap
has to be account. As a result of irregularities the electromagnetic parasitic torques are
generated in the induction machine. The objective of this paper is to present the graphical
method to analyse conditions for generating electromagnetic parasitic torques caused by
MMF and permeance space harmonics. The orders of magnetic field space harmonics
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produced by stator (rotor) winding determined by Eqn.(7) can be found quickly in graphical
way with the help of the table which columns correspond to the orders of MMF stator (rotor)
space harmonics (Eqn.(5)) and rows-to the orders of permeance (reciprocal of air-gap length)
space harmonics of the air-gap, as it shown in Fig. 2. In such a table the orders of magnetic
field space harmonics are pointed out by characteristic regular curves having the form of
letters V.(Fig. 2)

Putting together in a common figure the table for a stator and the table for a rotor one can
easily determine the orders of stator and rotor MMF and permeance space torques as well as
can draw the so-called paths of generating parasitic torques. Exemplary paths are presented in
Figs. 3 and 6. Results of computer simulations - electromagnetic torque curves at slots - for
the different cases presented in Figs. 3, 5 and 6 are given in Fig. 4b,c,d.



