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MOMENT RELUKTANCYJNY A PERMEANCYJNY - DEFINICJE ORAZ ROZNICE

Streszczenie. W artykule dokonano analizy momentdw sktadowych dziatajgcych
w przetworniku  elektromagnetycznym, jakim jest silnik elektryczny pradu
przemiennego. Zaproponowano definicje momentu permeancyjnego o0 przejrzystej
interpretacji fizycznej. Wyodrebniona sktadowa momentu dziata wytgcznie na osrodek
ferromagnetyczny wirnika maszyny. Na przykiadzie silnika asynchronicznego oraz
synchronicznego obliczono momenty skladowe powstajgce w silniku. Moment
permeancyjny maszyny nie jest w ogélnym przypadku réwny momentowi
reluktancyjnemu. Przykfad analitycznego okreslenia sktadowych momentu maszyny
pozwala na  przejrzystq interpretacje  fizykalng  sktadowych — momentu
elektromagnetycznego.

RELUCTANTIVE AND PERMEANTIVE TORQUE - DEFINITIONS
AND DIFFERENCES

Summary. This paper deals with the analysis of the electromagnetic torque
components in an electromechanical converter such as an alternating current motor. The
well-acceptable -from the physical point of view - definition of the permeantive torque
component has been proposed. The permeantive component acts only upon
ferromagnetic machine rotor. The components of electromagnetic torque for
asynchronous as well as synchronous machine have been calculated. The permeantive
torque component is not equal to the reluctantive torque component. The considered
example enables to give a clear and correct physical interpretation of torque
components.

1 WPROWADZENIE

Ocena udziatu skfadowej momentu elektromagnetycznego maszyny (synchronicznej
jawnobiegunowej oraz asynchronicznej o nierdwnomiernej szczelinie) zwigzanej
z uksztattowaniem powierzchni wirnika w catkowitym momencie rozwijanym przez silnik
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jest przedmiotem rozwazan w niniejszym artykule. Sformutowano definicje sktadowych:
permeancyjnej oraz reluktancyjnej momentu elektromagnetycznego maszyny.

Przedstawiono analityczny przyktad wyznaczenia momentu permeancyjnego,
reluktancyjnego oraz calkowitego dla maszyny asynchroniczej i synchronicznej
o nierbwnomiernych szczelinach powietrznych (wskazujac jednoczesnie na mozliwosci
numerycznego okreslania sktadowych momentu).

2. DEFINICJE MOMENTU RELUKTANCYJNEGO | PERMEANCYJINEGO
MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

Moment elektromagnetyczny powstajacy w silniku elektrycznym mozna przedstawic
w postaci sumy:
(D
dwdch sktadnikéw o przejrzystej interpretacji fizycznej
Tecu - momentu od pradéw w uzwojeniach wirnika maszyny - momentu zwigzanego

z przeptywem pradow w wirniku maszyny, a bedacego rezultatem obliczenia
sumarycznego momentu dziatajacego na poszczeg6lne fragmenty uzwojenia wirnika
maszyny,

Tec= {j»mk(Br) dV @

- TeFe - momentu permeancyjnego (od uksztattowanego wirnika) - momentu zwigzanego

z uksztattowaniem powierzchni wirnika maszyny. Moment ten jest wynikiem dziatania

sit elektrodynamicznych wytgcznie na wirnik maszyny (wimik stanowi oS$rodek

materialny - ferromagnetyczny z odpowiednio uksztattowang powierzchnig

zewnetrzng).

Jezeli moment maszyny o liniowym obwodzie magnetycznym powstaje bez udziatu
przeptywu wirnika - S$cislej, przy braku pradéw w uzwojeniach wirnika, to mamy do
czynienia z momentem reluktancyjnym maszyny:

prady wirnika = 0 (3)

Powyzszy rozdziat catkowitego momentu na skfadowe jest jednoznaczny oraz posiada
prostg interpretacje fizykalng.  Zaproponowany rozdziat catkowitego momentu
elektromagnetyczego maszyny wydziela skfadowg momentu dziatajgcg wylgcznie na
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ferromagnetyczny wirnik maszyny oraz skfadowg dzialajacg tylko na prady phynace
w uzwojeniach wirnika maszyny.

Cu T

e,Cu

Rys. 1. Skladowe momentu elektromagnetycznego maszyny
Fig. 1. The components of electromagnetic torgue

Okazuje sie, iz tak zdefiniowane momenty: permeancyjny oraz reluktancyjny maszyny
elektrycznej nie sg w ogélnym przypadku tozsame. Zostang zaprezentowane relacje oraz
przyktad pokazujacy sposob okre$lania momentu permeancyjnego maszyny na przyktadzie
maszyny asynchronicznej i synchronicznej o nieréwnomiernej szczelinie ze szczegdlnym
uwzglednieniem rozréznienia momentéw permeancyjnego i reluktancyjnego na podstawie
przedstawionych ogdlnych zaleznosci [9].

Celem uzyskania wiekszej przejrzystosci rozwazono analitycznie prosty przyktad
maszyny asynchronicznej i synchronicznej.

3. OKRESLANIE MOMENTU PERMEANCYJNEGO MASZYNY ELEKTRYCZNEJ

Niesymetryczny réznicowy tensor energii ([9],[10]) jest zdefiniowany nastepujaco:

AT* = W UFU-i5 [tW InFIm (4a)
Aev aAQ, aAQy aAQz
cAS

A °*x Ao xy Ao «
cASv A <3 Ao Aov,
y y* W

CAS, A °z* Aary fon)

gdzie oznaczono:
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r rr
Aev =ABI-"PE, AQ=Ex |, AS=-PxB, a=1/c=-Js0\i0
AC.AP.E.-B.l.+SAPE +iBI) ©)

0 -cPx ©F -op;
P50 41

- -ly
W =
cP, 0 +1, ®)
cP, +ly |, oJ

natomiast P, | sg odpowiednio wektorem polaryzacji i magnetyzacji o$rodka.
Rdéznicowy tensor energii posiada pochodng przestrzenno-czasowa ([9],[10]) réwna:

f ~ =-FilAj'+Di AK' = - N +D>. 7a
dx ) 5x (72)

We wzorze Ap, Aj oznaczajg odpowiednio gestos¢ tadunku elektrycznego, pradu w osrodku

materialnym zwigzane z elementarnymi tadunkami i pragdami o$rodka, natomiast
AK1= F1Ajloznacza sktadowe przestrzenne x,y,zgestosci objetosciowej sity(dla i—,2,3)

dziatajacej w polu elektromagnetycznym na tadunki i pradyelementarne o$rodka:

AK* = (aAjJE, Afx, Afy, Af), (7b)
Af = ApE+ Aj x B. (7c)

Skladnik DX oznacza sktadowe przestrzenne X,y,z gestosci objetoSciowej sity uogélnionej
(dla i=1,2,3) dziatajacej w polu elektromagnetycznym zwigzane ze zmiennoS$cig
reluktywno$ci magnetycznej lub przenikalnosci dielektrycznej osrodka.

Sita dzialajagca na osrodek materialny jest pochodna czasowo-przestrzenng
(czterodywergencja) niesymetrycznego réznicowego, tensora energii (4a) powiekszong
o sktadnik dyssypatywno-niejednorodnosciowy.

Réwnanie (7a) w notacji wektorowej, w przypadku gdy dominujace jest pole
magnetyczne, ma nastepujacg postac: m

Af =|B 2grad(vovr) - ~diyfAd*) (7d)
gdzie:

Aak="ATI + jyATK +1JATR
(dla k=x,y,z)
Obliczanie momentu dziatajagcego na liniowy o$rodek materialny (np. nienasycajacy sie
ferromagnetyk, z ktérego wykonano wirnik maszyny) przy wykorzystaniu relacji (7a) jest
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utatwione z uwagi na koniecznos$¢ analizy samego tylko brzegu obszaru wirnika w przypadku
maszyny o liniowym ferromagnetyku. (Tensor roznicowy AT* zanika dla o$rodka bedacego
préznig lub powietrzem; jego skladowe przestrzenne tworzg w przypadku os$rodka
izotropowego tensor symetryczny).

4. MOMENT PERMEANCYJINY IRELUKTANCYJINY MASZYNY
ELEKTRYCZNEJ O NIEROWNOMIERNEJ SZCZELINIE POWIETRZNEJ

Rozwazmy maszyne elektryczng, jaka jest silnik asynchroniczny badz synchroniczny
przedstawiony na rys.2. Rozkiad reluktywnosci (odwrotno$¢ przenikalno$ci) magnetycznej
obszaru obejmujacego wirnik mozna zapisa¢ z wykorzystaniem funkcji skoku jednostkowego
Heaviside'a nastepujaco:

v,(r,a) :V|’+(l- vr)I(r- r,,(a)), (8)

gdzie:
r.(a) - funkcja opisujgca ksztatt brzegu wirnika silnika,

vr(.,.) - funkcja reluktywnosci wzglednej obszaru,
v, - reluktywnos¢ wzgledna ferromagnetyka wirnika maszyny (warto$¢ stata).

Rys.2.  Przekroj poprzeczny silnika z niecylindrycznym wirnikiem
Fig.2. Cross-section of the motor with non-cylindrical rotor

Moment silnika dziatajacy na wyprofilowany wirnik maszyny wynosi zgodnie z relacjg (7a):
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Tf. = JrAKidV =- JrNi-dV + JrD1 dV
y Y » y
Po j»catkowaniu po objetosci walca zawierajacego w catosci wirnik silnika oraz zastosowaniu
twierdzenia Gaussa w odniesieniu do pierwszej catki oraz uwzglednieniu symetrii tensora

(osrodek jest izotropowy oraz zachodzi AS=0) permeancyjny sktadnik momentu silnika opisa¢
mozna relacja;

TeRe=|rD° dV.

Poniewaz w silniku asynchronicznym dominujgcym jest pole magnetyczne, to zgodnie
ze wzorem (7d) uzyskujemy:

Wobec (8) mamy:

TeFo = - f|v OU~vr)B18(r - 10(a))-*-dV

v delta Diraca

stad:

TeRC= J-4v O(l-vr)B2” -1r0da
v

(,,1” oznacza dtugo$¢ maszyny) oraz ostatecznie:

TA=-ilvOo(l-vr)<jB2~ .dr ©)
r

gdzie ,,r ” oznacza krzywg opisujacg ksztatt brzegu wirnika maszyny.

1 Relacja (9) pokazuje, iz moment permeancyjny (pochodzacy od uksztattowanego wirnika)
zanika wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat indukcji pola magnetycznego oraz pochodna
promienia opisujacego ksztatt powierzchni wirnika po kacie sg ortogonalne wzajemnie na
brzegu wirnika T.

2. Relacja (9) pokazuje, iz moment permeancyjny zanika, jezeli wirnik maszyny jest

cylindryczny (promien powierzchni zewnetrznej wirnikajest staty).
Catkowity moment silnika wynosi [5]:
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X
Te=-vO0Ir2|B aBrda (120)

przy dobranej powierzchni catkowania jako powierzchni pobocznicy walca obejmujacej
wirnik. (Sktadowa radialna jest zwrdcona do $rodka uktadu wspétrzednych).

Relacje (9) i (10) sa podstawg do obliczen momentu elektromagnetycznego silnika
oraz jego momentow sktadowych metodami: numerycznymi, takimi jak BEM, FEM (przy
czym wymagana jest znajomo$¢ pola magnetycznego tylko na brzegu obszaru), oraz
analitycznymi (przyblizonymi).

5. PRZYKLAD OKRESLENIA SKEADOWYCH MOMENTU SILNIKA

Na przykfadzie silnika asynchronicznego oraz synchronicznego przedstawione zostanie
wykorzystanie relacji (9) i (10) do obliczania momentéw sktadowych silnika. Analiza
prostego modelu maszyny pradu przemiennego pozwoli na zachowanie przejrzystosci
rozwazan dotyczacych analizy momentéw skiadowych maszyny. Z tego tez wzgledu nie
przeprowadzono obliczen polowych, ktére pozwolityby przy wykorzystaniu przedstawionych
relacji (9), (10) na bardziej doktadne okre$lenie rzeczywistych wartosci momentéw maszyny.

Rozwazmy silnik asynchroniczny badz synchroniczny o nieréwnomiernej szczelinie jak

na rys.2. Przeptywy uzwojen silnika (model tuski pradowej [7],[8]) w stanie ustalonym
opisuja zaleznosci:

©"a,9) =0,(«) =©, 005(3,), 11a)
©r(a,S) =0 [cos(Pr)> (11b)
3, =e>t-pa+y,, 3,=cot+pS-pa-+y, (lic)

gdzie:
p - liczba par biegunéw,
3 - kat obrotu wirnika maszyny,
o - pulsacja pradu stojana,
0, - pulsacja pradu wirnika (co, - o - poomech - dla silnika asynchronicznego,
< - 0 dla silnika synchronicznego),
©mrech- predko$¢ mechaniczna wirnika maszyny w stanie ustalonym.

Przewodno$¢ magnetyczna jest dana relacja ([71,[8]):
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X=Xc+X2cos2P, 3=-pa+pS+y, (lid)

Indukcja pola magnetycznego w kierunku radialnym, przy zatozeniach ortogonalnosci

rozktadu przewodnos$ci magnetycznej do przeptywu:
2

j9(a,9)A.(a,9)da =0
0
oraz nieskonczonej przenikalnosci zelaza wirnika oraz stojana (v,=0) wynosi:
Br(a,S) =0 (X0 + Xj cos(2P))
lub réwnowaznie:
B,(a,9)=©/v(b(a, 3) (Ile)

Indukcja pola magnetycznego w kierunku stycznym (z prawa Ampera dla konturu C) wynosi:

BB(a,8) =-"-/(V OR) (110

gdzie:

Rs - promien wewnetrznej powierzchni stojana,

5(.,.) - lokalna grubo$¢ szczeliny powietrznej,

0S - przeptyw uzwojenia stojana,

0, - przeptyw uzwojenia wirnika,

0 - przeptyw sumaryczny: 0 =0,+ Or.
Pomijajac 52 wobec R2 pomijamy réwnoczesnie - zgodnie z (1le) oraz (11f) - kwadrat pola
stycznego B2 wobec kwadratu pola radialnego B f:

B2=B2+B2s B2

6. OBLICZENIE MOMENTU PERMEANCYJINEGO TeFe MASZYNY

Ze wzoru (9) mamy zatem:

Funkcja promienia opisujgcego brzeg wirnika ma postac:
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r0(a,9) =R, -1/(v 0A,(a,9))
stad:
r«(ot,®) =Ri - 2R,/(v0A.(a,9))

i otrzymujemy nastepnie:
T.,=-iljV xI2RI1”"-Lda => Teft=-iA 2|0 1cos2pda 12
Iy A e A P (12)

gdzie oznaczono:
A2=TRslpX2>0, 2p=2p-f.

Kwadrat przeptywu catkowitego maszyny wynosi:
02(a,9) =[0,(a)+0r(a,9)f =

02a,9) =*02+702c0s23, +0 D rcos(p, - Pt) +
+©,0rcos(3,+Pr) +202+ i0 2cos(2pr)

Po obliczaniu catki we wzorze (12) z uwagi na zalezno$¢ kolejnego skiadnika powyzszej
sumy od kata ,,a" pozostang po obliczeniu catki (12) tylko dwa skiadniki:

=- 1A 20 2cos(2p, ~2P)- A2 JO tcos(P, +Pr-2p).

Wprowadzajac silnikowy kat mocy: 5=3, - Pr=m,t- mrt - p9 +y, - yt mamy:
T =*A -0 2sin(26 + 2catt + 2Ay) + 2AAO0,0rsin(8 + 2rart + 2Ay) (13a)

gdzie poprzez analogie do silnika synchronicznego oznaczono:

aA= \A2=Ad- A0O=Ac- Aq,

Ad = TiRslp(z.o+k2/2) = A0+ aA - przewodno$¢ magnetyczna w osi "d" silnika,

A,, = TiRslpk0 - przewodnos$¢ magnetyczna Srednia silnika,

Ag= TiRIp(X0- k2/2) = Ac- aA -przewodno$¢ magnetyczna w osi "q" silnika.
(W silniku synchronicznym: 2iy=0 - nie wystepuje przesuniecie amplitudy przeptywu
wirnika i przewodno$ci magnetycznej szczeliny powietrznej).

Jak wida¢ ze wzoru (13a), jezeli *A=0 o Ad= Ag, to moment permeancyjny

a zarazem reluktancyjny w silniku nie powstaje.
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7. OBLICZENIE MOMENTU CALKOWITEGO TeMASZYNY

Ze wzoru (10) jest:

T,=-vORfjBaBtda = IRJ . =
i da R.

Te=PR,I + 0 rcospt>®© 1sinP,(L0+L2cos(2P))Ja
0

po wykonaniu catkowania uzyskujemy:

Te=A00,0rsinS-AA©,©, sin(8 + 2cort+ 2Ay) +

(13b)
+AA0S [2sin(S + 2cort + 2Ay) + aA0 &sin(28 + 2cort + 2Ay)
gdzie (Ay=yr-y) oraz:
T..=T,F| =1A02sin(25 + 2cot + 2Ay) (14)
. prady wimikl=> D '

jest  momentem reluktancyjnym  silnika asynchronicznego lub  synchronicznego
0 nieréwnomiernej szczelinie powietrznej (1 1d).
Catkowity moment elektromagnetyczny dla silnika synchronicznego (Ay=yr-y=0;7i)

mozna zapisa¢ w postaci:

Te= Aj©,©, sin(8) + nA02sin(28). (15)

8. PODSUMOWANIE | WNIOSKI

1 Relacje (13),(14) oraz (15) dla silnika synchronicznego (m, = 0) upraszczajg sie - pod
funkcja sinus wystepuje tylko kat mocy 6 (obciazenia).

2. Dla silnika asynchronicznego o réwnomiernej szczelinie lub silnika synchronicznego
cylindrycznego sktadowe permeancyjna oraz reluktancyjna momentu zanikajg (aA=0).



Moment reluktancyjny a permeancyjny... 147

3. W silniku elektrycznym w stanie pracy nieustalonej badZ ustalonej mozna z pomoca

4

L

BPWDN

relacji (9) dokona¢ analizy wartosci momentéw permeancyjnego (pochodzacego od
uksztattowanego wirnika) oraz reluktancyjnego z zadang dokfadnoscia (analiza potowa,
harmoniczna) wydzielajagc go z catkowitego momentu elektromagnetycznego maszyny
(zalezno$¢ (9) odnosi sie w ogoélnosci do dowolnego uktadu obszaru szczeliny silnika
synchronicznego osrodka nieliniowego oraz anizotropowego).

. Poniewaz moment permeancyjny zawiera w sobie moment reluktancyjny, to nalezy
zwraca¢ uwage przy doborze ksztattu powierzchni wirnika na warto§¢ momentu
permeancyjnego, poniewaz moment reluktancyjny nie daje petnego opisu wptywu
profilowania wirnika na warto$¢ catkowitego momentu elektromagnetycznego maszyny.
Moment reluktancyjny opisuje catosciowo wptyw ksztattu wirnika maszyny na powstajacy
moment elektromagnetyczny maszyny tylko w stanie bezpradowym uzwojen wirnika.

aletamiproponowanej metody sg;

mozliwo$¢ wyodrebnienia sktadnikéw momentu elektromagnetycznego silnika celem ich
oceny i korekty przy projektowaniu ksztattu wirnika wspomaganym numerycznie,
konieczno$¢ analizowania pola elektromagnetycznego tylko na brzegu obszaru w maszynie
o liniowym obwodzie magnetycznym,

fatwos¢ analizy: przyblizonej z uwzglednieniem wybranych harmonicznych w widmie
przewodnosci magnetycznej szczeliny (w przyktadzie uwzgledniono druga harmoniczng
przewodnos$ci magnetycznej, cho¢ przebieg analizy innych harmonicznych nie rézni sie od
przedstawionego),

mozliwo$¢ stosowania wyprowadzonych relacji w stanach nieustalonych w przypadku
wystepowania nieliniowos$ci oraz anizotropii w obwodzie elektromagnetycznym maszyny,
zaleznosci (7a) sg og6lnymi relacjami, na podstawie ktérych réwniez mozna (biorac inne
niz sktadowg styczng czterosily) oblicza¢ naciagi i naprezenia osiowe.
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Abstract

The paper deals with the problem of determination of components of the
electromagnetic torque in both synchronous and asynchronous machine. Definition of
permeantive and reluctantive components have been proposed. One of the most efficient and
up-to-date method of analysis and calculating the electromagnetic torque ([5], [6], [9]) is to
use the Maxwell stress tensor.

The evaluation of the electromagnetic torque with the help of the Maxwell stress tensor
is so efficient and useful because:

the Maxwell stress tensor is integrated only at boundary of taken into account area,

- the Maxwell stress tensor is the most convenient to use together with FEM.BEM,

the Maxwell stress tensor can describe tangential, normal as well as the axial

component of the electromagnetic torque.

The classical stress tensor (as. a part of the electromagnetic field energy tensor)
determines the complete (whole) value of the electromagnetic torque Te that acts upon a
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machine rotor, so the classical tensor can't be useful to evaluate the values of components of
electromagnetic torque such as: permeance and reluctantive torque. This is possible by using
non-symmetrical energy tensors.

The idea of building the new residual tensor [9] is basing on the change of the
mathematical structure of the classical stress tensor definition (4a),(4b). The given example of
the calculation of components of the electromagnetic torque shows the introduced relation
(7a) can be easily used for evaluation of the permeantive torque in an electric machine (esp.
in synchronous machine where reluctantive component of the machine torque often exists).
The given example confirms the fact that it is possible to determine permeantive and
reluctantive components of the electromagnetic torque.

Advantages ofproposed method:

The introduced residual energy tensor has the mathematical structure as simple as the

classical energy tensor.

- The proposed method makes possible to evaluate easily the permeantive component of
electromagnetic torque during one process of the analysis of the value of the
electromagnetic field in the machine.

- The introduced tensor has to be integrated only at the boundary of the considered area
for calculating the electromagnetic torque for non-saturated machine.

- The method is veiy efficient and useful in design process of the synchronous machines.



