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Streszczenie. W pracy zbadano jednomaszynowy problem szeregowania zadan
z dowolnymi ograniczeniami kolejnosciowymi. Rozpatrywano go przy zatozeniu, ze
terminy dostepnosci zadan sajednakowymi liniowymi funkcjami zasobéw. Wykazano, ze
problem len jest silnie NP-zupetny. Podano algorytm aproksymacyjny jego rozwigzania

wraz z analizg najgorszego przypadku.

SINGLE MACHINE SCHEDULING PROBLEM WITH PRECEDENCE AND
RESOURCE CONSTRAINTS

Summary. In this paper we have examined single machine scheduling problem

with

precedence constraints. The problem has been considered under the assumption that job
release dates are identical linear functions of resources. It has been proved strong
NP-completeness of the problem. An approximate algorithm with the worst case analysis

has been also given.

EINMASCHINENPROBLEM DER EINORDNUNG MIT REIHENFOLGE -
BESCHRANKUNGEN UND BESTANDBESCHRANKUNGEN

Zusammenfassung. In diesem Aufsatz untersuchen wir das Einmaschinenproblem der
Einordnung mit beliebigen Reihenfolgebeschrankungen. Wir n&hmen an, daR die
Termine von den Jobserreichbarkeit sind dieselbe lineare Funktionen von den Besténde.
Wir beweisen, daR das Problem ist stark NP-komplet. Wir geben auch einen

aproximatiren Algorithmus zusammen mit der Analyse von den schlimmsten Fall an.

1. Wprowadzenie. Przeglad literaturowy

W wielu procesach produkcyjnych wystepujg problemy rozdziatu réznorodnych

zasobow pomiedzy operacje technologiczne, ktore sg zwykle uwarunkowane czasowo, a

czesto nawet przestrzennie. Problemy takie byty rozpatrywane przy r6znorodnych zatozeniach

i ograniczeniach technologicznych w licznych pracach, najciekawsze z nich to: [6, 7, 10, 11,
12, 37, 42, 45, 48, 58, 66, 67, 71, 73, 74, 75, 86, 92, 93, 94, 96, 97, 98], Czesto tez wystepujg
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réznorodne problemy szeregowania operacji technologicznych na réznych urzadzeniach,
maszynach, robotach, procesorach. W szczeg6lnosci wystepujg one w tak zwanych
dyskretnych procesach przemystowych. Problemy te byly rozpatrywane przy réznorodnych
zatozeniach, ograniczeniach i funkcjach kryterialnych w licznych pracach, np. najciekawsze z
nich to: [2, 3, 4, 5, 8, 9, 13, 14, 15, 20, 21, 23, 24, 25, 27, 76, 79, 80, 82, 83, 84, 85, 87, 88,
91], Kolejne préby podsumowania wynikéw uzyskanych dla probleméw szeregowania zadan
mozna znalez¢ w pracach: [16, 1, 6, 22, 81, 7, 89, 90).

Bardzo czesto problemy szeregowania zadan (operacji technologicznych) na
maszynach (robotach) wystepujg réwnoczes$nie z problemami rozdziatu réznorodnych
zasobow. Problemy te réwniez, w pewnym ograniczonym zakresie, byly juz rozpatrywane w
literaturze, i tak np. przy modelach operacji wyrazajacych zalezno$¢ predkosci zmiany stanu
operacji od ilosci przydzielonego zasobu byty rozpatrywane w [94, 95, 26). Podsumowanie
dotychczasowych rezultatéw uzyskanych dla probleméw szeregowania zadan ze statycznymi
modelami operacji, wyrazajacymi zalezno$¢ czasu trwania operacji od ilosci przydzielonego
zasobu mozna znalez¢ w monografii [26], a takze czeSciowo w [6, 7).

Poniewaz w niniejszej pracy zajmiemy sie nowym, dotychczas jeszcze nie
rozpatrywanym w literaturze problemem szeregowania zadan z réwnoczesnym rozdziatem
zasobow, obecnie dokonamy nieco bardziej szczeg6towego przegladu tych zagadnien.

W wielu dyskretnych procesach produkcyjnych wystepuje czesto tylko jedna maszyna
krytyczna, na ktorej problem szeregowania zadan (i rozdziatu zasobow} jest istotnym i dosc
trudnym problemem. Natomiast problemy szeregowania zadah na pozostatych maszynach, z
punktu widzenia rozpatrywanych kryteriow optymalizacji, sa mniej istotne, a maszyny te
mozna rozpatrywac¢ jako maszyny o nieograniczonej przepustowosci. Mozna zatem w wiciu
praktycznych przypadkach ograniczy¢ sie tylko do jednej maszyny, a czasy obrobki
rozpatrywanych elementdéw na maszynach poprzedzajacych (w sensie technologicznych
uwarunkowan) maszyne krytyczng uwzglednia sie w terminach dostepno$ci danych elementow
do obrdbki na rozpatrywanej maszynie krytycznej. Czasy obrobki na maszynach wystepujacych
po maszynie krytycznej uwzglednia sie w tak zwanych czasach dostarczania zadan (te czasy
nie beda uwzglednione w tej pracy).

Terminy dostepnosci zadan, jako czasy wykonywania tychze zadaih na maszynach
poprzedzajgcych maszyne krytyczng, moga by¢ z gory ustalone lub mogg zmienia¢ sie w
sposéb ciggly w okreslonych granicach, zalezac od przydzielonego im zasobu. Podobna
sytuacja moze by¢ z czasami wykonywania zadan i czasami dostarczania zadan. Przyktadowo,
jednomaszynowe problemy szeregowania z ustalonymi terminami dostepnosci i czasami
wykonywania zadan byly rozpatrywane np. w pracach [21, 24, 25, 80, 85, 87, 88],

Wielomaszynowe problemy szeregowania zadan z ustalonymi czasami wykonywania
zadan byty rozpatrywane np. w pracach [3, 23, 82, 84], natomiast z czasami zaleznymi od
zasobow np. w pracach [30, 31, 35, 36, 38, 39, 44, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 63, 64, 67, 68,
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69, 70, 71, 72], Réznorodne jednomaszynowe problemy szeregowania z czasami
wykonywania zadar zaleznymi od zasobdw byly rozpatrywane np. w pracach [16, 17, 18, 19,
91, 28, 29, 32, 40, 41, 46, 47, 52, 61, 62, 65], Jednomaszynowe problemy szeregowania zadan
z terminami dostepnosci zadari zaleznymi od zasobéw badano natomiast w [28, 33, 34, 43, 49,
50,60],

W niniejszej pracy zajmiemy sie tymi ostatnimi problemami, ale przy zalozeniu, ze
zadane sg dodatkowe ograniczenia kolejnosciowe pomiedzy zadaniami.

Praktycznym przyktadem takiego problemu moze by¢ proces produkcyjny wystepujacy
w hutach stali na odcinku produkcyjnym stalownia konwertorowa-walcarka-zgniatacz, ktéry
zostanie pokrétce oméwiony w nastepnym rozdziale.

Precyzyjne sformutowanie rozpatrywanego w pracy problemu znajduje sie w
rozdziale 3. W rozdziale 4 wykazano silng NP-zupetno$¢ badanego problemu. Rozdziat 5
poswiecony jest wielomianowemu algorytmowi aproksymacyjnemu, ktéry rozwigzuje w
sposéb przyblizony badany problem. Zamieszczono tam réwniez analize najgorszego
przypadku tego algorytmu. W rozdziale 6 zamieszczono pewne uwagi koncowe.

2. Przyktad zastosowan

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy proces produkcyjny wystepujacy w hutach stali na
odcinku  produkcyjnym stalownia konwertorowa-walcarka-zgniatacz, polegajacy na
podgrzewaniu wlewkow za pomocg gazu w piecach wgtebnych, a nastepnie walcowaniu tych
wlewkow na walcarce zgniataczu.

Proces ten krdtko mozna scharakteryzowaé w nastepujagcy sposéb [99, 78], Po
zakonczeniu cyklicznego procesu wytapiania stali w jednym z konwertorow (zwykle jest kilka
konwertoréw), ptynny metal wlewany jest do kadzi, a nastepnie do wlewnic (specjalnych
form), gdzie krzepnie i pézniej zastyga. Wlewnice znajdujg sie na tzw. zestawach kotowych,
na torach krystalizacji. Stygniecie i starzenie si¢ wlewkdéw trwa od kilku do kilkudziesieciu
godzin. Nastgpnie po procesie stryperowania wlewki stygng na wolnym powietrzu, a p6zniej sa
odpowiednio segregowane na zestawy i transportowane do wiasciwej baterii piecow
wagtebnych w celu ich podgrzania do wymaganej temperatury. Kazdy zestaw wlewkow sktada
sie z kilku wlewkéw zazwyczaj o podobnej temperaturze, zblizonym formacie i rodzaju
materiatu, z ktérego sg zrobione. Kazdy zestaw wlewk6w jest podgrzewany za pomocg gazu
w oddzielnym piecu wgtebnym. Wygrzewanie wsadu wlewkoéw w piecu wgtebnym trwa od
kilku do kilkunastu godzin. Poszczeg6lne piece wgtebne moga by¢ dostepne do podgrzewania
w réznych momentach czasu (cykliczny proces). Nastepnie , poszczegélne zestawy wlewkow
- po osiagnieciu pozadanej temperatury - sg wyjmowane z piecow wgtebnych i wlewki po
kolei za pomocg specjalnej suwnicy sa dostarczane do walcarki zgniatacza, gdzie sa

walcowane na gorgco. Jeden wlewek jest walcowany okoto kilku minut i nastepnie w postaci
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ptyty jest przekazywany do dalszej obrobki na wydziat walcowni. Ze wzgledu na dalsza
obrébke na wydziale walcowni miedzy poszczegélnymi zestawami wlewkéw moga
wystepowac zaleznosci kolejnosciowe, ktére muszg by¢ przestrzegane podczas procesu
walcowania na walcarce-zgniataczu. Zwykle jest tylko jeden zgniatacz w catej linii
produkcyjnej, poniewaz jest on urzadzeniem bardzo drogim (znacznie drozszym niz wszystkie
piece wgtebne). Z powyzszego powodu moze on by¢ traktowany jako maszyna krytyczna w tej
linii produkcyjnej. Piece wgtebne mozna tutaj praktycznie potraktowa¢ jako maszyny o
nieograniczonej przepustowosci. Czas podgrzewania kazdego zestawu wlewkéw w kazdym z
piecow wgtebnych jest odwrotnie proporcjonalny do ilosci spalonego w nim gazu. Czas ten
takze zalezy od liczby, formatu i typu surowki wlewkdéw w rozpatrywanym zestawie, zalezy on
réwniez od stanu technicznego rozpatrywanego pieca wgtebnego. Te ostatnie zaleznosci sg
zwykle uwzgledniane w statych parametrach modelu czasu podgrzewania wlewkow. Kazdy
zestaw wlewkoéw, podgrzewanych w oddzielnym piecu wgtebnym, tworzy oddzielne zadanie
produkcyjne. Czas walcowania (na goraco) kazdego zestawu wlewkoéw moze by¢ rézny dla
réznych zestaw6w wlewkdéw, poniewaz zalezy on od liczby, formatu, temperatury i gatunku
stali wlewkdw w zestawie. Jednakze mozna go z gory fatwo ustali¢ i dla kazdego zestawu
wlewkow przyjmuje sie, ze jest on zadany. Czas podgrzewania kazdego zestawu wlewkow
(z uwzglednieniem czasu dostepnosci rozpatrywanego pieca wgiebnego oraz czasu
zakrzepniecia wlewkéw z rozpatrywanego zestawu, liczonych od chwili rozpoczecia
optymalizacji badanego procesu produkcyjnego) mozna potraktowaé jako termin (czas)
dostepnosci rozpatrywanego zestawu wlewkéw (zadania) na walcarke zgniatacz (w celu
walcowania jej na gorgco). Maksymalne natezenie przeptywu gazu, dostarczanego zaréwno do
kazdego pieca wgtebnego, jak ido catej piecowni, jest ograniczone.

Problem tutaj polega na znalezieniu takiej kolejnosci walcowania wlewkéw z
rozpatrywanych zestawow wlewkdw na walcarce zgniataczu i takiego rozdziatu natezenia
przeptywu gazu (lokalnie i globalnie ograniczonego) pomiedzy rozpatiywane piece wgtebne w
piecowni, aby przestoje walcarki zgniatacza byty minimalne.

Mozna pokaza¢ [26], ze minimalizacja przestojow dowolnej maszyny jest rownowazna
minimalizacji czasu zakonczenia wykonywania zadan na tej maszynie.

tatwo zauwazy¢, ze problem ten mozna sprowadzi¢ do jednomaszynowego problemu
szeregowania zadan na walcarce zgniataczu z op6znieniami kolejnosciowymi i z terminami
dostepnosci zadan zaleznymi od ilosci przydzielonego do piecéw wgtebnych podzielnego w
sposéb ciagty zasobu (gazu).

Z punktu widzenia proceséw zachodzacych w hutach jest to bardzo istotny problem,
bowiem - jak wcze$niej juz wspomniano - walcarka zgniatacz jest bardzo drogim urzadzeniem
i przestoje w jego pracy sg niestychanie kosztowne. Godzina jego postoju kosztuje wiele
milionéw ztotych, bowiem przestoje zgniatacza sg tutaj réwnoznaczne z bezczynnoscig catej
walcowni z wyjatkiem wykanczalni i piecow wglebnych. Wedtug zbiorczych statystyk [26]
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prowadzonych przez huty ponad 50% postojéw zgniatacza jest spowodowanych okresowym
brakiem odpowiednio podgrzanych wlewkoéw. Przestoje z winy piecow wgtebnych wynosza
od 20 do 50 godzin miesiecznie. Niewielkie nawet usprawnienia w sterowaniu tym procesem
moga przynies¢ znaczne efekty ekonomiczne, bowiem wielko$¢ strumienia przeptywajacego w
tym procesie materiatu wynosi w ciggu roku kilka miliondw ton stali. Podejmowano juz wiele
réznych préb rozwigzania tego problemu, itak np. pewne metody symulacyjne przedstawiono
w [78], natomiast algorytmy suboptymalne proponowano w [98], Niestety zadna z tych prob
nie dala w petni zadowalajgcych rezultatow.

Podobne problemy pojawiajg sie takze na innych wydziatach hut, np. na wydziale
kuzniczym.

Niniejsza praca posSwiecona jest wilasnie wyzej wspomnianemu problemowi
szeregowania zadan na jednej maszynie z ograniczeniami kolejnosciowymi, przy zatozeniu ze
terminy dostepnosci zadan na te maszyne liniowo zalezg od podzielnych w sposéb ciagty
ograniczonych zasob6w. Zatozymy ponadto, ze liniowe modele terminéw dostepnosci zadan
sg identyczne dla wszystkich zadan, co mozna w przyblizeniu zrobi¢, gdy stany techniczne
piecow wgtebnych sg podobne. Gtéwnym zagadnieniem bedzie minimalizacja czasu
zakonczenia wszystkich zadah na tej maszynie (réwnowazna minimalizacji przestojow tej
maszyny).

Badanie tego problemu istotne jest nie tylko z praktycznego punktu widzenia, ale
réwniez iz teoretycznego punktu widzenia, bowiem problemy takie pojawiajg sie w kontekscie
wyznaczenia dolnych oszacowan przy rozwigzywaniu wielomaszynowych problemow
szeregowania zadan i rozdziatu zasobow [26],

3. Sformutowanie problemu

W niniejszym rozdziale precyzyjnie sformutujemy problem przedstawiony w sposéb
opisowy w rozdziatach 1oraz 2.

Dany jest zbi6or n zadan 7,,..., , ktére majg by¢ wykonywane za pomocga jednej
maszyny np. stanowigcej gniazdo krytyczne. Dane sg dowolne ograniczenia kolejnosciowe
B pomiedzy zadaniami za pomocg zbioru PO wszystkich zadanych ograniczen
kolejnosciowych.

Ponadto zaktada sig, ze:

(i)  zadania sg niepodzielne,
(i)  maszyna w danej chwili moze wykonywaé co najwyzej jedno zadanie,

(iii) kazde zadanie Jj, j =1,2,..,«, moze by¢ wykonywane po uptywie jego terminu

dostepnosci Tj, ktory zalezy od ilosci przydzielonego zasobu Uj i opisany jest modelem:

- A - A -
ij=f(u)-b~auj, (1)
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gdzie a, b sg zadanymi parametrami technologicznymi przyjetego modelu. Ponadto
zaktadamy, ze:

asSu </,
gdzie a, fs (O£ as f)j<.b/a) sg lokalnymi (dolnymi i gérnymi) ograniczeniami
technologicznymi na ilo$¢ zasobu przydzielonego dla zadania j lub do maszyny
(poprzedzajacej rozpatrywang maszyne krytyczna), na ktérej zadanie to jest wczesniej
przed maszyna krytyczna realizowane.
Ponadto dalej w pracy bedziemy zaktada¢, ze dla rozpatrywanych liniowych modeli
termindéw dostepnosci zadan a = 0, poniewaz przypadek z a >0 mozna tatwo
sprowadzi¢ do przypadku z a - 0 poprzez odpowiednig modyfikacje parametrow b oraz
/5 t.: b:=b-aa, fi=P~a.
Zadane jest réwniez ograniczenie R na globalng ilos¢ zasobu dysponowang do
rozdziatu.

Zbior U wszystkich dopuszczalnych rozdziatéw u zasobu jest nastepujacy:

iy={«e | «,], 0<Uj<p, y=1I n,

(iv) czas wykonywania kazdego zadania Jj jest staty i wynosi Pj, j = 1,..n.

Niech n bedzie zbiorem wszystkich dopuszczalnych uszeregowa¢ zadan (permutacji) rc,
tzn. speiniajacych zadane ograniczenia kolejnosciowe, a U zbiorem wszystkich dopuszczalnych

rozdziatéw zasobu u= U,j.

Dla zadanego sterowania dopuszczalnego, tzn. zadanej dopuszczalnej kolejnosci
wykonywania zadan (permutacji indekséw zadan), ttell oraz zadanego dopuszczalnego
rozdziatu zasobu ueU, czas zakoriczenia (n,u) zadania J» (y=12,.,n) w

uszeregowaniu k mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:

a

C*\){*>«)=b-a um +pxm,

CMJ)U ")=max [>- aiix(J),C" .n(«)]m+p,{J), j=2,...,n.
Zatem czas zakorczenia wykonywania zadania J mozna takze wyznaczy¢ w nastepujacy

sposob:

A i
Tax b~ aukg) +Y.P*m y=1,2,..7i
m

A wiec fatwo zauwazy¢, ze czas zakorniczenia wykonywania wszystkich zadan Cmax(",«) dla

nefi i ueU moznawyznaczy¢ w nastepujacy sposob:
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b aUui+2 phig
i3
Nalezy znalez¢ takie sterowania{n\ u\ n ell, u eil dlarozpatrywanego problemu
(ktéry bedziemy symbolicznie oznaczali 1|<, rj-b-auj, <jR|Cm,), tzn. takg
dopuszczalng kolejnos¢ wykonywania zadan n e n oraz taki dopuszczalny rozdziat zasobu

u eU, aby czas zakonczenia wykonywania wszystkich zadarn Cmn(n,u) byt minimalny, tzn.:

meiﬁrrcjtiLrJiCn,,,(;r,«):CrrEN/rV ).

4. Ztozonos¢ obliczeniowa problemu

W niniejszym rozdziale wykazemy, ze rozpatrywany problem jest silnie NP-trudny, tzn.
pokazemy, ze decyzyjna wersja (oznaczona DFP) rozpatrywanego problemu
(optymalizacyjnego) jest silnie NP-zupetna, przy czym DFP jest sformutowane nastepujgco:
DFP: Dany jestjednomaszynowy problem szeregowania n niepodzielnych zadan z dowolnymi

ograniczeniami kolejno$ciowymi " <", z czasami wykonywania zadan Pj,j= 1, 2, ..., n, oraz
modelami (1) terminéw dostepnosci zadan z parametrami a, b, a =0, p oraz dane sg
wielkosci R,y. Zaktada sie przy tym, ze n, b, fi, pj (j=1, 2,..., /;) sa nieujemnymi liczbami
wymiernymi.

Pytanie: Czy istnieje sterowanie (n,u), nen i usil, takie ze Croox(",«) <y ?

Twierdzenie 1

Decyzyjna wersja DFP problemu 1<, - b-auj, ”~ itj <R \Cnex jest silnie

NP-zupetna.
Dow6d:
Oznaczmy przez DF (I|<]| decyzyjng wersje klasycznego jednomaszynowego

problemu szeregowania zadan z ograniczeniami kolejnosciowymi i z kryterium sumy terminow
zakonczenia wykonywania zadan.

Silna NP-zupetno$¢ DFP bedzie dowodzona poprzez wykazanie, ze D/r(l|<|*C,)
(bedaca silnie NP-zupeing - Lawler [80], Lenstra i Rinnooy Kan [83]) jest
pseudowielomianowo-transformowalna do DFP. Rozwazmy DF (I [<|J"C,):

Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania m niepodzielnych zadan z dowolnymi
ograniczeniami kolejnoSciowymi ' <m", z czasami wykonywania zadah p'j, i=1,2,...,m,

oraz liczbg x (gdziem, x, p'j, i=1,2 m, sg nieujemnymi liczbami catkowitymi).
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Pytanie: Czy istnieje uporzadkowanie rizadan Jv...,Jmtakie, ze

¢Q(5) $x
J<>

Odpowiednia instancja DFP jest zdefiniowana nastepujaco:

n=m, pj=p'j, b=jrpit]j a =1 £ =x, y=jtéj,
j-i y-i /-i
ograniczenia kolejnosciowe pomiedzy zadaniami w l|<, Tj-b-auUj, nalezy

przyja¢ doktadnie odwrotnie nizw 1l<| C,.
Obecnie pokazemy, ze dla DFP zachodzi Crmex(;r,u) <y (isll, ueC7) wtedy i tylko

wtedy, gdy dla Df (11< |~ C,) mozna znalez¢ uporzadkowanie zadan ri takie, ze zachodzi

£cCc,sX.
i=

1 Jezeli dla pewnego n zachodzi £ ¢, <x, tzn. jezeli D.f (||<|Z Q ) ma rozwigzanie, to
J-i
kolejnos¢ wykonywania zadan 7ren oraz rozdziat zasobu GeU, przy ktérym dla DFP

zachodzi Cmnx(ri,&) <y, sa nastepujace:

riGi) = n,(n-(/-1)), »=1,2,....n (2)
d miH

“MD=Z p'M0> = le"‘W' 7=2,3, ...,
= >

kazda uporzadkowang pare zadan Ji<Jj w problemie 1|<|*C, zamieniamy na
przeciwna, tzn. </, w problemie 1|<, rj=b-audt Z “y-~1 Cmox.

Przy czym tatwo zauwazy¢, ze dla sterowania (A, u) zachodzi:

n m
2XW =Z{m~ij-i))pm $x oraz cm»("")=ZA = =y
i-1 y.l M =
i rozdziat zasobu u jest optymalny dla permutacji ri, tzn. Q= Powyzsze rozwazania

n

mowia o tym, ze je$li mozna znalez¢ takg permutacje zadan ri, ze zachodzi Z ' <x, to
i-i

oznacza to, ze mozna znalez¢ takg permutacje ri (doktadnie odwrotna niz ri) i wyznaczy¢
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dla niej optymalny rozdziat zasobu pomiedzy terminy dostepnosci w taki sposéb, ze

globalna ilos¢ zasobu R = ,v wystarczy na to, aby zaszto Cmax(zr,«) =y.
2. Jezeli -Dinl|< |~ C,) dla wszystkich dopuszczalnych n' nie ma rozwigzania, tzn. jezeli

4>x, to - jak pokazemy - dla kazdego uporzadkowania n postaci (2) (ktére
wyczerpuje wszystkie mozliwe dopuszczalne uporzadkowania zadan) i dla kazdego
dopuszczalnego rozdziatu zasobu ueU zachodzi CmAX(n,u)>vy .
Nie trudno dostrzec, zc dla kazdego dopuszczalnego uszeregowania n (powstatego z n'

w spos6b (2)) globalna ilo$¢ zasobu, ktora zapewni spetnienie warunku:

Cm*U «)sp 3)
musi by¢ rozdysponowana w sposéb nastepujacy:

m m-/+1
r) = “fO0O~ zL~t/)” '=2,3,.,«.
/-i =
M
(Oczywistejest, ze dla ul* zachodzi: Cmax( A , =y.)
i=

Dla kazdego /z minimalna globalna ilo$¢ zasobu 7? rozdysponowana pomiedzy zadania,
ktora zapewni spetnienie (3), wynosi:

n m

r=zy*«= .

Poniewaz z zatozenia wynika, ze dla kazdego uszeregowania n' zachodzi

?_ »-(O > >
-i
wiec Un nie jest dopuszczalnym rozdziatem zasobu, gdyz R>x= R. Stad dla kazdego

dopuszczalnego n i ueU zachodzi Cmax{rr,u) >y .

Wiec zostato pokazane, ze DF (I| <[~ C,) jest pseudowielomianowo transformowal-

na do DFP (wykazanie, ze wszystkie warunki pseudowielomianowej transformacji s spetnione
i przynalezno$¢ do klasy NP jest trywialne).

5. Algorytm aproksymacyjny i analiza najgorszego przypadku

W  niniejszym  rozdziale zostanie przedstawiony wielomianowy algorytm
aproksymacyjny rozwigzujacy problem l|<, r, =b-aitj, » uj 5& ICmtxe Algorytm ten mozna

podzieli¢ na dwie czesci. W pierwszej tworzone bedzie uporzadkowanie n zadan, natomiast
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w czesci drugiej beda rozdzielone (dla uzyskanego uporzadkowania) w sposob optymalny
zasoby. Przez u\, «’ eU, oznaczony bedzie optymalny rozdziat zasobu dla ustalonej
dopuszczalnej kolejnosci wykonywania zadan n (tzn. taki rozdziat, przy ktéorym Cmax(m«),

osigga warto$¢ minimalna, tj.:

iA
«) = I‘&{PCH’SXUI’,«)).
Algorytm aproksymacyjny (A)

Krok 1 (tworzenie uporzadkowania n)

Uporzadkowanie (permutacje) n utworz w dowolny sposob, ale tak, by byty spetnione
zadane ograniczenia kolejno$ciowe pomiedzy zadaniami.

Krok 2. (optymalny rozdziat zasobu dla permutacji n)

1) Jezeli maksymalna ilo$¢ zasobu, ktoérag mozna przydzieli¢ do terminu dostepnosci
pierwszego zadania w permutacji n, tzn. jest tak mata, ze zachodzi
nastepujaca nieréwnosc:

[(«"))+Z jV (oM +iX 0>1t? “<U=min{&/?} i «*"=0 dlaj =1,2,....«.

2) Jezeli natomiast zachodzi:

. A . , (k N
A unm)+YIP~r)y<b+vjp~rt  to “xO)y=(17/a) ILPn(0+d m dla 7 =1.2... .Ac,
I-l 12 \ =3 J
=[dla], =0 dlaj =k +2,k+3,...,n, gdzie: k jest maksymalng naturalng

liczba spetniajaca nastepujace nieréwnosci:

k k
i X pm la<,fl, podczas gdy
g} H
k
d = min |
\ r-i Voo

k , . n
(natomiast Z /epa(l)/ a jest iloScig zasobu, dla ktérej CmeA(;r,u) =b+ Z/"ko)-

gl lcH

tatwo sprawdzi¢, ze przedstawiony algorytm ma ztozono$¢ obliczeniowg o[n2).

Analiza najgorszego przypadku:

Dla pewnej instancji problemu 1|<, iy = b-aUj, Z “/ ~ A1Cmex niech:
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oznacza warto$¢ Cmal (it*,«*) otrzymang za pomocga powyzszego algorytmu A, a
C’lax oznacza optymalng warto$¢ Cmix, tzn. Cmax(;r\u’).

Twierdzenie 2
Dlapowyzszego algorytmu A zachodzi:
CAX 'Icl;waa $§2

i ograniczenie to jest najlepsze z mozliwych.

Dowdd:
Dla kazdej instancji rozpatrywanego problemu zachodzg nastepujace nieréwnosci:

c = (**.) N Cmx( , «’)sjmax /(«,)+£ Ajs 2Cm, (*.«7)

(oczywiste jest, ze zachodzi: max/(«,*)< Cmg, (~",u) i ¢/>,<

Dla wspomnianego algorytmu mozna znalez¢ tatwo przyktad osiagalnosci podanego
wTw. 2 wspotczynnika najgorszego przypadku, tzn. mozna pokaza¢, ze ograniczenie to jest
mozliwe z najlepszych.

Dla bardziej sensownego algorytmu wyboru permutacji n w Kroku 1 Algorytmu A, np.
takiego, ktéry na pierwszym miejscu ustawia zadanie o najdtuzszym czasie trwania, ale takie,
ktore nie ma poprzednikow (lub ktérego poprzedniki zostaty juz ustawione) itd., wspétczynnik
najgorszego przypadku wynosi tez 2 i ograniczenie to jest najlepsze z mozliwych.

6. Dwagi koncowe

tatwo zauwazy¢, ze dla przypadku, gdy wszystkie czasy wykonywania zadan p, sa

rowne, powyzszy silnie NP-trudny problem redukuje sie do problemu wielomianowo-
rozwigzywalnego. W przypadku tym bowiem problem ten mozna rozwigza¢ w o (n2) krokach

szeregujagc zadania dowolnie (ale zgodnie z technologicznymi uwarunkowaniami
kolejnosciowymi) i rozdzielajac zasoby zgodnie z zaproponowanym algorytmem (Krok 2
Algorytmu A), ktéry mozna w tym przypadku uproscic.

Podsumowujac uzyskane rezultaty w niniejszym artykule, a takze rezultaty uzyskane
w pracach [28,33,43], nalezy podkresli¢, ze klasyczny (tzn. z ustalonymi zadanymi terminami
dostepnosci i czasami wykonywania zadan) jednomaszynowy problem kolejnosciowy
z ograniczeniami kolejnosciowymi (lub bez nich) jest wielomianowo-rozwigzywalny za

pomoca algorytmu Jacksona [24], Ten sam problem, ale z czasami wykonywania zadan
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zaleznymi od zasobdéw jest nadal wielomianowo-rozwigzywalny. Natomiast problem ten, ale
bez ograniczeA kolejnosciowych, z ustalonymi czasami wykonywania zadan i z liniowymi
modelami termindw dostepnosci zadan jest juz silnie NP-zupetny. Ten ostatni problem, ale
z identycznymi liniowymi modelami terminéw dostepnosci zadan redukuje sie do
wielomianowo-rozwiagzywalnego problemu. Jednakze dodanie ograniczer kolejnosciowych do
lego ostatniego przypadku powoduje, ze staje sie on silnie NP-zupeilny - co wiasnie
wykazaliSmy w niniejszej pracy.

LITERATURA

[1] Baker, K.R.: Introduction to Sequencing and Scheduling. John Wiley, New York 1974.

[2] Baker, K.R., Lawler, E.L., Lenslra, J.K., Rinnooy Kan, A.H.G.: Preemptive scheduling
of a single machine to minimize maximum cost subject to release dates and precedence
constraints. Oper. Res. 31, 1983, 381-386.

[3] Balas, E.: Machine sequencing via disjunctive graphs-An implicit enumeration algorithm.
Oper. Res. 17, 1969, 941-957.

[4] Btazewicz, J., Drabowski, M., Weglarz, J.: Scheduling independent 2-processor tasks to
minimize schedule length. Information Processing Letters, Vol. 18, No 5, 1984,
267-273.

[5] Btazewicz, J., Drabowski, M., Weglarz, J.: Scheduling multiprocessor tasks to minimize
schedule lenght. IEEE Trans. Comput., Vol. 35, No 5, 1986, 389-393.

[6] Btazewicz, J., Cellary, W., Stowinski, R., Weglarz, J.: Scheduling under Resource
Constraints: Deterministic Models. J.C. Baltzer, Basel 1986.

[71 Btazewicz, J., Ecker, K., Schmidt, G., Weglarz, J.: Scheduling in Computer and
Manufacturing Systems. Springer-Verlag, Berlin 1993.

[8] Btazewicz, J.: Aelected topics in scheduling theory. Annals of Discrete Mathematics 31,
1987, 1-60.

[9] Brucker, P.: Complexity results for shop problem, in: Mathematical Programming,
North-Holland, Amsterdam 1984,43-52.

[10] Bubnicki, Z.: Optimal control of complex of operations with random parameters.
Podstawy Sterowania I,No 1, 1971, 3-10.

[11] Bubnicki, Z.: Problemy optymalnego sterowania kompleksami operacji, w: Informatyka
i Automatyzacja Kompleksowa, mat. konf. Problemy automatyki i informatyki, Gliwice
1973, 145-164.

[12] Burkov, V.N.: Optimal project control. 4-ih Congrss IFAC, Technical Session, 35, 1969,
46-57.

[13] Campbell, H.G., Dudek, R.A., Smith, M.L.: A heuristic algorithm for the n job, m
machine sequencing problem. Mgmt. Sci., No 16, 1970.

[14] Carlier, J., Pinson, E.: An algorithm for solving the job-shop problem. Mgmt. Sci.,
No 35, 1989, 164-176.

[15] Cheng, T.C.E., Gupta, M.C.. Survey of scheduling research involving due date
determination decisions. European J. Oper. Res., Vol. 38, 1989, 156-166.



Jednomaszynowy problem szeregowania.

[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
[22]
[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

Conway, R.W., Maxwell, W.L., Miller, L.W.: Theory of Scheduling. Addison-Wesley,
Reading Mass. 1967.

Daniels, R.L.: A multi-objective approach to resource allocation in single machine
scheduling. European J. Oper. Res., No 2, 1990.

Daniels, R.L., Sarin, R.K.: Single machine scheduling with controllable processing times
and number ofjob tardy. Oper. Res., No 37, 1989, 981-984.

Daniels, R.L. and Mazzola, J.B.: Flow shop scheduling with resource flexibility.
Operations Research 48, 3, 1994, 504-522.

Donnenbring, D.G.: An evaluation of flow-shop sequencing heuristics. Mgmt, Sci,
No 23, 1977, 1174-1182.

Du, J., Leung, J.Y.-T.: Minimizing total tardiness on one machine is NP-hard. Math.
Oper. Res., 1989.

French, S.: Sequencing and Scheduling: An introduction to the Mathematics of the Job-
Shop. Horwood, Chichester 1982.

Gonzalez, T., Sahni, S.. Flowshop and jobshop schedules: complexity and
approximation. Oper. Res. 26, 1978,36-52.

Jackson, J.R.: Scheduling a production line to minimize maximum tardiness. Research
Report 43, Management Science Research Project, University of California, Los Angeles
1955.

Jackson, J.R.: An extension ofJohnson's results on job lot scheduling. Naval Res. Logist.
Quart. 3, 1956, 201-203.

Janiak, A.. Exact and Approximate Algorithms of Job Sequencing and Resource
Allocation in Discrete Manufacturing  Precesses. Wydawnictwo  Politechniki
Wroclawskiej, Wroclaw 1991.

Janiak, A., Kovalyov, M.Y.: Single Machine Group Scheduling with Ordered Criteria, to
appear in: Mathematics of Industrial Systems, 1995.

Cheng, T.C.E., Janiak, A.. Resource Optimal Control in Some Single-Machine
Scheduling Problems. EEEE Trans, on Automatic Control, Vol. 39, No 6, 1994,
1243-1246.

Janiak, A., Li, C.-L.: Scheduling to minimize the Total Weighted Completion Time with
a Constraint on the Release Time Resource Consumption. Mathematical and Computer
Modelling, Vol. 20, No 2, 1994, 53-58.

Janiak, A., Szkodny, T.: Job-Shop Scheduling with Convex Models of Operations,
Mathematical and Computer Modelling, Vol. 20, No 2,1994, 59-68.

Janiak, A., Kobylanski, P.: Genetic Algorithm for Permutation Flow-Shop Problem with
Resource. Scientific Bulletins of Silesian Polytechnic, s. Automatics, Nol4, 1994, 99-109
(in Polish).

Janiak, A., Grygo, W., Chudzik, K.: Single Machine Scheduling with Penalties for
Earliness and Tardiness and Amount of Resources. Scientific Bulletins of Silesian
Polytechnic, s. Automatics, Nol4, 1994, 85-97 (in Polish).

Janiak, A.: Single machine scheduling problem with a common deadline and resource
dependent release dates. European Journal of Operational Research, Vol. 53, No 3,
1991, 317-325.

Janiak, A.: Scheduling Independent One-Processor Tasks with Linear Models of Release
Dates under a Given Maximum Schedule Length to Minimize Resource Consumption.
Intern. J. Systems Analysis Modelling and Simulation, Vol. 7, No 11/12, 1990, 885-890.



[35]

[36]

[37]

(38]

[39]

[40]

[41]

[42]
[43]
[44]

[45]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

[51]

[52]

A. Janiak

Janiak, A.: Minimization of Resource Consumption under a Given Deadline in Two-
Processor Flow-Shop Scheduling Problem. Information Processing Letters, Vol. 32,
No 2, 1988, 101-112.

Janiak, A.: General Flow-Shop Scheduling with Resource Constraints. International
Journal of Production Research, Vol. 26, No 6, 1988, 1089-1103.

Janiak, A., Stankiewicz, A.. On Time-Optimal Control of a Sequence of Projects of
Activities under Time-Variable Resource. IEEE Transactions on Automatic Control,
Vol. 33, No 3, 1988, 313-316.

Janiak, A.: Minimization of the Total Resource Consumption in Permutation Flow-Shop
Sequencing Subject to a Given Makespan. Modelling, Simulation and Control, C,
Vol. 13, No 2, 1988, 1-11.

Grabowski, J., Janiak, A.: Job-Shop Scheduling with Resource-Time Models of
Operations. European Journal of Operational Research, Vol. 28, Nol, 1987, 58-73.
Janiak, A.: One-machine scheduling problems with allocation of continuously-divisible
resource and with no precedence constraints. Kybernetika, Vol. 23, No 4, 1987,
289-293.

Janiak, A.: Minimization of the Maximum Tardiness in One-machine Scheduling
Problem subject to Precedence and Resource Constraints. Int. J. Systems Analysis,
Modelling and Simulation, Vol. 4, No 6, 1987, 549-556.

Janiak, A.: Time-optimal Control of a Sequence of Projects of Activities. Int. J. Systems
Analysis, Modelling and Simulation, Vol. 4, No 1, 1987, 43-52.

Janiak, A.: Time-optimal control in a single machine problem with resource constraints.
Automatica, Vol. 22, No 6, 1986, 745-747.

Grabowski, J., Janiak, A.: Sequencing Problem with Resource Constraints. Cybernetics
and Systems Research, Vol. 2, 1984, 329-333.

Janiak, A., Stankiewicz, A.: The Equivalence of Local and Global Time-optimal Control
of a Complex of Operations. International Journal of Control, Vol. 38, No 6, 1983,
1149-1165.

Janiak, A.: Single Machine Sequencing with Linear Models of Jobs subject to
Precedence Constraints. Arch. Automat. & Telemech., Vol. XXXIII, No 2, 1988,
203-210.

Janiak, A.: On a Single Machine Sequencing to Minimize the Maximum Job Cost
Subject to Resource and Precedence Constraints. Arch. Automat. & Telemech.,
Vol. XXXI, No 4, 1986,415-417.

Janiak, A.: Time-optimal Control of a Sequence of Complexes of Independent
Operations with Concave Models. System Science, Vol. 4, No 4, 1978, 325-337.

Janiak, A.: Minimization of the Blooming Mill Standstills - Mathematical Model
Suboptimal Algorithms. Scientific Bulletins of University of Mining & Metallurgy,
s. Automatics, Vol. 8, No 2, 1989, 37-49.

Janiak, A.: Machine Standstill Minimization Problem subject to Job Release Dates
dependent on resources. Scientific Bulletins of Silesian Polytechnics, s. Automatics,
No 100, 1990, 61-77 (in Polish).

Janiak, A.: Permutation Flow-Shop Problem with Linear Models of Operations.
Scientific Bulletins of Silesian Polytechnics, s. Automatics, No 94, 1988, 125-138 (in
Polish).

Janiak, A.: Single-Machine Scheduling Problems with Allocation of Resources. Scientific
Bulletins of Silesian Polytechnics, s. Automatics, No 84, 1986, 81-91 (in Polish).



Jednomaszynowy problem szeregowania. 45

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

Janiak, A.. Non-permutation Sequencing Problem with Allocation of Constrained
Resources. Scientific Bulletins of Silesian Polytechnics, s. Automatics, No 74, 1984,
107-114 (in Polish).

Janiak, A.: Some Sequencing Problem with Resource Constraints. Scientific Bulletins of
University of Mining & Metallurgy, s. Automatics, No 34, 1983, 215-222 (in Polish).
Janiak, A.: Some Scheduling Problem with Parallel Machines and Resource Constraints.
Scientific Bulletins of University of Mining & Metallurgy, s. Automatics, No 32, 1982,
339-350 (in Polish).

Janiak, A.: Job-shop Problem with Resource Allocation. Scientific Bulletins of Silesian
Polytechnics, s. Automatics, No 63, 1982, 29-39 (in Polish).

Janiak, A., Grabowski, J.: Sequencing Problem with Resource Allocation in Descrete
Manufacturing Processes. Scientific Bulletins of University of Mining & Metallurgy,
s. Automatics, No 146, 1981, 209-218 (in Polish).

Janiak, A.: Time-Optimization of Sequence of Complexes of Operations in Control of
Descrete Manufacturing Processes. Scientific Bulletins of Silesian Polytechnics,
s. Automatics, No 54, 1980, 57-65 (in Polish).

Janiak, A., Grabowski, J.: Optimization of a Sequence of Operations with Resource
Allocation in Descrete Manufacturing Processes. Scientific Bulletins of Silesian
Polytechnics, s. Automatics, No 54, 1980, 67-74 (in Polish),

Janiak, A.: Resource Minimization in Single Machine Scheduling with a Completion
Time Constraint. Proceed, of the Inter. Conf. on Industrial and Production Management,
Marrakech, April 4-7, 1995, 393-401.

Cheng, T.C.E., Janiak, A.: Scheduling Problem in Some Production Processes, in:
Robotics & Factories of the Future, ed. F. Vernadat, ELSEVIER, 1993, 257-264.

Cheng, T.C.E., Janiak, A.. Scheduling and Resource Allocation Problem in Some
Manufacturing Systems. Proceed, of the 8th Internat. Conference on CAD/CAM,
Robotics and Factories of the Future, Metz, France, August 17-19, 1992, 1657-1671.

Janiak, A.: Scheduling and Resource Allocation Problems in Some Flow Type
Manufacturing Processes, in: Modern Production Concepts, eds. G. Fandel, G. Zapfel,
Springer Verlag, Berlin 1991, 404-415.

Janiak, A.: Flow Shop Scheduling with Controllable Operation Processing Times, in:
Large Scale Systems: Theory and Applications, Preprints of the 4-th IFAC/IFORS
Symposium, Pergamon Press, eds. H.P. Geering and M. Mansour, Zurich, Switzerland,
26-29 August 1986, Pergamon Press, Vol. 2, 602-605.

Janiak, A.: One-machine Scheduling Problem with Resource Constraints, in: Lecture
Notes in Control and Information Sciences, eds. A. Prekopa, J. Szelezan and
B. strazicky, Vol. 84, Springer Verlag, Berlin 1986, 358-364.

Janiak, A., Stankiewicz, A.: Global and Local Time-optimal Resource Allocation in a
Sequence of Projects, in: System Analysis and Simulation 1985, Theory and
Foundations, Proceed, of the Internat. Symposium, Barlin, August 26-31, 1985, eds.
A. Sydow, M. Thoma and R. Vichnevetsky, Académie Verlag, Berlin, 408-413.

Janiak, A., Grabowski, J.: Job-shop Problem with Resource Constraints, in: Large Scale
Systems: Theory and Applications 1983, Proceed, of the IFAC-IFORS Symposium,
Warsaw, Poland, July 11-15, 1983, ed. A. Straszak, Pergamon Press, 1984, 475-480.
Grabowski, J., Janiak, A., : On Job Scheduling with Resources Constraints, in: Lecture
Notes in Control and Information Sciences, eds. A.V. Balakrishnan and M. Thoma,
Springer-Verlag, Berlin 1984, Vol. 59, 193-200.



46

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[78]

[76]
[77]
[78]
[79]

(80]

[81]
(82]
[83]

[84]

[85]

(86]

A. Janiak

Janiak, A.: Job-shop scheduling with resource constraints, in: Proceed, of the Internat.
AMSE Conference, Paris, July 1-3, 1982, ed. G. Mesnard, AMSE Press, Vol. 2, 1982,
97-101.

Janiak, A., Grabowski, J.: Optimal sequencing of Computer Programs with Memory
Allocation in Multiprocessor Systems, in: Computer Applications in Industry, Proceed,
of the 2nd National Conference, September 17-18, 1981, Vol. 1, 34-43.

Janiak, A.: Time-optimal Control of a Sequence of Complexes of Operations in Random
Conditions, in: Proceed, of the 8-th National Conference on Automatic Control
Engineering, Szczecin, September 16-17, 1980, Vol. 1, 509-515 (in Polish).

Janiak, A., Grabowski, J.: Optimization of Operation Sequencing Problem with Resource
Allocation in Discrete Manufacturing Systems, in: Proceed, of the 7-th Polish-Bulgarian
Symposium, Warsaw, April 1980, Vol. 2, 129-138 (in Russian).

Janiak, A.: Time-optimal Control of a Sequence of Complexes of Independent
Operations, in: System-Modelling-Control, Proceed, of the Internat. Symposium,
Zakopane, Poland, October 8-13, 1979, Vol. 2, 76-81 (in Russian).

Janiak, A.: Time-optimal Control of a Sequence of Technological Operations, in:
Control Systems - State of the Art, Proceed, of the National Conference SYSTER'79,
Katowice 1979, 327-338.

Janiak, A.: Optimal Control of Sequence of Complexes of Technological Operations
with Concave Models, in: Proceed, of the 7-th National Conference on Automatic
Control Engineering, Rzeszow, September 15-17, 1977, Vol. 2, 149-158.

Johnson, L.M.: Optimal two- and three-stage production schedules with setup times
included. Naval Res. Logist. Quart. 1, 1954, 61-68.

Kowalowski, H. (praca zbiorowa pod kierunkiem): Automatyzacja dyskretnych
procesow przemystowych. WNT, Warszawa 1984.

Lawler, E.L.: A pseudopolynomial algorithm for sequencing jobs to min total tardiness.
Ann. Discr. Math. 1, 1974, 331-342.

Lawler, E.L.: Sequencing jobs to minimize total weighted completion time subject to
precedence constraints. Ann. Discr. Math. 2, 1978, 75-90.

Lawler, E.L., Lenstra, J.K., Rinnooy Kan, A.H.G., Shmoys, D.B.: Sequencing and
Scheduling: Algorithms and Complexity. S.C. Graves et al., Eds., Handbooks in OR and
MS, Vol. 4, 1993, 445-521.

Lenstra, J.K., Rinnooy Kan, A.H.G., Brucker, P.: Complexity of machine scheduling
problems. Ann. Discr. Math. 1, 1977, 343-362.

Lenstra, J.K., Rinnooy Kan, A.H.G.: Complexity of scheduling under precedence
constraints. Oper. Res. 26, 1978, 22-35.

Nawaz, M., Enscore, E.E.Jr., Ham, 1: A heuristic algorithm for the m-machine n-job
flow-shop sequencing problem. Omega 11, 1983, 91-95.

Potts, C.N., Van Wassenhove, L.N.: Dynamic programming and decomposition
approaches for the single machine total tardiness problem. Europ. J. Oper. Res. 32,
1987, 405-414.

Stowinski, R.: Multiobjective project scheduling under multiple-category resource
constraints, in: Advances in Project Scheduling edited by R. Stowinski and J. Weglarz,
Elsevier Science Publishers B.V., Amsterdam 1989.

Smith, W.E.: Various optimizers for single-stage production. Naval Res. Logistic Quart.
3, 1956, 59-66.



Jednomaszynowy problem szeregowania.. AZ

[87] Szwarc, W.: Dominance conditions for the three-machine flow-shop problem. Oper.
Res. 26, 1978, 203-206.

[88] Tanaev, V., Gordon, V., Shafransky, Y.. Scheduling Theory. Single-Stage Systems.
Kluwer Academic Publishers Group, 1994.

[89] Tanaev, V., Sotskov, Y., Struscvich, V.: Scheduling Theory. Multi-Stage Systems.
Kluwer Academic Publishers Group, 1994.

[90] Van Wassenhove, L.N., Baker, K.R.: A bicriterion approach to time cost trade-offs in
sequencing. European J. Oper. Res., No 1, 1982,48-54.

[91] Weglarz, J.: Minimalno-czasowe sterowanie rozdziatem zadan i zasobéw w kompleksie
operacji w warunkach deterministycznych. Rozprawy Nr 78, Wyd. Uczel. Polit. Poznan.,
Poznan 1976.

[92] Weglarz, J.: Time-optimal control of resource allocation in a complex of operations
framework. TEEE Trans. Syst. Man Cyber. SMC-6, No 11, 1976, 783-788.

[93] Weglarz, J.: Project scheduling with discrete and continuous resources. IEEE Trans.
Syst. Man and Cyber. SMC-9, No 10, 1979, 644-650.

[94] Weglarz, J.: Multiprocessor scheduling with memory allocation - a deterministic
approach. IEEE Trans. Comput., Vol. C-29, No 8, 1980, 708-709.

[95] Weglarz, J.: Project scheduling with continuously-divisible, doubly  constrained
resources. Mgmt. Sci., Vol. 27, No 3, 1981, 1040-1052.

[96] Weglarz, J.: Scheduling under continuous performing speed vs. resource amount activity
models, in: Advances in Project Scheduling edited by R. Stowinski and j. Weglarz,
Elsevier Science Publishers B.V., Amsterdam 1989.

[971 Weglarz, J.: Synthesis Problemsin Allocating Continuous, Doubly Constrained
Resources among Dynamic Activities, in: Operational Research’90, ed. H.E. Bradley,
Pergamon Press PLC, Oxford 1990, 715-724.

[98] Williams, T.J. (ed.): Analysis and design of hierarchical control systems: with special
reference to steel plant operations, North-Holland, 1986.

Recenzent: Prof. dr hab. inz. Jerzy Klamka
Whptyneto do Redakcji do 30.06.1995 r.

Abstract

In this paper we make a survey of resource allocation problems, scheduling and
sequencing problems and sequencing problems with resource constraints. A practical example
describing technological process between converter plants and blooming mill in steel mill is
given. The problem appearing during this process is modelled by some new single machine
scheduling problem with precedence constraints. This problem is considered under the
assumption thatjob release dates are identical linear functions of resour ces. It has been proved
that the problem under consideration is strongly NP-hard. An approximate algorithm with the
worst case analysis is presented. Some concluding remarks summarizing the results obtained up
to now are given as well.



