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Streszczenie. W pracy zbadano jednomaszynowy problem szeregowania zadań 
z dowolnymi ograniczeniami kolejnościowymi. Rozpatrywano go przy założeniu, że 
terminy dostępności zadań sąjednakowymi liniowymi funkcjami zasobów. Wykazano, że 
problem len jest silnie NP-zupełny. Podano algorytm aproksymacyjny jego rozwiązania 
wraz z analizą najgorszego przypadku.

SINGLE MACHINE SCHEDULING PROBLEM WITH PRECEDENCE AND 
RESOURCE CONSTRAINTS

Summary. In this paper we have examined single machine scheduling problem with 
precedence constraints. The problem has been considered under the assumption that job 
release dates are identical linear functions of resources. It has been proved strong 
NP-completeness o f the problem. An approximate algorithm with the worst case analysis 
has been also given.

EINMASCHINENPROBLEM DER EINORDNUNG MIT REIHENFOLGE - 
BESCHRÄNKUNGEN UND BESTANDBESCHRÄNKUNGEN

Zusammenfassung. In diesem Aufsatz untersuchen wir das Einmaschinenproblem der 
Einordnung mit beliebigen Reihenfolgebeschränkungen. Wir nähmen an, daß die 
Termine von den Jobserreichbarkeit sind dieselbe lineare Funktionen von den Bestände. 
Wir beweisen, daß das Problem ist stark NP-komplet. Wir geben auch einen 
aproximatiren Algorithmus zusammen mit der Analyse von den schlimmsten Fall an.

1. Wprowadzenie. Przegląd literaturowy

W wielu procesach produkcyjnych występują problemy rozdziału różnorodnych 
zasobów pomiędzy operacje technologiczne, które są zwykle uwarunkowane czasowo, a 

często nawet przestrzennie. Problemy takie były rozpatrywane przy różnorodnych założeniach 

i ograniczeniach technologicznych w licznych pracach, najciekawsze z nich to: [6, 7, 10, 11, 

12, 37, 42, 45, 48, 58, 66, 67, 71, 73, 74, 75, 86, 92, 93, 94, 96, 97, 98], Często też występują
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różnorodne problemy szeregowania operacji technologicznych na różnych urządzeniach, 
maszynach, robotach, procesorach. W szczególności występują one w tak zwanych 
dyskretnych procesach przemysłowych. Problemy te były rozpatrywane przy różnorodnych 
założeniach, ograniczeniach i funkcjach kryterialnych w licznych pracach, np. najciekawsze z 
nich to: [2, 3, 4, 5, 8, 9, 13, 14, 15, 20, 21, 23, 24, 25, 27, 76, 79, 80, 82, 83, 84, 85, 87, 88, 
91], Kolejne próby podsumowania wyników uzyskanych dla problemów szeregowania zadań 
można znaleźć w pracach: [16, 1, 6, 22, 8 1, 7, 89, 90).

Bardzo często problemy szeregowania zadań (operacji technologicznych) na 

maszynach (robotach) występują równocześnie z problemami rozdziału różnorodnych 
zasobów. Problemy te również, w pewnym ograniczonym zakresie, były już rozpatrywane w 

literaturze, i tak np. przy modelach operacji wyrażających zależność prędkości zmiany stanu 

operacji od ilości przydzielonego zasobu byty rozpatrywane w [94, 95, 26). Podsumowanie 

dotychczasowych rezultatów uzyskanych dla problemów szeregowania zadań ze statycznymi 
modelami operacji, wyrażającymi zależność czasu trwania operacji od ilości przydzielonego 
zasobu można znaleźć w monografii [26], a także częściowo w  [6, 7).

Ponieważ w  niniejszej pracy zajmiemy się nowym, dotychczas jeszcze nie 
rozpatrywanym w literaturze problemem szeregowania zadań z równoczesnym rozdziałem 

zasobów, obecnie dokonamy nieco bardziej szczegółowego przeglądu tych zagadnień.

W wielu dyskretnych procesach produkcyjnych występuje często tylko jedna maszyna 

krytyczna, na której problem szeregowania zadań (i rozdziału zasobów} jest istotnym i dość 

trudnym problemem. Natomiast problemy szeregowania zadań na pozostałych maszynach, z 
punktu widzenia rozpatrywanych kryteriów optymalizacji, są mniej istotne, a maszyny te 

można rozpatrywać jako maszyny o nieograniczonej przepustowości. Można zatem w wiciu 

praktycznych przypadkach ograniczyć się tylko do jednej maszyny, a czasy obróbki 
rozpatrywanych elementów na maszynach poprzedzających (w sensie technologicznych 

uwarunkowań) maszynę krytyczną uwzględnia się w terminach dostępności danych elementów 

do obróbki na rozpatrywanej maszynie krytycznej. Czasy obróbki na maszynach występujących 

po maszynie krytycznej uwzględnia się w tak zwanych czasach dostarczania zadań (te czasy 
nie będą uwzględnione w tej pracy).

Terminy dostępności zadań, jako czasy wykonywania tychże zadań na maszynach 

poprzedzających maszynę krytyczną, mogą być z góry ustalone lub mogą zmieniać się w 

sposób ciągły w określonych granicach, zależąc od przydzielonego im zasobu. Podobna 

sytuacja może być z czasami wykonywania zadań i czasami dostarczania zadań. Przykładowo, 
jednomaszynowe problemy szeregowania z ustalonymi terminami dostępności i czasami 

wykonywania zadań były rozpatrywane np. w pracach [21, 24, 25, 80, 85, 87, 88],

Wielomaszynowe problemy szeregowania zadań z ustalonymi czasami wykonywania 
zadań byty rozpatrywane np. w pracach [3, 23, 82, 84], natomiast z czasami zależnymi od 
zasobów np. w pracach [30, 31, 35, 36, 38, 39, 44, 51, 53, 54, 55, 56, 57, 59, 63, 64, 67, 68,
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69, 70, 71, 72], Różnorodne jednomaszynowe problemy szeregowania z czasami 

wykonywania zadań zależnymi od zasobów były rozpatrywane np. w  pracach [16, 17, 18, 19, 

91, 28, 29, 32, 40, 41, 46, 47, 52, 61, 62, 65], Jednomaszynowe problemy szeregowania zadań 
z terminami dostępności zadań zależnymi od zasobów badano natomiast w [28, 33, 34, 43, 49, 
50,60],

W niniejszej pracy zajmiemy się tymi ostatnimi problemami, ale przy założeniu, że 

zadane są dodatkowe ograniczenia kolejnościowe pomiędzy zadaniami.

Praktycznym przykładem takiego problemu może być proces produkcyjny występujący 

w  hutach stali na odcinku produkcyjnym stalownia konwertorowa-walcarka-zgniatacz, który 
zostanie pokrótce omówiony w następnym rozdziale.

Precyzyjne sformułowanie rozpatrywanego w pracy problemu znajduje się w 
rozdziale 3. W rozdziale 4 wykazano silną NP-zupełność badanego problemu. Rozdział 5 
poświęcony jest wielomianowemu algorytmowi aproksymacyjnemu, który rozwiązuje w 

sposób przybliżony badany problem. Zamieszczono tam również analizę najgorszego 

przypadku tego algorytmu. W rozdziale 6 zamieszczono pewne uwagi końcowe.

2. Przykład zastosowań

W niniejszym rozdziale rozpatrzymy proces produkcyjny występujący w hutach stali na 
odcinku produkcyjnym stalownia konwertorowa-walcarka-zgniatacz, polegający na 
podgrzewaniu wlewków za pomocą gazu w piecach wgłębnych, a następnie walcowaniu tych 
wlewków na walcarce zgniataczu.

Proces ten krótko można scharakteryzować w następujący sposób [99, 78], Po 

zakończeniu cyklicznego procesu wytapiania stali w jednym z konwertorów (zwykle jest kilka 

konwertorów), płynny metal wlewany jest do kadzi, a następnie do wlewnic (specjalnych 

form), gdzie krzepnie i później zastyga. Wlewnice znajdują się na tzw. zestawach kołowych, 
na torach krystalizacji. Stygnięcie i starzenie się wlewków trwa od kilku do kilkudziesięciu 

godzin. Następnie po procesie stryperowania wlewki stygną na wolnym powietrzu, a później są 
odpowiednio segregowane na zestawy i transportowane do właściwej baterii pieców 

wgłębnych w celu ich podgrzania do wymaganej temperatury. Każdy zestaw wlewków składa 

się z kilku wlewków zazwyczaj o podobnej temperaturze, zbliżonym formacie i rodzaju 

materiału, z którego są zrobione. Każdy zestaw wlewków jest podgrzewany za pomocą gazu 

w oddzielnym piecu wgłębnym. Wygrzewanie wsadu wlewków w piecu wgłębnym trwa od 

kilku do kilkunastu godzin. Poszczególne piece wgłębne mogą być dostępne do podgrzewania 

w różnych momentach czasu (cykliczny proces). Następnie , poszczególne zestawy wlewków 
-  po osiągnięciu pożądanej temperatury -  są wyjmowane z pieców wgłębnych i wlewki po 
kolei za pomocą specjalnej suwnicy są dostarczane do walcarki zgniatacza, gdzie są 

walcowane na gorąco. Jeden wlewek jest walcowany około kilku minut i następnie w postaci
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płyty jest przekazywany do dalszej obróbki na wydział walcowni. Ze względu na dalszą 

obróbkę na wydziale walcowni między poszczególnymi zestawami wlewków mogą 

występować zależności kolejnościowe, które muszą być przestrzegane podczas procesu 
walcowania na walcarce-zgniataczu. Zwykle jest tylko jeden zgniatacz w  całej linii 
produkcyjnej, ponieważ jest on urządzeniem bardzo drogim (znacznie droższym niż wszystkie 

piece wgłębne). Z powyższego powodu może on być traktowany jako maszyna krytyczna w  tej 

linii produkcyjnej. Piece wgłębne można tutaj praktycznie potraktować jako maszyny o 

nieograniczonej przepustowości. Czas podgrzewania każdego zestawu wlewków w każdym z 
pieców wgłębnych jest odwrotnie proporcjonalny do ilości spalonego w nim gazu. Czas ten 

także zależy od liczby, formatu i typu surówki wlewków w rozpatrywanym zestawie, zależy on 

również od stanu technicznego rozpatrywanego pieca wgłębnego. Te ostatnie zależności są 
zwykle uwzględniane w stałych parametrach modelu czasu podgrzewania wlewków. Każdy 

zestaw wlewków, podgrzewanych w oddzielnym piecu wgłębnym, tworzy oddzielne zadanie 

produkcyjne. Czas walcowania (na gorąco) każdego zestawu wlewków może być różny dla 

różnych zestawów wlewków, ponieważ zależy on od liczby, formatu, temperatury i gatunku 

stali wlewków w  zestawie. Jednakże można go z góry łatwo ustalić i dla każdego zestawu 

wlewków przyjmuje się, że jest on zadany. Czas podgrzewania każdego zestawu wlewków 
(z uwzględnieniem czasu dostępności rozpatrywanego pieca wgłębnego oraz czasu 
zakrzepnięcia wlewków z rozpatrywanego zestawu, liczonych od chwili rozpoczęcia 
optymalizacji badanego procesu produkcyjnego) można potraktować jako termin (czas) 

dostępności rozpatrywanego zestawu wlewków (zadania) na walcarkę zgniatacz (w celu 

walcowania jej na gorąco). Maksymalne natężenie przepływu gazu, dostarczanego zarówno do 

każdego pieca wgłębnego, jak i do całej piecowni, jest ograniczone.
Problem tutaj polega na znalezieniu takiej kolejności walcowania wlewków z 

rozpatrywanych zestawów wlewków na walcarce zgniataczu i takiego rozdziału natężenia 

przepływu gazu (lokalnie i globalnie ograniczonego) pomiędzy rozpatiywane piece wgłębne w 

piecowni, aby przestoje walcarki zgniatacza były minimalne.
Można pokazać [26], że minimalizacja przestojów dowolnej maszyny jest równoważna 

minimalizacji czasu zakończenia wykonywania zadań na tej maszynie.

Łatwo zauważyć, że problem ten można sprowadzić do jednomaszynowego problemu 

szeregowania zadań na walcarce zgniataczu z opóźnieniami kolejnościowymi i z terminami 

dostępności zadań zależnymi od ilości przydzielonego do pieców wgłębnych podzielnego w 

sposób ciągły zasobu (gazu).

Z punktu widzenia procesów zachodzących w hutach jest to bardzo istotny problem, 

bowiem -  jak wcześniej już wspomniano -  walcarka zgniatacz jest bardzo drogim urządzeniem 
i przestoje w jego pracy są niesłychanie kosztowne. Godzina jego postoju kosztuje wiele 

milionów złotych, bowiem przestoje zgniatacza są tutaj równoznaczne z bezczynnością całej 

walcowni z wyjątkiem wykańczalni i pieców wgłębnych. Według zbiorczych statystyk [26]
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prowadzonych przez huty ponad 50% postojów zgniatacza jest spowodowanych okresowym 
brakiem odpowiednio podgrzanych wlewków. Przestoje z winy pieców wgłębnych wynoszą 

od 20 do 50 godzin miesięcznie. Niewielkie nawet usprawnienia w sterowaniu tym procesem 
mogą przynieść znaczne efekty ekonomiczne, bowiem wielkość strumienia przepływającego w 

tym procesie materiału wynosi w ciągu roku kilka milionów ton stali. Podejmowano już wiele 

różnych prób rozwiązania tego problemu, i tak np. pewne metody symulacyjne przedstawiono 
w [78], natomiast algorytmy suboptymalne proponowano w [98], Niestety żadna z tych prób 
nie dala w pełni zadowalających rezultatów.

Podobne problemy pojawiają się także na innych wydziałach hut, np. na wydziale 
kuźniczym.

Niniejsza praca poświęcona jest właśnie wyżej wspomnianemu problemowi 

szeregowania zadań na jednej maszynie z ograniczeniami kolejnościowymi, przy założeniu że 

terminy dostępności zadań na tę maszynę liniowo zależą od podzielnych w sposób ciągły 
ograniczonych zasobów. Założymy ponadto, że liniowe modele terminów dostępności zadań 

są identyczne dla wszystkich zadań, co można w przybliżeniu zrobić, gdy stany techniczne 

pieców wgłębnych są podobne. Głównym zagadnieniem będzie minimalizacja czasu 

zakończenia wszystkich zadań na tej maszynie (równoważna minimalizacji przestojów tej 
maszyny).

Badanie tego problemu istotne jest nie tylko z praktycznego punktu widzenia, ale 
również i z  teoretycznego punktu widzenia, bowiem problemy takie pojawiają się w  kontekście 

wyznaczenia dolnych oszacowań przy rozwiązywaniu wielomaszynowych problemów 
szeregowania zadań i rozdziału zasobów [26],

3. Sformułowanie problemu

W niniejszym rozdziale precyzyjnie sformułujemy problem przedstawiony w sposób 
opisowy w rozdziałach 1 oraz 2.

Dany jest zbiór n zadań 7 ,,. . . ,  , które mają być wykonywane za pomocą jednej

maszyny np. stanowiącej gniazdo krytyczne. Dane są dowolne ograniczenia kolejnościowe 
" < "  pomiędzy zadaniami za pomocą zbioru P0 wszystkich zadanych ograniczeń 

kolejnościowych.

Ponadto zakłada się, że:

(i) zadania są niepodzielne,
(ii) maszyna w danej chwili może wykonywać co najwyżej jedno zadanie,

(iii) każde zadanie J j ,  j  = 1,2,...,«, może być wykonywane po upływie jego terminu 

dostępności Tj, który zależy od ilości przydzielonego zasobu Uj i opisany jest modelem:

A A
rj =f ( uj )-b~auj ,  ( 1)



A. Janiak

gdzie a, b są zadanymi parametrami technologicznymi przyjętego modelu. Ponadto 

zakładamy, że:

a  S u j  <,/},

gdzie a, fs (0 £ a ś  f)<.b / a) są lokalnymi (dolnymi i górnymi) ograniczeniami 

technologicznymi na ilość zasobu przydzielonego dla zadania j  lub do maszyny 
(poprzedzającej rozpatrywaną maszynę krytyczną), na której zadanie to jest wcześniej 

przed maszyną krytyczną realizowane.
Ponadto dalej w pracy będziemy zakładać, że dla rozpatrywanych liniowych modeli 

terminów dostępności zadań a  = 0, ponieważ przypadek z a  > 0 można łatwo 

sprowadzić do przypadku z a  -  0 poprzez odpowiednią modyfikację parametrów b oraz 
/5, tj.: b : = b - a a , f i= P ~ a .

Zadane jest również ograniczenie R  na globalną ilość zasobu dysponowaną do 

rozdziału.

Zbiór U  wszystkich dopuszczalnych rozdziałów u zasobu jest następujący:

iy={« e [«,.......«„], 0 <Uj<p, y = l n,

(iv) czas wykonywania każdego zadania J j  jest stały i wynosi Pj, j  = 1 , . . n .

Niech n  będzie zbiorem wszystkich dopuszczalnych uszeregować zadań (permutacji) rc, 
tzn. spełniających zadane ograniczenia kolejnościowe, a U  zbiorem wszystkich dopuszczalnych 

rozdziałów zasobu u=  u„j.

Dla zadanego sterowania dopuszczalnego, tzn. zadanej dopuszczalnej kolejności 
wykonywania zadań (permutacji indeksów zadań), tt e l l  oraz zadanego dopuszczalnego 

rozdziału zasobu u e U ,  czas zakończenia (n, u) zadania J  ̂  (y = 1,2,..., n) w 

uszeregowaniu k  można zdefiniować w następujący sposób:

a

C*\ ){*>«) = b - a  um  + pxm,

CMJ) U  ") = m ax [/> -  a iix(J), C^ . n(« )]■ +  p„{J), j  = 2 ,..., n .

Zatem czas zakończenia wykonywania zadania J można także wyznaczyć w  następujący 

sposób:

A

max
i

b ~ auK(i) +Y.P*m  
m

, y = l ,2 ,...,7i.
1

A więc łatwo zauważyć, że czas zakończenia wykonywania wszystkich zadań Cmax(^,«) dla 

n  e  f i i u e  U można wyznaczyć w następujący sposób:
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b a U* u i+ 2  p*i<)
i=j

Należy znaleźć takie sterowania { n \  u \  n  e l l ,  u e i l  dla rozpatrywanego problemu 

(który będziemy symbolicznie oznaczali 1|<, r j - b - a u j , < jR |C m„ ) ,  tzn. taką

dopuszczalną kolejność wykonywania zadań n  e  n  oraz taki dopuszczalny rozdział zasobu 

u e U ,  aby czas zakończenia wykonywania wszystkich zadań Cmn(n,u)  był minimalny, tzn.:

m inm iriC n,„(;r,«)=C mBX( / r V ) .
*en utU

4. Złożoność obliczeniowa problemu

W niniejszym rozdziale wykażemy, że rozpatrywany problem jest silnie NP-trudny, tzn. 
pokażemy, że decyzyjna wersja (oznaczona DFP) rozpatrywanego problemu 

(optymalizacyjnego) jest silnie NP-zupełna, przy czym DFP jest sformułowane następująco: 

DFP: Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania n niepodzielnych zadań z dowolnymi 

ograniczeniami kolejnościowymi " < ", z czasami wykonywania zadań P j , j  = 1, 2, . . . ,  n, oraz 

modelami (1) terminów dostępności zadań z parametrami a, b, a  = 0, p  oraz dane są 

wielkości R , y. Zakłada się przy tym, że n, b, f i , p j (j = 1, 2 , . . . ,  /;) są nieujemnymi liczbami 

wymiernymi.

Pytanie: Czy istnieje sterowanie (n, u), n  e n  i u s i l ,  takie że Croox(^,«) < y  ?

Twierdzenie 1

Decyzyjna wersja DFP problemu 1|<, r}- -  b - a u j ,  ^  itj <. R  \ Cmax je s t silnie

NP-zupełna.

Dowód:

Oznaczmy przez DF  (l | <• | decyzyjną wersję klasycznego jednomaszynowego

problemu szeregowania zadań z ograniczeniami kolejnościowymi i z kryterium sumy terminów 
zakończenia wykonywania zadań.

Silna NP-zupełność DFP będzie dowodzona poprzez wykazanie, że D /r (l | <• | ^ C , )  

(będąca silnie NP-zupełną -  Lawler [80], Lenstra i Rinnooy Kan [83]) jest 

pseudowielomianowo-transformowalna do DFP. Rozważmy D F  (l [ <• | J ^ C ,) :

Dany jest jednomaszynowy problem szeregowania m  niepodzielnych zadań z dowolnymi 

ograniczeniami kolejnościowymi ' <■ ", z czasami wykonywania zadań p 'j, i = 1, 2 ,... , m, 

oraz liczbą x  (gdzie m, x, p'j, i = 1 ,2  m, są nieujemnymi liczbami całkowitymi).
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Pytanie: Czy istnieje uporządkowanie r i zadań Jv . . . ,J m takie, że

¿ Q ( ; )  Ś X  ^
J* >

Odpowiednia instancja DFP jest zdefiniowana następująco:

n  =  m,  p j = p ' j , b =  j r p 'Jt j a  =  1, £  =  x ,  y  =  j t ć j ,

j . i y-i /-i

ograniczenia kolejnościowe pomiędzy zadaniami w l|< , T j - b - a U j ,  należy

przyjąć dokładnie odwrotnie niż w 11 <• | C ,.

Obecnie pokażemy, że dla DFP zachodzi Cmax ( ;r, u) < y  ( i s l l ,  u eC7) wtedy i tylko 

wtedy, gdy dla D f ( 11 < | ^ C ,  ) można znaleźć uporządkowanie zadań r i  takie, że zachodzi

£ c , s x .
i=i

1. Jeżeli dla pewnego n zachodzi £ c ,  < x ,  tzn. jeżeli D.f (| | <• | Z Q )  ma rozwiązanie, to
/-i

kolejność wykonywania zadań 7 re n  oraz rozdział zasobu G eU , przy którym dla DFP 

zachodzi Cmnx(ri,&) < y ,  są następujące:

ri(i) = n, ( n - ( / - l ) ) ,  » = 1 , 2 , . . .  , n  (2)

«i m-i"+l
“MD = Z p 'V(() > = Z  p '^ w ' Ź = 2, 3, . .. ,  «,

(=1 >1

każdą uporządkowaną parę zadań J i< J j  w problemie 1 |< |^ C ,  zamieniamy na 

przeciwną, tzn. < / ,  w problemie 1|<, r j= b - a u Jt Z “y - ^ 1  Cmox.

Przy czym łatwo zauważyć, że dla sterowania (ń, u) zachodzi:

n m

2 X w  = ’Z { m ~ i j - i))pm ś x  oraz c m»(^") = Z A  = = y
i - l  y . |  M  1=1

i rozdział zasobu u jest optymalny dla permutacji ri, tzn. Q = Powyższe rozważania

n
mówią o tym, że jeśli można znaleźć taką permutację zadań ri, że zachodzi Z ^ '  < x ,  to

i-i
oznacza to, że można znaleźć taką permutację ri (dokładnie odwrotną niż ri) i wyznaczyć
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dla niej optymalny rozdział zasobu pomiędzy terminy dostępności w taki sposób, że 

globalna ilość zasobu R  = ,v wystarczy na to, aby zaszło Cmax(źr,«) = y .

2. Jeżeli -D i^l | < | ^ C , )  dla wszystkich dopuszczalnych n' nie ma rozwiązania, tzn. jeżeli 

,-j > x , to -  jak pokażemy -  dla każdego uporządkowania n postaci (2) (które 

wyczerpuje wszystkie możliwe dopuszczalne uporządkowania zadań) i dla każdego 

dopuszczalnego rozdziału zasobu u eU  zachodzi CmAX(n,u)>  y .

Nie trudno dostrzec, żc dla każdego dopuszczalnego uszeregowania n (powstałego z n' 
w sposób (2)) globalna ilość zasobu, która zapewni spełnienie warunku:

Cm, * U « ) s p  (3)

musi być rozdysponowana w sposób następujący:

m m-/+ 1

“’*(') = “'/r(0 ~ z L ^ t / ) ’ ' = 2 ,3 ,..,,« .
/-i ;=i

M
(Oczywistejest, że dla u1* zachodzi: Cmax( ^ , = y. )

i=i
Dla każdego /z minimalna globalna ilość zasobu 7? rozdysponowana pomiędzy zadania, 
która zapewni spełnienie (3), wynosi:

n m
r = z y * « = •

/=i
Ponieważ z założenia wynika, że dla każdego uszeregowania n'  zachodzi

¿£»•(0  > -v >
/-i

więc Un nie jest dopuszczalnym rozdziałem zasobu, gdyż R > x =  R. Stąd dla każdego

dopuszczalnego n i u e U  zachodzi Cmax{rr,u) > y .

Więc zostało pokazane, że D F  (l | <•[ ^ C , )  jest pseudowielomianowo transformowal-

na do DFP (wykazanie, że wszystkie warunki pseudowielomianowej transformacji są spełnione 
i przynależność do klasy NP jest trywialne).

5. Algorytm aproksymacyjny i analiza najgorszego przypadku

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiony wielomianowy algorytm 

aproksymacyjny rozwiązujący problem l|< , r, = b -a it j ,  ^ uj  5 & I Cmtx• Algorytm ten można 

podzielić na dwie części. W pierwszej tworzone będzie uporządkowanie n zadań, natomiast



«;) = m inCmsx(7r,«)).

w części drugiej będą rozdzielone (dla uzyskanego uporządkowania) w sposób optymalny 

zasoby. Przez u\, «’ e U, oznaczony będzie optymalny rozdział zasobu dla ustalonej 

dopuszczalnej kolejności wykonywania zadań n  (tzn. taki rozdział, przy którym Cmax(m «), 

osiąga wartość minimalną, tj.:

i A
t
utU

Algorytm aproksymacyjny (A)

Krok 1. (tworzenie uporządkowania n)
Uporządkowanie (permutację) n utwórz w dowolny sposób, ale tak, by były spełnione 

zadane ograniczenia kolejnościowe pomiędzy zadaniami.

Krok 2. (optymalny rozdział zasobu dla permutacji n)

1) Jeżeli maksymalna ilość zasobu, którą można przydzielić do terminu dostępności 

pierwszego zadania w permutacji n, tzn. jest tak mała, że zachodzi

następująca nierówność:

/ ( « ^ ) ) +Z j V ( o ^ + i X o > t? “<U =m in{& /?} i « ^ = 0  dla j  = 1 ,2 ,...,« .

2) Jeżeli natomiast zachodzi:

. \ "  "  , (  k N 

A un m ) + Y l P ^ ) < b + Y j P ^ '  t0  “ x0) = ( 1 / a ) l L P n ( 0 + d  ■ d la  7  =  1 .2 .. . ..Ac,

I-I 1-2 \ ‘~ J  J

= [dla] ,  = 0 dla j  = k  + 2 ,k+ 3 ,...,n , gdzie: k  jest maksymalną naturalną 

liczbą spełniającą następujące nierówności: 

k k
i X  p m  la< ,fł, podczas gdy 

1*1 1=1
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d  = min
k
l

\ r-i V r=i

k , . n
(natomiast Z  /• pa(l) /  a jest ilością zasobu, dla której CmaA(;r, u )  = b+ Z / ^ k  o)-

1*1 /»/c+l

Łatwo sprawdzić, że przedstawiony algorytm ma złożoność obliczeniową o[n2).

Analiza najgorszego przypadku:

Dla pewnej instancji problemu 1|<, /y = b-aU j, Z “/  ^ At 1 Cmax niech:



oznacza wartość Cmal ( it*, «*) otrzymaną za pomocą powyższego algorytmu A, a

C ’lax oznacza optymalną wartość Cmix, tzn. Cmax( ; r \ u ’).

Twierdzenie 2
Dla powyższego algorytmu A zachodzi:

C A IC ' ś 2max '  maa

i ograniczenie to jest najlepsze z możliwych.

Dowód:
Dla każdej instancji rozpatrywanego problemu zachodzą następujące nierówności:

C  = (* * .«») ^ Cm„x ( ,  «’) s  jm ax  /(« , ')  + £  />, j  s  2Cm„ ( * . « ’)

(oczywiste jest, że zachodzi: m ax/(« ,*)<  Cma, ( ^ ’, u )  i ¿ /> ,<

Dla wspomnianego algorytmu można znaleźć łatwo przykład osiągalności podanego 
w T w . 2 współczynnika najgorszego przypadku, tzn. można pokazać, że ograniczenie to jest 
możliwe z najlepszych.

Dla bardziej sensownego algorytmu wyboru permutacji n w Kroku 1 Algorytmu A, np. 

takiego, który na pierwszym miejscu ustawia zadanie o najdłuższym czasie trwania, ale takie, 

które nie ma poprzedników (lub którego poprzedniki zostały już ustawione) itd., współczynnik 
najgorszego przypadku wynosi też 2 i ograniczenie to jest najlepsze z możliwych.

Jednom aszynow y problem szeregowania..._____________________________________________

6. Dwagi końcowe

Łatwo zauważyć, że dla przypadku, gdy wszystkie czasy wykonywania zadań p , są 

równe, powyższy silnie NP-trudny problem redukuje się do problemu wielomianowo-

rozwiązywalnego. W przypadku tym bowiem problem ten można rozwiązać w o ( n 2) krokach

szeregując zadania dowolnie (ale zgodnie z technologicznymi uwarunkowaniami 

kolejnościowymi) i rozdzielając zasoby zgodnie z zaproponowanym algorytmem (Krok 2 

Algorytmu A), który można w tym przypadku uprościć.
Podsumowując uzyskane rezultaty w niniejszym artykule, a także rezultaty uzyskane 

w pracach [28,33,43], należy podkreślić, że klasyczny (tzn. z ustalonymi zadanymi terminami 
dostępności i czasami wykonywania zadań) jednomaszynowy problem kolejnościowy 

z ograniczeniami kolejnościowymi (lub bez nich) jest wielomianowo-rozwiązywalny za 

pomocą algorytmu Jacksona [24], Ten sam problem, ale z czasami wykonywania zadań
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zależnymi od zasobów jest nadal wielomianowo-rozwiązywalny. Natomiast problem ten, ale 

bez ograniczeń kolejnościowych, z ustalonymi czasami wykonywania zadań i z liniowymi 
modelami terminów dostępności zadań jest już silnie NP-zupełny. Ten ostatni problem, ale 
z identycznymi liniowymi modelami terminów dostępności zadań redukuje się do 

wielomianowo-rozwiązywalnego problemu. Jednakże dodanie ograniczeń kolejnościowych do 

lego ostatniego przypadku powoduje, że staje się on silnie NP-zupełny -  co właśnie 
wykazaliśmy w niniejszej pracy.
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Abstract
In this paper we make a survey of resource allocation problems, scheduling and 

sequencing problems and sequencing problems with resource constraints. A practical example 

describing technological process between converter plants and blooming mill in steel mill is 

given. The problem appearing during this process is modelled by some new single machine 
scheduling problem with precedence constraints. This problem is considered under the 

assumption that job release dates are identical linear functions o f resour ces. It has been proved 

that the problem under consideration is strongly NP-hard. An approximate algorithm with the 

worst case analysis is presented. Some concluding remarks summarizing the results obtained up 
to now are given as well.


