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DYSKRETNO-CIAGLE PROBLEMY SZEREGOWANIA - METODYKA
ROZWIAZYWANIA

Streszczenie. W pracy rozpatruje sie problemy szeregowania, w ktérych kazde
zadanie jednocze$nie zada maszyny ze zbioru identycznych maszyn réwnolegtych oraz
dowolnej ilosci zasobu ciggtego, odnawialnego, z przedziatlu [0,1], Zadania sg
niepodzielne i niezalezne, kryterium stanowi dtugo$¢ uszeregowania. Opisano istote
podejscia doktadnego oraz dwie klasy algorytméw przyblizonych wraz z przyktadowymi
wynikami analizy najgorszego przypadku.

DISCRETE-CONTINUOUS SCHEDULING PROBLEMS - SOLUTION
METHODOLOGY

Summary. This paper deals with scheduling problems in which each job
simultaneously requires a machine from a set of parallel, identical machines, and an
amount of a continuous, renewable resource, arbitrary within the interval [0,1], Jobs arc
non-preemptible and independent, and the schedule length is to be minimized. An exact
approach is described, and two classes of approximation algorithms are proposed with
some worst-case results.

PROBLEMES D'ORDONNACEMENT DETYPE DISCRET-CONTINU : UNE
METHODOLOGIE DE RESOLUTION

Résumé. On considere des problemes d'ordonnancement ou chaque tache demande
simultanément une machine d'un ensemble de machines identiques paralleles et une
quantité de ressource renouvelable, divisible de fagcon continue dans l'intervalle [0,1], Les
taches sont non-interruptibles et indépendantes, et le critere d'ordonnancement est sa
longueur. On décrit I'idée de I'approche exacte et deux classes d'algorithmes
approximatifs avec une analyse exemplaire du pire cas.

1. Wstep

Przez dyskretno-ciggte problemy szeregowania rozumiemy problemy, w ktérych kazde
zadanie jednoczes$nie zada dla swego wykonywania zasobow dyskretnych oraz ciggtych. Przez
zas6b dyskretny rozumiemy przy tym zaséb przydzielany w liczbach (numerach) jednostek z
danego zbioru skoniczonego, a przez zasob ciagty - zasob przydzielany w dowolnych ilo$ciach
z danego przedziatu. Wazng podklase probleméw dyskretno-ciggtych stanowia problemy, w

ktérych zadanie jednoczes$nie zada do swego wykonania jednej maszyny z danego,



J. Weglarz

skofnczonego zbioru (og6lnie rozumianych) maszyn identycznych i réwnolegtych (zasob
dyskretny) oraz dowolnej ilosci zasobu ciggtego, odnawialnego, z przedziatu [0,1], gdzie 1jest
dostepna iloscig tego zasobu. W praktyce z problemami takimi mamy do czynienia np.
wowczas, gdy maszyny sg zasilane ze wspo6lnego zrodta mocy (elektrycznej, hydraulicznej czy
pneumatycznej). Moga to by¢ np. dystrybutory paliwa zasilane ze wspélnej pompy [2], Inne
zastosowanie dotyczy wieloprocesorowych systeméw komputerowych ze stronicowang
pamiecig wirtualng i wsp6lng pamiecia operacyjng, gdy liczba stron jest dostatecznie duza, by
mozna traktowaé pamie¢ operacyjng jako zasob ciggly [6], Wymienmy jeszcze problemy, gdy
zasob dyskretny stanowig pracownicy o okreslonych kwalifikacjach, a zaséb ciagty - pieniagdze.
Problemy dyskretno-ciggte stanowiag wazny kierunek w teorii szeregowania zadan zaréwno z
powodu wspomnianego znaczenia praktycznego, jak i ze wzgledu na walory poznawcze -
wymagana jest tu bowiem inna metodyka postepowania niz w klasycznych problemach
dyskretnych czy ciggtych. Dotyczy to zwilaszcza probleméw, w ktérych zadania sg
niepodzielne; dla zadan podzielnych wystarczy bowiem stosunkowo niewielka modyfikacja
podejs$¢ klasycznych [1,6],

W tej pracy przedstawimy gtéwne elementy tej metodyki ischarakteryzujemy
dotychczas uzyskane wyniki, a takze wskazemy kierunki dalszych badan.

2. Sformutowanie problemu

Zalozmy, ze mamy n niepodzielnych, niezaleznych zadan i=l,2,...,n, z ktérych kazde zada
do swego wykonywania w chwili t jednej, dowolnej maszyny ze zbioru m identycznych,
rownolegtych maszyn j=1,2,..m oraz, jednoczesnie, ilosci u;(t)e[0,1] zasobu ciagtego,

odnawialnego, dostepnego w ilosci 1, tzn. ~ u,(l) < 1 dla kazdego t.
=]

W danej chwili kazda maszyna moze wykonywaé co najwyzej jedno zadanie, a chwile
dostepnosci zadan i maszyn sg réwne 0.

Predko$¢ wykonywania zadania i w chwili t w funkcji u; (t) wyraza sie wzorem

dxj(t)y/dt =x, ()=fj[uj()], x;(0)=0, X|(C))=X; (1)

gdzie x;(t) jest stanem zadania i w chwili t, f; jest funkcja ciggta niemalejaca fj(0)=0, Cj jest
nie znanym a priori momentem zakonczenia wykonywania zadania i, a x\ jego znanym stanem
koncowym, zwanym rozmiarem. Doktadng interpretacje modelu. (I) oraz uzasadnienie jego

uzycia znalez¢ mozna np. w [1], Jako  kryterium optymalnosci przyjmiemy dtugosc

uszeregowania M =max(C,).



Dyskretno-ciggte problemy szeregowania

Problem polega zatem na wyznaczeniu takiego przydzialu maszyn i zasobu ciggtego do
zadan, by kazde zadanie zostato wykonane (tzn. dla zadania i zostat osiggniety stan x b
i=1,2,...,n) przy spetnieniu przyjetych zatozen (przydziat taki bedziemy nazywac
uszeregowaniem dopuszczalnym) i by M przyjeto warto$¢ minimalng (przydziat taki bedziemy
nazywac uszeregowaniem optymalnym).

Zauwazmy, ze problem ten mozna zdckomponowaé na dwa powigzane z sobg
podproblemy [4]:

(i) wyznaczenie przydziatu zadan do maszyn,
(ii) wyznaczenie rozdziatu zasobu ciggtego pomiedzy zadania wykonywane réwnocze$nie w
przydziale (i).

Oczywiscie, rozdziat zasobu cigglego zalezy od przydzialu wyznaczonego w wyniku
rozwigzania (i), a ostateczna diugos¢ uszeregowania dopuszczalnego zalezy od rozdziatu
zasobu ciggtego. Dekompozycja powyzsza wskazuje jednak na mozliwo$¢ wykorzystania
wynikéw osiggnietych dla klasycznych problemoéw szeregowania: dyskretnych (i) oraz ciagtych
(ii). Rézne realizacje tej mozliwosci bedg przedmiotem dalszych rozwazan. Zostang one
przedstawione w dwoch kolejnych rozdziatach, odpowiednio dla podejscia doktadnego
(konstrukcja uszeregowa¢ optymalnych). i dla podejs¢ przyblizonych (konstrukcja
uszeregowac¢ dopuszczalnych o mozliwie dobrej jakosci). Wspomnijmy jeszcze, ze w [2]
powyzszy problem (dla fj=f, i=1,2,...,n) byt rozpatrywany dla modeli zadan w postaci funkcji:
predkos¢ wykonywania - liczba zadan réwnoczesnie wykonywanych. Pordéwnanie tego
podejscia z podejsciem opartym na modelu (1) mozna znalezé w [7],

3. Podejscie doktadne

Zacznijmy od przypadku n A m, co sprowadza sie do n = m, gdyz dla n < m, n-m maszyn
bytoby nie wykorzystanych. W tym przypadku podproblem (i) jest trywialny : kazde zadanie
otrzymuje jedna maszyne. Pozostaje zatem do rozwigzania podproblem (ii) polegajacy na
rozdziale zasobu ciggtego pomiedzy n zadan, czyli na wyznaczeniu takiej odcinkami ciggtej

funkcji  wektorowej  u*(t) = [uf(i), uj,...,<’ ()], ur(i) 2.0, «*(O0<1, ktéra zapewnia
wykonanie kazdego zadania i minimalng warto§¢ M=M*. Wartosci tej funkcji
WE= («*,«*,...,«’) bedziemy nazywaé optymalnymi rozdziatami zasobu (ciggtego). Oznaczmy

przez U gR" zbi6r wszystkich punktéw u, UjzO, i=l,2,...,n, spetniajacych nieréwnosé

n
"Ztu ™ 1oraz przez V zbior zdefiniowany nastepujaco
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veV <> ugU, gdzie Vj =fj (uj), 2)
gdzie: fj sg funkcjami wystepujacymi w (1).
tatwo zauwazyé, ze zbiory U i V sg zbiorami dopuszczalnych rozdziatéw zasobu odpowiednio
w uktadzie wspotrzednych u i v.

Jak wiadomo (por. np.[5]), przy przyjetych zatozeniach stusznejest nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1

Minimalna dtugo$¢ uszeregowania w funkcji wektora rozmiaréw zadan moze by¢ wyrazona
wzorem

M'(x) =mm{M>0:xI M ecoV) 3)

gdzie coV jest powtokg wypuktg zbioru V. Funkcja ta jest zawsze wypukta.

Z powyzszego twierdzenia wynika interpretacja geometryczna optymalnych rozdziatow
zasobow w zaleznosci od postaci funkcji fj i spos6b wyznaczania tych rozdziatdw.
W szczegdlnosci wynikajg z niego nastepujace wnioski.

Whniosek 1

Dla fj wklestych, i=1,2,...,n, dtugos$¢ uszeregowania M jest minimalizowana przez réwnolegte
wykonywanie wszystkich zadan (statymi) ilosciami zasobu

lao,/=U,... « (4)

gdzie M* jest (jedynym) dodatnim pierwiastkiem réwnania

+f-\xI1IM) =1 (5)
ki

Whniosek 2

Dla f, < cjuj, q = f;(l), i=1,2 n, dlugo$¢ uszeregowania jest minimalizowana przez

szeregowe wykonywanie pojedynczych zadan iloscig zasobu réwng 1

Zauwazmy, ze Wniosek 2 oznacza w naszym przypadku, ze do wykonania zbioru zadan w

czasie M* wystarczy jedna maszyna.

Przejdzmy teraz do przypadku n>m. Zauwazmy najpierw, ze Whniosek 2 stuszny jest réwniez
w tym przypadku. Oznacza to, ze dla fj < quj, g = fj(l), i=I1,2,...,n (w szczegdlnosci dla fj

wypukltych) wyznaczenie uszeregowania optymalnego jest trywialne. Przypadek ten
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wyeliminujemy zatem z dalszych rozwazan, zauwazajac tylko, ze nie wystepuje on w praktyce.
Metodyke postepowania dla n>m przedstawimy natomiast na przyktadzie fj wklestych,
i=1,2,...,n, cho¢ jej gtdbwna idea ma charakter ogéiny.

Zauwazmy najpierw, ze w kazdym uszeregowaniu dopuszczalnym, w ogolnym przypadku,
mozna zdefiniowaé p < co przedziatéw o dtugosci Aj,, k=I,2,...,p, takich ze przydziat zasobu
do zadan w kazdym z tych przedziatdw jest staty. Niech zjt oznacza kombinacje zadan
odpowiadajaca przedziatowi Ak, i niech Z bedzie ciggiem kombinacji zk, k=1,2,...,p, odpowia-
dajagcym uszeregowaniu dopuszczalnemu. Ciag taki musi spetnia¢ odpowiednie warunki, co
prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 1

Ciggiem dopuszczalnym Z dla danego dyskretno-ciaggtego problemu szeregowania nazywamy
cigg kombinacji zadan, zj, z2,....zp, p<°0, spetniajagcy nastepujace warunki

(a) lzk|<m, k=1,2,...,p

(b) AV lez,
I 1CczZ

(c) A{k: iezk} jest albo zbiorem jednoelementowym, albo zbiorem kolejnych liczb
catkowitych.

Warunki (a) i (b) sg oczywiste, warunek (c) dotyczy niepodzielnosci zadan.
Zdefiniujmy teraz pewien zbiér ciggdw dopuszczalnych.
Definicja 2

Potencjalnie optymalnym zbiorem ciggébw dopuszczalnych POZ dla danego dyskretno-
ciggtego problemu szeregowania nazywamy zbiér zawierajgcy co najmniej jeden cigg
odpowiadajagcy uszeregowaniu optymalnemu. Jest oczywiste, ze dla danego problemu
chcieliby$my umieé utworzy¢ jak najmniejszy zbiér POZ. Niestety, w ogdélnym przypadku
wiemy tylko tyle, ze dla danego problemu zbiér wszystkich ciggéw o maksymalnej liczbie
maksymalnych (czyli m-clementowych) kombinacji jest POZ. Taki POZ nazwiemy
maksymalnym. W szczegdlnosci, jesli fj i=l,2,...,n, sa wkleste, to tatwo zauwazy¢ (por.
Whniosek 1), ze przedziaty At zawsze moga by¢ zdefiniowane przez chwile zakoriczenia
poszczeg6lnych zadan. Oznacza to dalej (por. (c) w Definicji 1), ze maksymalny POZ skfada

sie z ciaggdw zawierajacych p = n-m+1 kombinacji (m-elementowych).

Dla danego ciggu dopuszczalnego Z mozemy znalezé optymalny rozdziat zasobu
ciggtego, wykorzystujac wyniki uzyskane dla n = m. Idee postepowania ilustruje rys. 1.
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Fig. 1. The idea of allocating processing demands ofjobs
Problem polega na takim rozdziale rozmiaréw zadan na czesci realizowane w poszczegdlnych
kombinacjach zk ciggu Z, ktéry minimalizuje M. W tym celu wyznaczamy minimalne dtugosci
przedziatbw At w funkcji rozmiaréw czesciowych , a nastepnie minimalizujemy

sume tych dlugosci, pod warunkiem ze rozmiar kazdego zadania zostanie wykonany.
Oznaczajac przez Kj zbior numeréw tych kombinacji, ktére zawierajg zadanie i, otrzymujemy

zatem nastepujacy problem programowania matematycznego :
Problem PM
p

Zminimalizowaé: zC A*

przy ograniczeniach: I(£xr‘[ =X, i-1,2,.,«
0:,

>0,t=1,2,....«;* e K,
Dla wyznaczenia A%  Htri korzystamy z Wniosku | zastosowanego do zk, tzn. znajdujemy

jedyny dodatni pierwiastek réwnania

£/e-7(% IA*)=1
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Podkres$lmy, ze rownanie to mozna rozwigza¢ analitycznie dla pewnych fj, np. dla f=CjU;aj
Cj>0, cqge{ 1,2,3,4), i=1,2,...,n. Zauwazmy, ze funkcja celu, jako suma funkcji wypuktych, jest
zawsze wypukia.

Sformutowany wyzej problem PM w pewnych szczegdlnych przypadkach sie upraszcza
[4], Zauwazmy teraz, ze rozwigzujagc ten problem dla kazdego ciggu ze zbioru POZ i
wybierajgc rozwigzanie o najmniejszej wartosci funkcji celu, uzyskujemy uszeregowanie
optymalne. Niestety, jak wspomnieliSmy, w ogo6lnym przypadku musimy korzysta¢ z
maksymalnego POZ, ktérego moc ro$nie wyktadniczo ze wzrostem n.

Podany wyzej ogélny sposéb wyznaczania uszeregowania optymalnego nie wyczerpuje
jednak mozliwosci znalezienia takiego uszeregowania. W pewnych przypadkach szczeg6lnych
mozemy je bowiem znalez¢ bardzo prosto. Ogélna idea polega na badaniu zaleznosci miedzy
wektorem rozmiaréw zadan x a strukturg ciggéw dopuszczalnych, przez ktorg rozumiemy

liczby kombinacji, w Kktérych wystepujg poszczegdlne zadania. Dla ilustracji tej idei
rozpatrzymy prosty przykitad.

Przyktad

Niech n=5, m=3 i niech fpf, i=1,2,...,n beda wkleste. Rozpatrzmy cigg dopuszczalny postaci
z={1,2,3},{2,3,4},{3,4,5}. Struktura tego ciggu ma postac

zadanie
1> ezj | 1 2 3 2 1
Niech bedzie dany wektor x={ 10,20,30,20,10}. Wo6wczas podziat rozmiaréw zadan postaci :

=xj\{k:i ezt} (6)

jest podziatem optymalnym, gdyz zapewnia rownomierne obcigzenie kazdej maszyny, co dla
identycznych, wklestych f; daje oczywiscie minimalng dtugo$¢ uszeregowania.

Podobnie dla ciggu dopuszczalnego
Z={1,2,3},{1,2,4),{1,2,5}

ktérego struktura ma postac

zadanie

1{*»ezt) 1 3 3 1 1 1

oraz wektora r={30,30,10,10,10}, podziat (6) zapewnia optymalnos$¢ uszeregowania.
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4. Algorytmy przyblizone

Znaczenie podejscia doktadnego, opisanego w p.3, polega na tym, ze dla danego ciggu
dopuszczalnego pozwala ono znalez¢ uszeregowanie optymalne. Dla niezbyt licznych zbioréow
POZ (maksymalnych POZ) daje ono takze mozliwos¢ znalezienia takiego uszeregowania na
drodze rozwigzania Problemu PM dla kazdego ciagu z tego zbioru. W og6lnosci jednak
podejscie to jest obliczeniowo zbyt kosztowne i musimy stosowaé algorytmy przyblizone.
Opisana w poprzednich punktach metodyka sugeruje rézne podejscia do konstrukcji takich
algorytmow. Ponizej scharakteryzujemy krotko dwa z nich [7],

W pierwszym, oznaczonym Hj(h), znajdowany jest cigg dopuszczalny na drodze
rozwigzania klasycznego problemu szeregowania dla czasow wykonywania zadan
wynikajacych z ilosci zasobu wyznaczonych przez funkcje h. Jest to wiec faktycznie klasa
algorytméw zalezna od h. Przebieg algorytmu dla danego h jest nastepujacy.

Algorytm Hi(h)
1 Zdefiniuj funkcje h:{l,2,...,n}—[0,l/m] taka ze h(i)=Uj, i=l,2,...,n;
2. Oblicz czasy wykonywania zadan jako
=V /(0/)
3. Znajdz uszeregowanie minimalizujagce M dla zbioru n zadan o czasach X na m maszynach.

4. Rozwiaz, ze wzgledu naM i Uj, j=1,2 m, nastepujacy uktad réwnan

m

2>[=»
I(i', Iffrj)=H j=1,2,..,m
)

U >0,j- 1,2

gdzie: 1j jest zbiorem zadan przydzielonych do maszynyj w uszeregowaniu znalezionym w
kroku 3;

5. Przydziel ilosci zasobu wyznaczone w kroku 4, réwne dla zadan wykonywanych na danej
maszynie, do kazdego zadania i znajdz czasy wykonywania zadahA w ostatecznym
uszeregowaniu o dtugosci M.

W szczegdlnosci, jesli przyja¢ h(i)=hi(i)=1/m, i=1,2,...,n, to mozna wykaza¢ nastepujace

twierdzenia[7].
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Twierdzenie 2

Rozpatrzmy dyskrctno-ciggty problem szeregowania z funkcjami fj=CjUjl1A;, a>1, cpO
i=1,2,...,n oraz m=2. Wdéweczas algorytm H](hj) znajduje uszeregowanie optymalne.

Twierdzenie 3

Rozpatrzmy problem szeregowania jak w Tw.2 dla dowolnego ustalonego m. Wéwczas, jesli
uszeregowanie znalezione w kroku 3 AJgorytmu H](h|) spetnia warunek

Pi\C,=C

to jest to uszeregowanie optymalne.
Twierdzenie 4

Rozpatrzmy problem szeregowaniajak w Tw.2 dla m £ 3. Woéwczas

m hw
M-_<2, AI*% ——1, km —=V2
gdzie M rw jest dtugoscig uszeregowan wyznaczonych przez Algorytm Hi(hj), a M*
dtugoscia uszeregowania optymalnego.

W drugim podejs$ciu konstruowany jest za pomocg pewnego algorytmu A zbiér Z
ciggéw dopuszczalnych, a nastepnie znajdowane jest uszeregowanie optymalne dla kazdego
ciggu ZeZ i wybierane jest uszeregowanie o minimalnej dtugosci. Rodzing algorytmoéw
opartych na tym podej$ciu oznaczymy przez H2(A).

Jako prosty przyktad algorytmu A rozwazmy nastepujacy algorytm Aj.

Algorytm A[

1. Utworz ciag liczb catkowitych c=1,2,...,n; 1:=1;

2. Utworz cigg dopuszczalny Z, w ktorym zj={1,2,...m}, a zk+] powstaje z zk przez
usunieciejego 1-tego wyrazu i dotgczenie (m+k)-tego wyrazu ciggu c;l:=1+l;

3. Kazdy wyraz ciggu ¢ pojawia sie w s rdznych kombinacjach zj.. Uszereguj wyrazy ciggu ¢
wedtug nierosnacych s, a zadania wedtug nierosnacych xi/  (1/m). Przydziel zadania do

odpowiednich wyrazéw ciggu c.

4. Jesli 1z m, to wro¢ do 2, w przeciwnym razie stop.
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tatwo zauwazyé, ze Algorytm Aj realizuje wskazowke (por. Przyktad), ze zadania o
wiekszych rozmiarach powinny byc¢ realizowane w wigkszej liczbie kombinacji. Wskazéwka ta
jest wykorzystana do konstrukcji zbioru ciggéw dopuszczalnych.

Na podstawie klasycznych wynikéw [3] tatwo wykazaé, ze stuszne sg nastepujace
oszacowania.

Twierdzenie 5

Rozpatrzmy dyskretno-ciggty problem szeregowania z funkcjami fj=f=ul/a, 000, i=1,2,...,n.

Wodéwczas

Twierdzenie 6

Rozpatrzmy dyskretno-ciagty problem szeregowaniajak w Tw.5 dla m=2. Wdéwczas

M (ff,(4)) 4
M 3

5. Uwagi koncowe

Opisana metodyka postepowania, cho¢ dla prostoty przedstawiona dla podklasy
dyskretno-ciggtych probleméw szeregowania, moze by¢ uogélniona w réznych kierunkach. Po
pierwsze, mozna rozpatrzy¢ problemy, w ktdrych zadania majg r6zne momenty gotowosci do
wykonywania i/lub terminy zakoriczenia. Po drugie, mozna zbadac inne kryteria szeregowania,
w szczegdlnosci Sredni czas przeptywu i maksymalne opdznienie. Po trzecie, zamiast (lub
oprécz) maszyn mozna rozpatrzy¢ inne zasoby dyskretne, a zamiast (lub oprécz) zasobu
ciagtego odnawialnego, zas6b (zasoby) podwadjnie ograniczony.
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Abstract

This paper presents a methodology for solving discrete-continuous scheduling problems
which arise, e.g., when each job simultaneously requires for its processsing a machine from a
set of identical, parallel machines, and an amount (unknown in advance) of a continuous,
renewable resource. We assume that jobs are nonpreemptible, independent, available at the
start ofthe process, and that the schedule length is to be minimized. Jobs are characterized by
their processing demands and by the functions : processing rate vs. resource amount allotted at
time t. We present an exact approach based on nonlinear programming, and approximate
algorithms for which some bounds are given.

The presented methodology can be generalized in a number of directions.



