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Streszczenie. W pracy, wychodzac z ogolnych fizycznych zasad tworzenia modeli
matematycznych, oméwiono zagadnienia zwigzane z powstawaniem deterministycznych
i probabilistycznych modeli zjawisk i procesow. W obu przypadkach ograniczono sie do
modeli tzw. "ruchu uogo6lnionego"”, tzn. "ruchu" systemow, obiektéw, elementow i

czastek w wyniku deterministycznego lub losowego oddziatywania. Przedstawiono
definicje obu modeli.

ABOUT DETERMINISTIC AND PROBABILISTIC MODELS

Summary. In the paper, basing on universal laws of physics, which are used for
constructing mathematical models, problems related to creating deterministic and
probabilistic models of occurrences and processes are discussed. Both cases are only
reduced to so - called "generalized motion " models, that means motion of systems,
objects, elements and small parts caused by deterministic or random influence.
Definitions of both models are presented.

Ober deterministische und probabilistische Modelle

Zusammenfassung. In der Arbeit, ausgehend wvon allgemeinen physikalischen
Grundsatzen der mathematischen Modellbildung, werden die Probleme der
deterministischen und probabilistischen Modellierung der Erscheinungen und Prozessen
geschrieben. In beiden Féllen beschrankt man sich auf Modelle der so genannten
"verallgemeinerten Bewegung", d.h. "Bewegung" der Systeme, der Objekte, der
Elemente und der Teile als Resultat der deterministischen oder stochastischen
Einwirkung. Die Beschreibung der beiden Modelle wird dargestellt.

1. Wstep

Modele matematyczne stosowane dzi$ powszechnie bodajze w kazdej dziedzinie
dziatalnosci cztowieka sg nie tylko znamieniem czasu bedacego odzwierciedleniem faktu, iz
cztowiek coraz gtebiej przeniknat w obiektywng rzeczywisto$¢ otaczajgcego go S$wiata, nie
tylko modg spowodowang powszechng komputeryzacjg, dla ktérej modele matematyczne sg
wrecz nieodzowne; modele matematyczne sg przede wszystkim tg obiektywng rzeczywistoscia,
istniejacg niejednokrotnie niezaleznie od nas i wbrew naszym odczuciom w postaci réznych
praw fizycznych

Rozum i odczucia cztowieka przez tysigclecia ksztattowaty i ksztattujg nadal jego

teoretyczne (rozumowe, dedukcyjne) i doswiadczalne (odczuciowe) podejscie do zjawisk
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przyrody. Poza rozumem i odczuciem $wiat nic istnieje. Mozna zatem powiedzie¢, ze liczba
modeli matematycznych jest wprost proporcjonalna do naszej wiedzy o otaczajagcym nas
makro- i mikro$wiecie i stanowi o rzeczywistym wymiarze tego Swiata.

Wiedza gromadzona w obu tych wrecz antagonistycznych sferach dziatalnosci
cztowieka wydaje sig, ze w rownym stopniu prowadzita i prowadzi obecnie do powstawania
ré6znych modeli matematycznych. Modele te, budowane i postrzegane na réznym poziomie
abstrakcji, moga by¢ odniesione do dwdch zasadniczo odmiennych kategorii. Kryterium
podziatu jest tzw. determinizm modelu lub jego brak. | tak, na przyktad, ruch ciat niebieskich
jest catkowicie zdeterminowany, natomiast ruch czastek gazu doskonatego jest catkowicie
niezdeterminowany. Takich przyktadow mozna nieskonczenie mnozyé. Stad wniosek, ze
otaczajgca nas rzeczywistosc¢ jest tak samo zdeterminowana jak i niezdeterminowana i tylko
konkretny cel i potrzeba naszej dziatalnosci okreéla, jakim modelem tej rzeczywistosci nalezy
sie postugiwaé. Obecnie dysponujemy olbrzymig liczbg zar6wno deterministycznych, jak i
niezdeterminowanych, tzw. probabilistycznych ( losowych ) modeli matematycznych.

W dalszej czeSci pracy zajmiemy sie teoretycznymi i doswiadczalnymi zasadami
tworzenia modeli matematycznych (punkt 2), zdefiniujemy model deterministyczny i
probabilistyczny (punkt 3) oraz oméwimy szczegbtowo dwa modele, opisujagce tzw. "ruch
uogo6lniony" w fizyce, ktérego przedstawicielami tu beda ruch punktu materialnego oraz ruch
Browna (punkt 4),

2. Doswiadczenie i teoria, czyli og6lne zasady tworzenia modeli matematycznych

Powszechnie uwaza sie, ze teoretyczne modele mogg powstawaé tylko na podstawie
solidnego materiatu doSwiadczalnego, w zupetnosci przedstawiajgcego wiasciwosci badanego
zjawiska czy obiektu. Znana nam historia daje liczne przyktady nie potwierdzajgce takiej
koncepcji. Najbardziej spektakularnym przyktadem moze tu by¢ ogdlna teoria wzglednosci.
Jak wiadomo, teoria ta powstata w wyniku uogélnienia faktu o tozsamosci inercyjnej i
grawitacyjnej masy. DosSwiadczalne potwierdzenie tej teorii mozna obserwowac dopiero
dzisiaj, gdy zaplanowano specjalne doswiadczenia oparte na nowoczesnej technice
pomiarowej. Nawet odkrycie prawa ciazenia powszechnego, ktére zwykle wigze sie z
olbrzymim materiatem doswiadczalnym zebranym przez Tycho Brahe'go, a nastepnie
btyskotliwie opracowanym przez Keplera, w rzeczy samej zostato tak naprawde sformutowane
na podstawie wiasciwie jednego faktu ustanowionego przez Keplera, a mianowicie, na tzw.
trzecim prawie okreSlajacym prawo podobienstwa orbit planetarnych [1], A wiec do
sformutowania tak fundamentalnego prawa by¢ moze nie bylo potrzeby gromadzenia
olbrzymiego materiatu eksperymentalnego. Rzecz jasna w niczym to nie pomniejsza zastug
Tycho Brahe'go i Keplera dla nauki. Ogromna eksperymentalna praca wykonana przez nich
ciggle jeszcze dzi$ potwierdza zasadnos$¢ przyjetej teorii. [5,7],
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Przyktadéw przytoczonych wyzej mozna dowolnie mnozy¢. Liczba przeprowadzonych
dzi$ eksperymentdw w roznych dziedzinach nauki w celu otrzymania dostatecznie petnych i
wiarygodnych teorii do opisu obserwowanych zjawisk, oraz liczba otrzymanych
podstawowych praw waznych dzi§ juz ugruntowanych teorii na podstawie nielicznych
doswiadczen, a czasem tylko pojedynczych faktow jest tak duza, ze prowadzi to do pewnej
oczywistej prawidtowosci.

Pobudzajacym czynnikiem doformutowania nowej teoriijest zwykle nieduza liczba
fundamentalnych faktéw. Zwiekszenie w tym przypadku liczby doswiadczalnych danych
niewiele wnosi nowego do formutowanego modelu, a czasami nawet przeszkadza, gdyz
zaciemnia obraz idealnego wyobrazenia. Oczywiscie nie nalezy rozumieé, ze doSwiadczenia sg
niepotrzebne i nalezy zajmowac si¢ tylko pojedynczymi faktami (przebtyskami), dajacymi
bodziec do formutowania nowej teorii. Chodzi oto, ze dla budowy modelu obserwowanego
zjawiska liczba eksperymentalnych danych nie ma zasadniczego znaczenia. Mozna posung¢ sie
jeszcze dalej; same eksperymentalne dane, jak doskonate one by nie byly, nic wystarczg do
zbudowania odpowiednio dobrej teorii, tzn. takiej, ktéra by w sposéb adekwatny
odzwierciedlata rzeczywistosc.

Mozna wiec powiedzie¢, ze w taki sam spos6b jak teoria znajduje oparcie w
eksperymentalnych danych, tak i doswiadczenie zawiera w sobie niezbedng informacje o
modelu, jezeli jest przeprowadzone adekwatnie do teoretycznej koncepcji. Przeprowadzenie
nawet najbardziej wyrafinowanych doswiadczen bez koncepcji, o jakie dane chodzi, jest tak
samo bezproduktywne jak iteoretyzowanie bez uwzglednienia chociazby pojedynczych faktéw
dotyczacych badanego zjawiska.

Eksperyment jako prosty zbior obserwowanych faktéw przy nieprawidtowej koncepcji
moze zaprowadzi¢ badacza w $lepg uliczke, co niejednokrotnie w historii miato miejsce.
Bezposrednie obserwacje ciat niebieskich doprowadzity do tego, ze ludzkos$¢ przez diuzszy
czas wyznawata koncepcje geocentryzmu. Bezposrednia obserwacja ruchu ciat doprowadzita
Arystotelesa do powstania mechaniki, ktdra przez prawie 2 tysigclecia zawtadneta naukg i
ktora w ostatecznym rozrachunku okazata sie fatszywa.[1,14].

Z kolei brak wiary w bezposrednie doswiadczenie, jako zwyktego zbioru czuciowo
obserwowanych faktéw, doprowadzito Kartezjusza w "Poczatkach filozofii”, gdzie dat on
wyktad o teorii udaru, do paradoksalnego stwierdzenia;"...Wszystkie te przeprowadzone
twierdzenia sg tak bardzo prawdziwe, ze nawet gdyby doswiadczenie pokazato zupetnie co$
odwrotnego, to bylibySmy jednak zmuszeni bardziej wierzy¢ w nasz rozum niz naszym
odczuciom..."[4,13,14], Ostatecznie tak misternie wytozona teoria okazata sie¢ fatszywa. Nie
zmniejsza to jednak w niczym ostrosci jego wypowiedzi. Przypomnijmy, iz Kopernik -
odkrywca heliocentryzmu - byt oskarzany przez wspoétczesnych o to, ze jego teoria nie zgadza
sie z eksperymentalnymi danymi! Kopernik byt jednak niewzruszony, gdyz méwigc stowami
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Kartezjusza, byl on przekonany, ze sg sytuacje, w ktorych "... jesteSmy zmuszeni bardziej
wierzy¢ w nasz rozum, niz naszym odczuciom..."[2,3].

A tak na marginesie, dzi$ juz wiemy, dlaczego starozytni zupeinie odwrotnie
interpretowali obserwowane zjawisko. Chodzi o to, ze planety krazag woko6t Storica po orbitach
eliptycznych, a nie kotowych.

Mozna wiec powiedzieé, ze jezeli przesledzimy historie rozwoju nauk przyrodniczych
od Arystotelesa do Einsteina i Bohra, to daje sie zauwazy¢, ze cata nauka przepetniona jest
przeciwieristwami miedzy bezposrednim dosSwiadczeniem w postaci zbioru obserwowanych
faktow a formalno-logicznymi modelami objasniajacymi te fakty.

Na podstawie przeprowadzonych rozwazah mozna pokusic¢ sie o stwierdzenie, ze gdy
mamy do czynienia z budowg modelu matematycznego w nietradycyjnych dla nauki obszarach
badan, niezbedne jest wykorzystanie doswiadczen w budowie modeli matematycznych w
takich naukach, jak fizyka, mechnika, astronomia i innych naukach przyrodniczych. W
doswiadczeniach tych jest bowiem co$ obiektywnego, niezaleznego od konkretnej
modelowanej sytuacji. Stad jako$¢ modelu powinna by¢ oceniana takimi samymi kryteriami,
ktore Einstein sformutowat dla oceny fizycznych teorii. Wedtug Einsteina odpowiednio$¢ teorii
do eksperymentu jest warunkiem niezbednym, lecz niewystarczajagcym. Kryterium to zostato
przez niego nazwane kryterium zewnetrznego podobienstwa. Drugie kryterium, ktore
wiasciwie byto juz eksponowane przez Kartezjusza, Einstein nazwat kryterium zewnetrznej
doskonatosci.[6], Chodzi tu nie o materiat doSwiadczalny, lecz o przestanki samej teorii o ich

logicznosci i naturalnosci.

3. Definicja modelu deterministycznego i probabilistycznego

Modelem deterministycznym bedziemy nazywali kazdy opis badanego zjawiska
pozwalajacy na jego wielokrotne odtworzenie i jednoznaczne prognozowanie przebiegu w
okreslonych takich samych warunkach.

W formie matematycznej (analitycznej) deterministyczne modele sg to funkcje
analityczne liniowe, nieliniowe, regularne i singularne, przedstawiajace zalezno$¢ cech
badanego zjawiska w funkcji okredlonej zmiennej niezaleznej. Liczba deterministycznych
analitycznych modeli jest ograniczona tylko liczbg algebraicznych zalezno$ci wynikajacych z
takiej czy innej aksjomatyki.

Definicja modelu probabilistycznego niejestjuz taka prosta ijednoznaczna, gdyz mamy
tu do czynienia tylko z jedng unormowang miarg Lebesguea, nazywang miarg probabilistyczna,
a bedacg prawdopodobienstwem zaj$cia okre$lonego zdarzenia losowego.

W celu precyzyjnego zdefiniowania modelu probabilistycznego oznaczmy przez fi
przestrzen losowych zdarzen elementarnych oo, tzn. coefl Niech 3 bedzie ciatem zbioru
zdarzen powstatym ze zdarzen o poprzez skonczong liczbe operacji dodawania, odejmowania
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i mnozenia mnogosciowego w taki sposéb, ze réwniez ile 3. Jesli przestrzen il jest
nieskoniczona, to 3 jest a- ciatem. Jezeli QeR"' lub iieR", to 3 jest o - ciatem p -
borelowskim(tzn. a - ciato borelowskich podzbioréw metrycznej (topologicznej) przestrzeni
X, a wiec ct - ciato wyindukowane przez otwarte zbiory na R, ktére dalej oznaczaé bedziemy
przez f)x).

Trojka (Q P X,P) stanowi przestrzeA probabilistyczng, gdzie (ii,fix) jest metryczng
przestrzenia mierzalng, a {fix,P) jest wilasnie modelem probabilistycznym badanego
losowego zjawiska.

Model probabilistyczny jest wiec okreslony wdwczas, gdy jest okre$lony zbiér px,
zawierajacy wszystkie mozliwe zdarzenia dotyczace badanego zjawiska losowego, tgcznie ze
zdarzeniem niemozliwym oraz gdy okreslono, w jaki sposob nalezy oblicza¢ miare
probabilistyczng P dla kazdego wyr6znionego zdarzenia z fix. Czasami modelem
probabilistycznym nazywana jest cala trojka (Q,fiy,P). Jezeli na przestrzeni (il,fix,P)
okreslona jest zmienna losowa X(w) =X , to modelem probabilistycznym w tym przypadku

bedzie dyslrybuanta tej zmiennej w postaci

Fx(x)ip(X<x) 1
Zauwazmy, ze kazda dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej, ciggtej lub singularnej jest w
peini zdeterminowang funkcjg analityczng o okreslonych wiasciwosciach. Nie dajg one jednak
petnego opisu zjawiska losowego. Wezmy dla przyktadu taki fakt, ze dla zmiennej losowej
ciggtej P(X =x) =0 dla kazdego x e R \ Zdarzenie (X~x) jednak realnie istnieje i powinno

miec jakie$ okre$lone prawdopodobieristwo. .Wida¢ to z oczywistego postulatu

fiP(X =x) =L. )
=0

Omawiany fakt niezbicie S$wiadczy o nieadekwatnosci przedstawienia modeli
probabilistycznych za pomocg zdeterminowanych funkcji analitycznych. Na razie jednak nie
mamy nic lepszego. Swiadczy to réwniez o tym, ze budowa modelu probabilistycznego,
wylaczajac by¢é moze sytuacje, gdzie wystarczajgca bytaby dyskretna przestrzen zdarzen
elementarnych, jest niezwykle trudna i do dzi$ nie ma jednoznacznej interpretacji postaci
modelu analitycznego odpowiadajacego badanemu losowemu zjawisku.[10],

4. Modele matematyczne tzw. "ruchu uogélnionego™

W celu uwiarygodnienia naszych rozwazan przedstawimy obecnie dwa wybrane
modele matematyczne; jeden model w petni zdeterminowany, drugi - w petni probabilistyczny.
Oba modele beda dotyczyty opisu zjawiska tzw. "ruchu uogélnionego".

"Ruchem uog6lnionym" bedziemy nazywali zmiane miejsca systemu w okre$lonej

przestrzeni. Szczeg6lnym przypadkiem takiego ruchu zdeterminowanego jest ruch punktu
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materialnego w przestrzeni tréjwymiarowej, natomiast ruchu niezdeterminowanego
chaotyczny ruch czastek, zwany ruchem Browna.

Jako pierwszy przyktad rozpatrzmy zwykty rzut kamieniem pod katem do horyzontu.
Nie baczac na szkolny wydzwiek proponowanego przykfadu, jego znaczenie w rozwoju idei
fizyki ruchu byto nieocenione. W celu jak najlepszego przyblizenia cato$ci wspomnianej idei
rozpocznijmy od samego poczatku.

Wedtug Arystotelesa dla poruszajacego sie ciala "sita jest proporcjonajna do
szybkosci", a dzisiejszymi srodkami matematycznego zapisu mozna to wyrazi¢ w nastepujacy
spos6b

F=kv 3)
gdzie, F - wektor sity, v - wektor predkosci, k - wspdtczynnik proporcjonalnosci. Oczywiscie
wzor jest wazny tylko dla punktu materialnego. Jezeli abstrahowa¢ od skoriczonych wymiarow

ciata i sprowadzi¢ go do punktu materialnego, to wzor (3) mozna zastgpi¢ wzorem

dr .
k— =F 4
m ®

gdzie v = i r- promien-wektor ruchu punktu w pewnym systemie odniesienia.[12],

Cata istota stosowania przedstawionego deterministycznego modelu polega witasnie na
tym "systemie odniesienia”, jako ze nie ma systemu absolutnie nieruchomego. Stad kazdy ruch
jest zawsze ruchem wzglednym. Stosowanie wzoru (3) prowadzi jednak do koniecznosci
istnienia absolutnie nieruchomego systemu odniesienia. Za taki system w niektdrych
przypadkach mozna uzna¢ Ziemie.

Galileusz pokazat, ze w Zzaden sposob nie mozna ustali¢, czy istnieje absolutnie
nieruchomy system odniesienia, gdyz istniejg takie ruchome systemy odniesienia, ze znajdujacy
sie w nich obserwator zadnymi $rodkami nie zdota stwierdzi¢ ruchu tych systeméw. Fakt ten
byt fundamentalny dla dalszego rozwoju teorii ruchu (pomijamy tu, rzecz jasna, fakt
wzglednosci czasu i przeksztatcenie Lorenza, gdyz szybkos¢ proceséw makro$wiata, a z takimi
witasnie mamy do czynienia, jest o kilkanascie rzedow mniejsza niz szybkos$¢ Swiatta) [8],

Jaka wiec istnieje alternatywa dla prawa ruchu wyrazonego wzorem (3), bedacego tak
samo prostym a jednocze$nie spetniajgcym zasade wzglednosci Galileusza? Jedng z drég jest
zrézniczkowanie v po twe wzorze (3).

5
dt ©

Sens tego prawa w zupetnosci rézni sie od prawa Arystotelesa. Wedtug Arystotelesa sifa jest
przyczyng dowolnego wymuszonego ruchu. Wedtug prawa danego wzorem (5) sita F
wystepuje juz tylko jako przyczyna zmiany w jednostajnym prostoliniowym ruchu. W tym tez
wzgledzie utozsamia sie ruch jednostajny prostoliniowy ze stanem spoczynku. Jedno

przechodzi w drugie poprzez odpowiedni wybor systemu odniesienia.
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Wroémy obecnie do przyktadu z rzucaniem kamienia. Niech a0 bedzie katem rzutu do
horyzontu oraz w pewnej chwili i0 predko$¢ kamienia wynosi \0. Dalej, rzecz jasna, nie
bedziemy wdawali sie w drobiazgowy opis powszechnie znanego eksperymentu. Rozumiemy,
ze zakrzywienie trajektorii ruchu kamienia nie wynika tylko z oporu stawianego przez
powietrze, lecz przede wszystkim z istnienia powszechnego przyciagania ziemskiego.
Wybierajgc system odniesienia zwigzany z powierzchnig Ziemi oraz F - site ciezkosci
otrzymamy, stosujac wzér (5), nastepujace réwnanie ruchu kamienia

dL (6)
kA =-F
di

Sita oporu o powietrze w tym wzorze zostata pominieta. Po scatkowaniu (6) otrzymamy:

K=v0cos a0,
2
V0sin a0 E @)

Stad fatwo znalez¢, ze kamien osiggnie maksymalng wysoko$¢ wynoszaca

k
"=/ \Sin-a0 W

oraz odlegtos¢ rzutu wyniesie

/=4 \osiriZ«o- 9)
Jezeli zatozymy W= 0, to bedziemy mieli sytuacje spadku swobodnego kamienia z wysokosci
h. Jak wida¢ ze wzoru (7), kamiern bedzie spadat z przy$pieszeniem F/k. Oznaczmy ten
stosunek przez
g=F/k (10)
Galileusz wykazat, ze wielko$c ta nie zalezy ani od formy, ani od wymiaréw, ani tez od
materiatu, z ktérego przedmiot jest zrobiony. Jak wiadomo g =9,8 I/h/i2.

Zapiszmy wzor (10) w postaci

k=F/g=m. (V)
Wspdtczynnik ten jest masag m. Dynamiczny sens tej wielkos$ci jest nastepujacy: m (liczbowo)
réwne jest sile, ktéra nalezy przytozy¢ do ciata, aby w jednostce czasu zmienic jego predko$é o
jednostke.
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Przejdzmy obecnie do przyktadu budowy modelu probabilistycznego. Jako przyktad
rozwazany bedzie proces dyfuzyjny. Pokazemy, jak za pomocg tego procesu mozna
modelowac inny proces - proces zmian doktadnosci przyrzadéw pomiarowych [9,11].

Nazwa "procesy dyfuzyjne" zwigzana jest z tym, ze sa one modelami matematycznymi
ruchu czastek w procesie dyfuzji - dyfundowaniajednego pierwiastka w gtab drugiego poprzez
nieuporzadkowany ruch czastek, czyli ruch Browna. Ruch Browna w jednorodnym
izotropowym osrodku, gdy na czastke nie dziataja zadne inne poboczne sity oprécz uderzen
molekut, jest jednorodnym symetrycznym ruchem Browna nazywanym procesem Wienera.
Jako przyktad procesu dyfuzyjnego moze stuzy¢ rodzina proceséw wienerowskich
wychodzacych z dowolnych punktéw poczatkowych. JakoSciowg strone procesow
dyfuzyjnych dobrze opisuja czastkowe réwnania rézniczkowe typu parabolicznego. Nalezy
rowniez zauwazy¢, ze trajektorie rzeczywistych fizycznych czastek sa w naturalny sposéb
ciggte.

Nie zaglebiajac sie dalej w teorie proceséw dyfuzyjnych, ktérych iloSciowa strone
opisujg procesy Markowa z nierdzniczkowalnymi trajektoriami, przejdzmy obecnie do
pewnych faktéw z dziedziny metrologii, wynikajacych zaréwno z olbrzymiego materiatu
doswiadczalnego, jak i intuicji naukowej, ktora pozwolita na utozsamienie losowego procesu
zmian doktadnosci przyrzadéw pomiarowych z procesami dyfuzyjnymi typu Markowa.

Niech funkcja losowa £(t) odzwierciedla proces zmian doktadnosci przyrzadu
pomiarowego. Zmiany te majg miejsce wskutek systematycznych zmian parametrow
elementéw sktadowych przyrzadu oraz fluktuacji warunkéw pracy. Do tego dochodzi szereg
réznych procesdw fizykochemicznych oddziatujgcych na doktadno$é pomiaru. Wartos¢ btedu
przyrzadu w chwili | mozna przedstawi¢ w postaci punktu na ptaszczyznie o wspdtrzednych

a funkcje ~(t) jako jedna z trajektorii tego punktu na ptaszczyznie. Zaktadamy, ze biezaca
warto$¢ btedu E,(t) nie wychodzi poza otoczenie punktu /0, gdy btad wynosit x0, oraz czas
T-1-10->0. Oznacza to, ze proces #j(t) jest procesem ruchu Browna. Zaktadamy dalej, ze
istnieje pewne warunkowe prawdopodobienstwo P (x,i/x0,t0) przejscia wartosci btedu
przyrzadu ze stanu (*,,*,) do stanu (*/). Wowczas, jezeli ruch punktu dokonuje sie ze

skonczong predkoscia

(12)

i predkos$¢ zmian $redniej wartosci kwadratu (jako miary rozrzutu nieuporzagdkowanego ruchu)
réznicy w czasie dla matych t

(13)
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jest skonczona oraz P(x,l 1x0,t0) dla matych t szybko maleje przy |x--V0]—» °0 i ro$nie dla

matych |x-a(Q, to fonkcja P(x,t/x,,/0) spetnia drugie (prospektywne) rownanie

Kotmogorowa, nazywane tez rownaniem Fokkera-Plancka-Kotmogorowa w postaci

dp a, . AD ial

dl dx 2 dx2
a(x,t) zwykle nazywane jest wspotczynnikiem przenoszenia, za$ b(x,t) - wspotczynnikiem
dyfuzji.

-P\ (14)

Zauwazmy, iz potozenie punktow (.v0,/0) oraz (x,t) nie jest zdeterminowane i ma
okres$long gestos$¢ rozktadu W(x) i Jk™A,). Mnozac prawg i lewg cze$¢ wzoru (14) przez

kkO(x0) i dokonujgc catkowania po A0 pod znakiem rézniczkowania otrzymamy

Sk [a06) WIHSL (H X)W (15)

gdzie W = W(x,I Ix0,l0)dx prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze w chwili t warto$¢
btedu znajdowata sie w granicach (x,x+dx) przy warunku, ze w chwili 10 warto$¢ btedu byta w
przedziale (a0,a'0+ dx0).

Jak wiadomo, do dzi$§ nie otrzymano ogdlnego rozwigzania réwnania (15). W
niektérych szczegélnych przypadkach rozwiazanie jednak jest znane. W szczeg6lnosci, jezeli
proces zmian ”(t) jest jednorodny, tzn. W(x,t) zalezy tylko od réznicy x - a0 oraz t=t- D,

wowczas a(x,t) i b(x,t) sgstatymi, aroéwnanie (15) przybiera posta¢

ow SW b 2w
TR @6
W naszym przypadkustate a i b oznaczajg stato$¢ predkosci systematycznego dryftu badanego
parametru przyrzadu oraz stato$¢ predkosci zmian wariancji fluktuacjitego parametru.
Prawdopodobienstwo jednakowych przemieszczen biedéw wskazan przyrzadu w
strone dodatnig i ujemng jest takie samo, gdyz rozktad btedéw jest normalny. Mozna wiec
przyjaé, ze a=0. Wowczas réwnanie (16) przybierze postaé

wWiJ_?Ww

dl 2 dc2
Rownania typu (16) i (17) w fizyce matematycznej nazywane sa réwnaniami dyfuzji, a procesy
opisywane tymi réwnaniami - procesami dyfuzyjnymi. Rownanie typu (17) jest nazywane

réwniez réwnaniem przewodnictwa cieplnego.
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Roéwnanie (16) poprzez podstawienie

(18)
mozna sprowadzi¢ do postaci réwnania (17)
?
du_b <?2u_ (19)
dl 2 dxl
Rozwiagzaniem réwnania (19) jestjak wiadomo catka Poissone'a
(20)
gdzie <p(x0) =u(x,0) jest gestoscig prawdopodobienstwa rozktadu poczatkowego dla x.
Z (18) wynika, ze
(fix,) = u(x,0) = fV (x,0)exp(-"x). (21)
n

W ten sposdb rozwigzujac réwnania (15)-(17) mozna otrzymac zaleznosci dla gestosci
prawdopodobienstwa btedu wskazan przyrzadu w dowolnej chwili t.

Podsumowujac ten przykfad mozna powiedzie¢, ze za pomocag Kkilku faktéw z
dziedziny fizyki zbudowano model matematyczny w tak odleglej dziedzinie, jaka jest
metrologia przyrzadéw pomiarowych.

5. Zakonczenie

Niniejszy artykut, skromny w swej objetosci, dotyka zaledwie problemu zasad budowy
modeli matematycznych. Szerzej, dla modeli matematycznych z réznych dziedzin
technicznych, problem ten zostat oméwiony w doskonatym opracowaniu [12],

Geneza powstania niniejszej pracy dotyka wewnetrznej potrzeby wypowiedzenia sie na
poruszone tematy, gdyz praca naukowo-dydaktyczna na Wydziale Automatyki, Elektroniki i
Informatyki Politechniki Slaskiej polega m.in. na niewymuszonym naturalnym i cigglym
obcowaniu ze $rodowiskiem modeli matematycznych. Spektrum tych modeli jest niezwykle
szerokie; od zupetnie abstrakcyjnych, ktore bardzo dalekie sg od praktyki i rzadko
podbudowane tzw. solidnym materiatem doswiadczalnym, do modeli, bedacych wiasciwie
hipoteza, wysnutg na podstawie olbrzymiego, starannie opracowanego materiatu
do$wiadczalnego. Liczba otrzymanych w tym przypadku danych jest tak duza, ze
niejednokrotnie upowaznia wprost do wykorzystywania tych danych jako .wynikéw pewnych
hipotetycznych modeli. Samego matematycznego modelu nie buduje sie, gdyz przyjecie
jakiego$ jednego okreslonego modelu jest niemozliwe. Takie dane jednak wprowadzone do



O modelach deterministycznych

komputera i odpowiednio przetworzone pozwalajg nieraz na otrzymanie modeli cyfrowch o
doktadnosci i adekwatnosci, z ktérg nie moga konkurowac zadne znane modele analityczne.

Reasumujac mozna powiedzie¢, ze w zwigzku z coraz powszechniejszym stosowaniem
techniki komputerowej w réznych gateziach nauki i zycia praktycznego, antagonizmy miedzy
zwolennikami budowy modeli matematycznych opierajgcymi sie na solidnym materiale
doswiadczalnym z jednej strony, a z drugiej za$ - na intuicyjnym prze$wiadczeniu na podstawie
pojedynczych faktow, bedg coraz mniej istotne. Technika komputerowa juz dzisiaj bowiem
pozwala nie tylko na gromadzenie i przetwarzanie danych o badanych procesach i obiektach
wedtug gotowych modeli matematycznych, ale rowniez na budowanie optymalnych modeli
cyfrowych (komputerowych) do przetwarzania tych danych w czasie rzeczywistym. Czy ten
aspekt zupetnie eliminuje potrzebe stosowania jakiegokolwiek modelu matematycznego?
Oczywiscie ze nie. Nie oznacza to rzeczjasna, ze z czasem zaniknie potrzeba tworzenia modeli
matematycznych. Wrecz przeciwnie, gdyz nieznane dotagd mozliwosci w penetrowaniu
réznych zagadnien naukowych i praktycznych, dzieki technice komputerowej, tworzg coraz
wieksze zapotrzebowanie na budowe modeli matematycznych. | z tym faktem chyba wszyscy
sie zgadzamy.
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Abstract

Mathematical models are used in each range of human's activity today. There are useful
for analysis of real processes or helpful in their reproduction (simulation) in case, when in
consideration of different reasons they can not be repeatable.

All models, which are known, can be divided in two groups: deterministic and
probabilistic. Criterion of division is determinism of model or lack of it. For example, motion
of celestial bodies is completely determined, on the other hand, motion of ideal gas molecules
is completely no determined.

Presented problems of so-colled "generalized motion" base on formation of exemplary

deterministic and probabilistic models. After giving the definition of both models, basing on
experiences of Arystoteles, Descartes, Kopernik, Tycho Brahe, Kepler, Galileo Galilei and
criterion of external likeness and external perfection of Einstein, whole process of such models
construction is shown.
This historical and phenomenological process of creation of mathematical models based on
two models is presented. The deterministicmodel describes school example of throwing the
stone at an angle to horizon. The probabilistic model, basing on theory of diffusion processes
and a generalized description of Brownian movements, describes the process of accuracy
changes of measuring instruments.



