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FORMALIZM LAGRANGE’A DLA MANIPULATOROW
ROBOTOW PRZEMYSLOWYCH

Streszczenie. Jednym z podstawowych probleméw robotyki jest symulacja
komputerowa pracy zaprojektowanych uktadéw sterowania. Do symulacji tej sg niezbedne
modele dynamiki ruchu manipulatorow. Modele dynamiki przedstawione w literaturze
[2.6.7.8.10.11.12.20] sa uzyteczne do symulacji ruchu manipulatoréw robotéw
przemystowych z sitownikami zamocowanymi tylko w osiach par kinematycznych
cztondéw. W niniejszej pracy przedstawiono ogolny model dynamiki uzyteczny do
symulacji ruchu manipulatoréw z sitownikami zamocowanymi w osiach par
kinematycznych i poza nimi. Model ten jest uzyteczny dla bezposrednich i posrednich
napedéw manipulatoréw. W przypadku napedu bezpos$redniego sitowniki sg mocowane w
osiach par kinematycznych cztondw. Cztony te sa napedzane bezposrednio przez
sitowniki. W przypadku napedu posredniego sitowniki moga by¢ mocowane w osiach par
kinematycznych cztonéw lub poza nimi. Wtedy naped z sitownikdw jest przekazywany na
cztony odpowiednio poprzez przektadnie lub zespoty przekazu napedow.

LAGRANGE’S FORMALISM FOR INDUSTRIAL ROBOT MANIPULATORS

Summary. One of basic problems of robotics is computer simulation of the work of
designed robot control systems. For this simulation the dynamics model of manipulator
move is indispensable. The dynamics model presented in literature [2,6,7,8,10,11,12,20]
are useful in the simulation of move of industrial robot manipulators with actuators
installed only in the axes of kinematics pairs of links. The paper has presented general
dynamics model useful in the simulation of move of manipulators with actuators installed
in axes of kinematic pairjoining links and beyond them. The model is useful for direct and
indirect driving of manipulators. In the case of direct driving of manipulators, actuators arc
installed in axes of kinematic pair joining links and they drive direct the links. In the case
of indirect driving manipulators actuators may be installed in axes of kinematic pairjoining
links or beyond them. In this case the drive from actuators to links is transmitted by a gear
and other additional elements.

LAGRANGESCHEN GLEICHUNGEN FUR MANIPULATOREN DER
INDUSTRIEROBOTER

Zusammenfassung. Die Simulation der entwickelten Steuerungen zahlt man zur
Grundprobleme der Robotik. Diese Systeme brauchen die dynamische Modelle der
Bewegung der Manipulatoren. Die dynamische Modelle, dargcstellte in der Literatur
[2.6.7.8.10.11.12.20], eignen sich nur  fir die Simulation der Bewegung der
Manipulatoren der Industrieroboter mit Aktoren, welche ausschlieBlich in Achsen der
kinematischen Paaren der Glieder befestigt sind. In der Arbeit allgemeines dynamisches
Modell fur die Simulation der Bewegung der Manipulatoren mit Aktoren befestigten in



T. Szkodnv

und auBerhalb Achsen der kinematischen Paaren wird vorgestellt. Dieses Modell ist fir
direkte und indirekte Antriebe nutzbar. Im Fall des direkten Antriebes die Aktoren sind in
Achsen der kinematischen Paaren befestigt und diese Glieder sind direkt durch Aktoren
angetrieben. Im Fall des indirekten Antriebes die Aktoren sind in und auferhalb Achsen
der kinematischen Paaren befestigt. Damals der Antrieb wird von Aktoren auf Glieder
lber Getriebe oder andere Einheiten (bertragen.

1. Wprowadzenie

Dla uproszczenia bedziemy dalej stosowac skr6t MRP oznaczajagcy manipulator robota
przemystowego. Skupimy si¢ na manipulatorach typowych [2], tzn. o strukturze taficuchéw
kinematycznych szeregowych[10], Podstawa manipulatora jest cztonem bazowym, ktéry
bedziemy traktowa¢ jako czton poczatkowy. Czlon ten bedziemy oznacza¢ indeksem
zerowym. Ostatni czton, do ktérego mocowany jest chwytak, elektroda spawalnicza badz inny
element wykonawczy, bedziemy nazywac¢ cztonem roboczym. Czton ten bedziemy oznaczac
indeksem N. W wiekszos$ci typowych MRP pary kinematyczne tgczace cztony sg klasy V i tu
skupimy sie tylko na takich parach. Wspétrzedne opisujace ruch wzgledny cztonéw bedziemy
nazywacé wspotrzednymi naturalnymi cztonéw [9,16,17,18],

Jednym z podstawowych probleméw sterowania robotéw przemystowych jest
projektowanie algorytmow planujacych optymalne trajektorie zadane oraz
serwomechanizmow spetniajacych pewne wymagania [2,4],

Efektywnos¢ algorytmoéw planowania trajektorii, ktére optymalizuja wskaznik jakosci
korespondujacy z dynamikg ruchu MRP, zalezy znacznie od doktadnosci tych modeli
dynamiki. Szczeg6lnie wazna jest doktadno$¢ modeli dynamiki ruchu dla algorytméw
symulujacych prace zaprojektowanych serwomechanizmow.

Ogo6Ilny model dynamiki ruchu MRP wynikajacy z réwnan Newtona przedstawiajg
miedzy innymi prace [2,6,7,10,20], W pracach tych uwzglednia sie reakcje oddziatywania na
siebie tylko cztonow i dlatego modele te sg przydatne tylko do opisu ruchu manipulatoréw z
napedem bezposrednim. Og6lny model dynamiki ruchu MRP wynikajacy z rownan Lagrange’a
Il rodzaju i uwzgledniajacy rozktad masy cztonow i sitownikéw przedstawia podrecznik [11],
Model ten jest przydatny tylko dla MRP z sitownikami zainstalowanymi w osiach par
kinematycznych cztonéw. W pracach [6,8,20] wszystkie czynniki zwigzane z sitownikami
pominieto. Jednak czynniki te majg dominujacy wptyw na efektywng bezwtadnos$¢ sitownikow
MRP z napedem posrednim [11,15].

Praca przedstawia og6lny model dynamiki ruchu manipulatorow z dowolnym
napedem, tj. bezpoSrednim i posrednim, z uwzglednieniem czynnikéw zwigzanych z
sitownikami. Przyjmiemy, ze wszystkie elementy sktadowe MRP sg doskonale sztywne.

W drugim punkcie przedstawimy og6lny model dynamiki ruchu MRP wynikajacy z
formalizmu Lagrange’a [13,14]. W trzecim punkcie sformutujemy wnioski.
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2. Formalizm Lagrange’a dla MRP

Podstawowym zadaniem sitownikdbw MRP [16] jest wytworzenie takich sit lub
momentéw napedowych, ktére zapewnig ruch obiektu manipulacji po zadanej trajektorii z
zadang dynamika. Sity lub momenty wytwarzane przez sitowniki bedziemy nazywac sitami
napedowymi sitownikéw Fald[5], Odpowiadajace im sity poruszajace cztony bedziemy
nazywac sitami napedowymi cztonéw ta -

sity reakcji F, i-l-szego cztonu na i-ty czton sg momentami (dla par obrotowych) lub
sitami (dla par przesuwnych) skierowanymi wzdtuz osi pary tagczacej te cztony. Formuty dla

F, zostaty wyprowadzone w pracy [16]:

Rys. 1. Zespdl napedowy i-tego cztonu MRP
Fig. L Driving unit of MRP i-th link

Rys.2. Opisj-tego elementu i-tego zespotu przekazujgcego naped, g wektor grawitacji
Fig.2. Description ofthe j-th element of a drive unit transmitting drive of MRP i-th degree

freedom, g gravity vector
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T, sa macierzami jednorodnymi opisujacymi i-ty czton wzgledem podstawy, Ta sg

macierzami jednorodnymi opisujgcymi element wykonawczy i-tego sitownika wzgledem i-tego
cztonu (patrz rys. 1i 2). g jest postacigjednorodna wektora grawitacji [11,16] pokazanego na

rys.2. r, jest postacigjednorodng wektora opisujacego $rodek ciezkosci i-tego cztonu. J, jest
macierzg pscudobezwtadnosci i-tego cztonu [11,16]. ot jest masg i-tego cztonu wraz z
wszystkimi elementami przymocowanymi do niego. JO, jest macierza pseudobezwitadnosci

elementu wykonawczego i-tego sitownika.
Formuly te upraszczajg sie dla sitownikéw zamocowanych w parach kinematycznych

tak, ze 3Tap/dgk = (3Tap/3gk)8pk. Wtedy wspdtczynniki DIk i D majag nastepujaca

postaé:
Dj= z Tracenipe ™) +5lTracc{*-30t" - ), (5)
" P-rha.j) 3q, dg, dq, 3qt
] u 62T diT T dT 1T
Dik= z Tracej— ,-+-) +6ikTrace( — S.TT), (6)
! dqgidqgk dq, 3q, *odqt

gdzie sg deltami Kroneckera.

Dla napedu bezposredniego wszystkie macierze pseudobezwitadnosci Ja sg rowne

zeru i formuty (5) + (6) sgjeszcze prostsze niz powyzej.
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Cco

(8)

Wspoétczynniki jO- nadal opisuje formuta (4). Drugi sktadnik w formule (5) pomnozony przez
St jest staly i rowny momentowi bezwtadnosci elementu wykonawczego sitownika /a, [11],
Wspotczynniki Dt opisujg oddziatywanie sit bezwiadnosci j-tego czonu na i-ty czton.
Wspotczynniki Dijk opisuja oddziatywanie sit Coriolisa wynikajacych z ruchu wzglednego
j-tego i k-tego cztonu na czton i-ty lub dla j=k oddziatywanie sity dosrodkowej na i-ty czton.
Wspotczynniki D, przedstawiajg oddziatywanie sit grawitacji na i-ty czton.

Sitom reakcji F, odpowiadajg sity reakcji Fa korpusu i-tego sitownika na jego
element wykonawczy. Jeéli wspétrzedne naturalne sitownikéw qa opisujg ruch uktadu
wspotrzednych xalyaizm (skojarzonego z elementem wykonawczym i-tego sitownika)

wzgledem uktadu xNiy Nizm (skojarzonego z korpusem i-tego sitownika (rys. 1)), wtedy [16]:

Dla sitownikéw zamocowanych w parach kinematycznych cztonéw tak, ze

dqjldqa ={dq,dqal)5i

(10)

dgai/dqj odpowiada duzym warto$ciom przetozeri przektadni. Z formut (9) wynika, ze sity
Fal sa odwrotnie proporcjonalne do dqajdqj i wprost proporcjonalne do sit Fj. Formuta
(1) opisujagca F; zawiera wyrazy z J, reprezentujace sity wynikajagce z ruchu cztondw oraz
wyrazy z Ja, reprezentujace sity wynikajace z ruchu elementéw wykonawczych sitownikow.

Wyrazy z J m zawierajgce pochodne < ? T s g proporcjonalne do przetozenia przektadni.

Zatem przy wzrastajacym przetozeniu oddziatywanie sit od ruchu cztonow i grawitacji na site

Fm maleje. Przy wzroscie przetozenia przektadni oddziatywanie sit od ruchu elementéow

wykonawczych sitownikéw na site Fm moze by¢ niezalezne od przetozenia (dla wyrazéw z
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J al, ktére maja tylko jedng pochodng FT"jdgaj , badZ wzrasta¢ (dla wyrazéw z Jai, ktére
majg dwie pochodne dlaijdqj ).

Duze wartosci przetozen przektadni minimalizuja wptyw sit bezwitadnosci ruchu
cztonéw wraz z obiektem manipulacji na obcigzenie sitownikéw. Przy duzych wartosciach

przetozeri dominujace znaczenie we wspoétczynnikach DfJ i DIk (opisanych formutami (2)-r-
(6)) majg wyrazy z JO(.

W podreczniku [11] wyznaczono rownanie sit Ft dla przypadku, kiedy wszystkie
sitowniki sg zamocowane w parach f#gczacych cztony. Model ten wynika z réwnan
Lagrange’a, w ktorych uwzgledniono energie kinetyczng ruchu elementéw wykonawczych
tylko wzgledem korpuséw sitownikéw. Lecz w réwnaniach Lagrange’a energia kinetyczna
tych elementéw wykonawczych musi by¢ liczona dla ruchu wzgledem inercjalnego uktadu
wspotrzednych, ktéry moze by¢ skojarzony z nieruchomg podstawg MRP. Z pracy [3] wynika,
ze uktady wspotrzednych nieruchome wzgledem Ziemi mozna traktowac jako inercjalne.
Korpusy sitownikow sg ruchome wzgledem nieruchomej podstawy (z wyjatkiem pierwszego,
ktory jest na og6t przymocowany do podstawy) i dlatego energie Kinetyczne elementéw
wykonawczych sitownikéw (z wyjatkiem pierwszego) sa uwzglednione niepoprawnie w
podreczniku[l 1], Dlatego w formule opisujacej wspotczynniki Dik wyrazy z Ja znikty. W
tym samym podreczniku (str. 180, tabele 6.5 i 6.6) przytoczono momenty bezwtadnosci dla
robota Stanford. Z tabeli 6.6 [11] wynika, ze w wiekszosci stoni swobody momenty
bezwtadnosci elementéw wykonawczych sitownikéw sa o rzad wieksze od momentéw
bezwtadnosci cztonéw. Dla czwartego stopnia moment bezwiadnosci  elementu
wykonawczego sitownika jest nawet 100 razy wiekszy niz moment bezwiadnosci czwartego
cztonu. Te same niepoprawnosci popetniono w podreczniku [12].

Dla MRP z napedem bezposrednim wszystkie pochodne dg”~dg” = Sit i dlatego

Fd =Ft (wynika to z formuty (9)).

Jesli uwzglednimy oddziatywanie elementow zespotu przekazujgcego naped, wtedy

wspétczynniki D;j, DIK i D, musza by¢ uzupetnione nastepujacymi poprawkami:

@ la)

a ib)
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(lic)

Macierz TO( opisuje uktad wspdtrzednych skojarzony z 1-tym elementem zespotu napedowego
i-tego cztonu wzgledem uktadu bazowego (zobacz rys.2). jest postacig jednorodng
wektora srodka ciezkos$ci 1-tego elementu zespotu napedowego i-tego cztonu (zobacz rys.2).
Zmiany wspotczynnikéw réwnan dynamiki (1) sa takze spowodowane przez
uchwycony obiekt manipulacji. Wywotuje to zmiane macierzy pseudobezwladnosci o AJN

[16] idlatego ulegaja nastepujacej zmianie wspotczynniki w réwnaniach dynamiki [16]:

AD, = Trace{"-M v~ -) |, 123
. da, " daj (122
(12b)

(12¢)

mp i Tp sa odpowiednio masg i postacig jednorodng wektora opisujgcego $rodek ciezkosci
obiektu manipulacji wzgledem uktadu xNy NzN skojarzonego z cztonem roboczym.

Dotychczas przyjmowalismy, zc uktad bazowy x0y0zO skojarzony z podstawa MRP
jest nieruchomy lub doktadniej inercjalny [1], Tylko w takim uktadzie wspotrzednych formuty
opisujgce Lagrangian L sg stuszne.

Dla MRP z ruchomg podstawg dynamika ruchu musi by¢ opisana wzgledem innego
inercjalnego uktadu odniesienia. Jesli uktad bazowy moze by¢ opisany wzgledem inercjalnego
uktadu odniesienia za pomoca jednej wspotrzednej <0, wtedy stosujemy do opisu ruchu
podstawy wzgledem uktadu odniesienia macierze TO = A0 oraz macierze To0 i Ja0 opisujace
sitownik napedzajacy podstawe. Modyfikujemy takze opis kinematyki MRP T, = AOAI...A(.
W podobny sposéb modyfikujemy macierze Tm w formutach (lla+c). Po tych
uzupetnieniach i modyfikacjach mozemy stosowa¢ powyzsze formuly do modelowania
dynamiki ruchu, przy czym wskazniki sumowania bedg sie zmienia¢ od zera, a nie od jedynki.

Opis tarcia suchego i lepkiego na poziomie sitownikéw przedstawiajg prace [15,16],
Wypadkowa sita napedowa i-tego sitownika Faw jest rdéznicg sity napedowej Faid
wytwarzanej przez sitownik isitg tarcia Fa,, [15,16],

(13)
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Sitom Fawodpowiadajg sity napedowe cztonow \V4

(14)

3. Whnioski

Przedstawione tu modele umozliwiajg rozwigzywanie zadan prostych i odwrotnych
napedéw MRP. Modele te sg uzyteczne dla MRP z sitownikami w osiach par kinematycznych i
poza nimi. Rozwigzanie tych zadan jest niezbedne do projektowania algorytméw symulujgcych
prace MRP stosowanych przez serwomechanizmy ciggte i dyskretne [2,9,11,16]. Modele te
pozwalajg projektowac algorytmy komputerowe analizujgce zmiany efektywnych momentéw
bezwtadnosci sitownikdw - parametrow umozliwiajgcych synteze serwomechanizmoéw [4],

Synteza uktad6éw sterowania MRP wymaga wielu uproszczen, takich jak: linearyzacja
rownan dynamiki, pominiecie wptywu tarcia itp.[2,4,9,11,16,20,21], Mozna tym zakonczyé
etap koncepcyjny projektowania uktadéw sterowania, nie dokonujac oceny ich dziatania.
Takie postepowanie mozemy usprawiedliwi¢ organiczng cecha uktadéw sterowania ze
sprzezeniem zwrotnym, polegajacg na ich odpornosci na btedy uproszczeri opisu obiektu.
Jednak MRP sg z natury silnie nieliniowymi obiektami sterowania i ocena pracy
zaprojektowanych uktadéw sterowania jest konieczna jeszcze w fazie koncepcyjnej [19].
Ocene takg umozliwiajg modele MRP nieuproszczone, pozwalajace analizowaé prace
zaprojektowanych uktadéw sterowania za pomocg symulacji komputerowej. Jako$¢ tej oceny
zalezy miedzy innymi od doktadnosci modelu dynamiki ruchu MRP. Jednak cechg organiczna
modelowania dowolnego obiektu sterowania sg jego biedy. Dlatego im doktadniej opiszemy
MRP, tym wiarygodniejsza bedzie ocena zaprojektowanego uktadu sterowania.

Podobnie projektowanie mechanizméw MRP w fazie koncepcyjnej sktada sie z
cykléow: synteza - analiza - ocena [19]. Roboty sktadajg sie z wielu ztozonych systeméw i
dlatego:

"projektowanie ztozonych system6w robotéw wymaga oparcia sie na metodach i zasadach
teorii sterowania w potgczeniu ze $cistg analiza matematyczng wystepujacych w systemach
zjawisk fizycznych".

Przedstawiony tu formalizm Lagrange’a jest podstawg opracowanego przez autora
tego artykutu algorytmu STER symulacji komputerowej ruchu manipulatora IRb-6 [16]
sterowanego serwomechanizmami spetniajgcymi pewne wymagania [2,4,16],
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Abstract

Efficiency of computer algorithms for planning trajectories optimizing quality
coefficients which correspond to industrial robot manipulators motion dynamics, largely
depends on the accuracy of the dynamic models. Accuracy of models of industrial robot
manipulators motion dynamics is particularly important for computer simulation of operation
industrial robots.

General models of industrial robot manipulators motion dynamics, resulting from
Lagrange equations, which take into the contribution of links and actuators mass, have been
shown in the book [11], The models are fitting for forming series chains with driving actuators
installed within the axes of pair joining the adjacent links, but they should not used for
manipulators with the driving actuators installed outside the axes of pairs joining the adjacent
links. Motoman, IRb-6, [Rb-60, etc. are equipped with such manipulators.

This paper contains general models of manipulator’s with driving actuators installed outside the
axes of pairs joining the adjacent links. The models result from Lagrange equations of second
kind.

Once the effect of particular Lagrangian components on its value has been analysed,
general analytical formulas describing generalized forces of links and actuators cold be
determined.

The formulas were used by the author of this paper to design STER algorithm for computer
simulating work of manipulator IRb-6[16],



