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ANALIZA ZMIANY PREDKOSCI KOLOWEJ DRGAN WEASNYCH
BELEK WSPORNIKOWYCH POLACZONYCH PODATNIE
ZWEZLEM SZTYWNYM

Streszczenie. W pracy zamieszczono wyniki analizy zmiany predkosci kotowej drgan
wiasnych to belek wspornikowych potaczonych podatnie z weziem sztywnym o réznej
sztywnosci obrotowej S potaczen, wykonanej za pomocg MES. Przeanalizowano cztery belki
o0 roznej sztywnos$ci obrotowej potaczenia ze sztywnoscig podpor uzyskang z badan [1].
Sporzadzono wykres zaleznosci ©(S), bioragc pod uwage ciggta zmiane sztywnosci obrotowej
potaczen, poczawszy od potgczenia guasi-przegubowego az do potaczenia sztywnego.

ANALYSIS CHANGING NATURAL FREQUENCY OF PROPER VIBRATION
BRACKET BEAMS CONNECTING FLEXIBLE WITH RIGID JOINTS

Summary. In this article was shown analysis MES changing natural frequency of proper
vibration © bracket beams connecting flexible with rigid joint about different rotary rigidity S.
Analysis was making for four beams with different rotary rigidity S of rigid support taking
from research [1], Additionally illustrate full dependence co(S) by continual changing of
rotary rigidity from flexible joint to value border that is rigid joint.

1. Wprowadzenie

Celem pracy jest przedstawienie mozliwosci wprowadzenia do diagnostyki konstrukcji
stalowych metody szacowania sztywnosci obrotowej doczotowych potgczen odksztatcalnych
na podstawie pomiaru czestosci drgan swobodnych. W pracy przedstawiono analize zmiany
predkosci kotowej drgan witasnych © belek wspornikowych o réznej sztywnosci obrotowej S
potaczenia odksztatcalnego przy uzyciu MES. Klasycznym sposobem podawanym w

literaturze [2], [7] jest szacowanie zaleznos$ci kata obrotu odksztatcalnego potgczenia d> od
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momentu zginajgcego M (wystepujgcego w uktadzie konstrukcyjnym). Zalezno$¢ M<X)
mozna wytestowa¢ na podstawie badan statycznych oraz, jak pokazano w pracy [1], na
podstawie pomiaru drgan swobodnych. Na podstawie pomiaru drgan swobodnych belek z
potaczeniami odksztatcalnymi pod r6znym obcigzeniem masowym mozna wyznaczy¢ krzywe
regresji M(O). W diagnostyce na podstawie predkosci kotowej drgan swobodnych belek o
tym samym obciazeniu masowym mozna wykrywac réznice sztywnos$ci obrotowej potaczen
na podstawie poréwnania ze sztywnos$cia projektowana.

Na przyktadzie dwuteowych belek wspornikowych, o sztywno$ci obrotowej potaczen
podporowych uzyskanych na podstawie badan, wytestowano metodg MES zmiane predkosci
kotowej drgan wiasnych zalezng od sztywnos$ci obrotowej potgczenia. Sporzadzono wykresy
zaleznosci »(S) dla ciaglej zmiany sztywnosci obrotowej, poczawszy od sztywnosci

potaczenia quasi-przegubowego az do sztywnego zamocowania.

2. Charakterystyka analizowanych belek z potgczeniami podatnymi

Analize zmiany predkosci kolowej drgan wiasnych wywotanej zmiang sztywnosci
obrotowej pokazemy na przykiadzie belki wspornikowej z polaczeniem sztywnym oraz
trzema wariantami pofgczenia podatnego. Na rys. 1 przedstawiono przyjetg belke
wspornikowg o przekroju dwuteowym | 500x10/300x15 (rys. 1). Parametry belki

zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1
E G t> P A 1z Sztywno$¢ obrotowa S
[Pa] [Pa] [kg/mJ]  [m1] [m4] [Nm/rad]
2.06E+11 8E+10 0,3 7850 0,014 7.011E-4 129 579 731 00
E+6 E+6 E+6
a) b)
1-1

Rys. 1. Belka wspornikowa | 500x10/300x15: a) widok, b) przekroj
Fig. 1. Bracket beams | 500x10/300x15: a) view, b) section
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Sztywnosci obrotowe potgczen z weztem podporowym (rys. 2) przyjeto na podstawie
wykonanych badan [1].
Doczotowe potaczenie belki ze stupem (rys. 2) sktada sie z blachy czotowej grubosci 30

mm oraz czternastu $rub sprezajgcych M20 kl.10.9.

Rys. 2. Doczotowe potaczenie belki ze stupem
Fig. 2. Extended end - plate connection beam to column

3. Analiza zmiany predkosci kotowej drgan wiasnych

3.1. Macierz sztywnosci i bezwtadnosci elementu belkowego

W metodzie elementéw skoriczonych elementy o masie ciagtej, majace nieskonczong
liczbe stopni swobody dynamicznej (ssd), zamienia sie w wyniku dyskretyzacji na elementy o
skonczonej liczbie ssd. Dyskretyzacja jest podziatem na zbidér czesci, czyli tzw. elementy
skoniczone. Elementy potaczone sg ze sobgw weztach. W ptaskich uktadach pretowych kazdy
wezel ma dwa stopnie swobody: kat obrotu oraz przemieszczenie. Wielkos$ci te nazywane sg
w metodzie elementéw skonczonych wspoétrzednymi uogdlnionymi.

Catkowite ugiecie belki y(x, t) w metodzie elementéw skonczonych mozemy wyrazié¢
przez poszczegdlne przemieszczenia weztowe yk(t) oraz funkcje ksztattu Nk(t). Dla
pojedynczego elementu belkowego funkcje przemieszczen zalezna od przemieszczen

weztowych i funkcji ksztattu mozemy zapisa¢ w postaci (1) [4]:

4 (€]
y(x,t) =" N k(x)-yk(t),

k
Catkowite ugiecie belki podzielonej na elementy skoriczone w dowolnym punkcie x
przyjmuje postaé:

y(x,t) =" N i(x)yi(t), (2
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Roéwnanie ruchu w metodzie elementdw skoriczonych modelu o n stopniach swobody

mozemy zapisa¢ w postaci rGwnania macierzowego (3):
By +Cy +Ky =P(t). 3)

Jest to klasyczne rownanie ruchu wg modelu Voigta - Kelvina uktadu o wielu stopniach
swobody zapisane w postaci macierzowej, gdzie B oznacza macierz bezwadnosci, C macierz
thumienia i K macierz sztywnosci. P (t) jest wektorem obcigzen zewnetrznych.

Dla elementu belkowego o statej sztywnosci EIZ po wyznaczeniu poszczeg6lnych
elementéw macierzy na podstawie funkcji ksztattu macierz sztywnosci elementu belkowego
K ma posta¢ (4) [5]. Dla elementu belkowego opisujgcego podatny wezet podporowy nalezy

w macierzy sztywnosci (5) uwzgledni¢ sztywno$¢ obrotowg potgczenia wg zaleznosci (5):

"12 6 -12 6 <12 6 -12 6"
'%2 L w2 L L2 L L2 L
4 2 6 S-L -6
Elz L 17 . (4 4+E 7 2 5
L -12 -6 12 -6 k=zei- L L
L2 L L2 L L -12 -6 12 -6
& , -6 L2 L L2
L L 6 ) -6
. L L

Rozwazono element belkowy o statej masie p(x) = p na jednostke objetosci. Macierz
bezwiadnosci elementu belkowego B wyznaczona na podstawie funkcji ksztattu przyjmuje

postac (6) [6]:

13B-A , 1z 1AL I, e A -13-A-L 1z
35 ' 5L2 210 10-L 70  5-L2 420  10-L
11-AL L. A-L2 | 1, 13-AL Iz A-L2 1z
B=p-L 210 10-L 105 15 420 10-L 140 30 (6)
oA6. 1, WAL iz AL Rz
70 5L2 420 10-L 35 5L 210 10-L
-13-A-L Iz A-L2 1z -11-A-L | 1z AL2 , Iz
420  10L 140 30 210 10-L 105 +° 15

Macierz tlumienia wyznacza sie jako kombinacje liniowa macierzy sztywnos$ci oraz

bezwiadnosci (7) [7]:

C=pB +K-K, (7)

gdzie: p i x - wsp6tczynniki proporcjonalnosci.
W praktyce, korzysta sie jednak z tzw. liczb ttumienia wyznaczanych indywidualnie na
podstawie badan poszczeg6lnych postaci drgan. W konstrukcji o bardzo matym ttumieniu

macierz ttumienia mozemy pomingc.
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W celu sformutowania réwnania ruchu nalezy zbudowa¢ globalne macierze sztywnosci i
bezwiadnosci. Proces budowania macierzy globalnej mozna zapisa¢ jako sume macierzy

sktadowych poszczeg6lnych elementdéw skonczonych:

KezX K” Bs=78’ (8)

i
Liczbe stopni swobody kazdego uktadu okre$lajaca wymiar macierzy globalnej uktadu

przedstawia zaleznos¢:
ns=n,ny-w, 9)

gdzie: nw- liczba weztéw, ny - liczba wielkosci weztowych (stopni swobody), w - liczba
wiezoéw zewnetrznych natozonych na ukfad.

Nalezy nadmienié¢, ze macierz globalna jest macierzg kwadratowg o wymiarach ns *ns.

3.2. Model MES belek wspornikowych z weztami podatnymi

Na potrzeby metody elementéw skoniczonych sformutowano model plaski belki
wspornikowej z rys. 1ztozony z dziesieciu belkowych elementéw skoriczonych wg rys. 3.
Ael <2<{>3<ixh<>5ei>6<>T<i8(1>9<>10¢)>
2y 45 6 7 8 9 0 u
10L-3000

Rys. 3. Siatka belkowych elementéw skonczonych modelu
Fig. 3. Mesh of beams finite elements

Na podstawie zaleznosci (4) wyznaczono macierze sztywnos$ci elementéw belkowych o
numerach od 2 do 10. Korzystajac z zaleznosci (5), wyznaczono macierze sztywnosci dla
wezta podporowego o réznych sztywnoSciach obrotowych polaczenia. Macierze
bezwtadnosci poszczeg6lnych elementéw belkowych obliczono z zaleznosci (6). Przy
wyznaczaniu predkosci kotowej niettumionych drgan swobodnych wektor obcigzen
zewnetrznych P (t) przyjmuje wartos¢ 0.

Wymiar macierzy globalnych belki wspornikowej z potaczeniem sztywnym,
uwzgledniajacy redukcje 2 stopni swobody wynikajagcych z nalozonych wiezéw
zewnetrznych, obliczony ze wzoru (9) wynosi 20 x 20. W przypadku belek wspornikowych z
potaczeniami podatnymi wystepuje redukcja tylko jednego stopnia swobody w postaci

przesuwu wezta nr 1 wynikajgca z wiezéw zewnetrznych. Obroét potgczenia ograniczony jego
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sztywnoscig obrotowg jest mozliwy. W zwigzku z tym wymiar macierzy globalnych wynosi
21x21.

Macierze globalne sg sumg macierzy sktadowych. Macierze sktadowe zawierajg wyrazy
macierzy kolejnych elementéw belkowych po ich przeniesieniu do macierzy o wymiarach
rownych macierzy globalnej. Macierze sktadowe bezwitadnos$ci oraz sztywnosci
poszczegblnych belek obliczono przy uzyciu procedury napisanej w programie Mathcad 11.

Globalne macierze bezwtadno$ci i sztywnosci belek wspornikowych wyznaczono jako
sume macierzy skfadowych z zaleznosci (10) i (11).

Bg=Bj +B2+B3+B4+B5+B6+B7+Bg+B9+B10, (10)

Kg=Kj+K2+K3+K4+KS+K6+K7+K8+K, +K 10, i10

Predkos¢ kotowa niettumionych drgan swobodnych obliczono uzywajac dostepnej w
programie Mathcad 11 funkcji genvals (12). Jest to funkcja, ktéra zwraca uogélnione

wartosci wlasne macierzy zwiazanych réwnaniem K*x = y*B*x
®= ~genvals(Kg,Bg) . (12)

Na podstawie zaleznosci (12) uzyskano predkosci kotowe niettumionych drgan
swobodnych dla dwudziestu postaci drgan odnoszace sie do belki potaczeniem sztywnym
oraz dwadziescia jeden postaci drgan odnoszacych sie do belek z potgczeniami podatnymi.

Interesujace nas predkosci kotowe ca dotycza pierwszej postaci drgan (tabela 2).

Tabela 2
o [rad/s]
S= 129 E+6 S=579 E+6 S=731 S =00
[Nm/rad] [Nm/rad] E+6 [Nm/rad] [Nm/rad]
280 383 394 442

Wykresy pierwszej postaci drgan przedstawia rys. 3. Zmiane predkosci kotowej
niettumionych drgan swobodnych zalezng od sztywnos$ci obrotowej potaczenia doczotowego
belki wspornikowej obrazujg wyniki z tabeli 2. tatwo zauwazy¢, iz dla najmniejszej
sztywnos$ci obrotowej predkos$¢ kotowa jest najmniejsza. Wraz ze zwiekszeniem sztywnosci
predkos¢ kotowa rosnie, dazac do wartosci granicznej jak dla potaczenia sztywnego.

Za pomocg metody elementéw skonczonych wyznaczono wspétrzedne m i sporzadzono
wykres (rys. 4) zaleznosci miedzy predkoscig kotowa niettumionych drgan swobodnych a
sztywnoscig obrotowag doczolowego potgczenia podatnego belki wspornikowej |

500x10/300x15 o parametrach wg tabeli 1
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Rys. 4. Pierwsza posta¢ drgan belki wspornikowej: a) z potgczeniami podatnymi, b) z potgczeniami
sztywnymi
Fig. 4. Graph of the first form vibration bracket beam: a) with semi-rigid joints, b) with rigid joint
Krzywa opisujaca zaleznos¢ ®(S) (rys. 4) dana roéwnaniem (13) nalezy do rodziny
krzywych sigmoidalnych. Poszczeg6lne parametry krzywej co(S) przedstawia zwigzek (14).
Sztywno$¢ S nalezy wprowadza¢ w Nm/rad, wynik uzyskuje sie w rad/s. Przy opisie krzywej

«(S) pominieto sztywnos$¢ zerowsa, ktdra wprowadza geometryczng zmienno$¢ uktadu

konstrukcyjnego.

coS)=a-b-e_c (13)

co(S) = 433.75054 - 463.39947 »¢ "0-00014110022-Su 14)

>[rad/s]

Rys. 5. Zalezno$¢ miedzy pierwszg predkoscig kotowg niettumionych drgan swobodnych
a sztywno$cia obrotowg doczotowego potaczenia podatnego belki  wspornikowej

1 500x10/300x15
Fig. 5. Graph of relationship between natural frequency of proper vibration cand rotational rigidity of

supportjoint bracket beam 1 500x10/300x15
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4. Whnioski

W przypadku matego ttumienia analize drgan mozemy przeprowadzi¢ metodg elementéw
skonczonych bazujagc na modelu Voigta. Korekte oszacowania czestosci drgan wiasnych
mozemy przeprowadzi¢ na podstawie pomiaru ttumienia. Na podstawie MES, zmieniajac
warunki brzegowe elementu skofAczonego stanowigcego wezet podporowy belki z
potaczeniem podatnym, mozemy oszacowa¢ predkos¢é kotowg niettumionych drgan
swobodnych co. Zmieniajagc sztywno$¢ obrotowg potgczenia, uzyskujemy zmiane predkosci
kotowej drgan swobodnych.

Zalezno$¢ co(S) uzyskang na podstawie MES mozna zbudowa¢ dla dowolnego ukfadu
konstrukcyjnego oraz belek o réznych gabarytach. Na podstawie pomiaru predkosci kotowej
niettumionych drgan swobodnych  mozemy oszacowaé sztywno$¢é obrotowg potgczenia na
obiektach juz zrealizowanych. Mozemy réwniez kontrolowa¢ sztywno$¢ obrotowa potaczen

w trakcie uzytkowania konstrukcji.
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