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JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN DLA PRZYPADKU KOLUMNY
UTWIERDZONEJ W JEDNOOSIOWYM STANIE NAPREZENIA

Streszczenie. W artykule przedstawiono opracowane dotychczas warunki réwnowagi i
jednoznacznosci  rozwigzan dla  materiatbw  sprezysto-plastycznych.  Pokazano
zmodyfikowane kryteria stosowane do wyznaczenia stanéw naprezen, w ktérych nastepuje
rozdwojenie (bifurkacja) postaci rownowagi. Przedstawione zostaly przyktadowe wartosci
naprezen, przy ktorych wystepuje bifurkacja, uzaleznione od smuktosci uktadu.

UNIQUENESS OF SOLUTION FOR COLUMN IN ONEDIMENSIONAL
STATE OF STRESS

Summary. This article presents the equilibrium conditions and the uniqueness of
solutions for elastic-plastic solids. The modified criteria for stresses when the bifurcation of
equilibrium occurs are discussed. As an example, stress values in function of slenderness ratio
for columns are calculated in bifurcation states.

1. Wstep

Warunki réwnowagi i jednoznacznosci rozwigzan dla materiatdw sprezysto-plastycznych
zostaty okreSlone w 1958 roku przez R. Hilla [1], Warunki te dotyczyty ciat ze
stowarzyszonymi prawami ptyniecia.

Analizujac jednakze materiaty zdefiniowane réwnaniami z niestowarzyszonymi prawami

ptyniecia, warunki te musiaty zosta¢ zastgpione innymi, ktére uwzgledniatyby réznice
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kierunkdw normalnej do powierzchni plastycznosci i tensora przyrostdw plastycznej czesci
deformacji.

Pierwszy z tych warunkéw zostal sformutowany w drugiej potowie lat 60. przez
Z. Mroza [2] i dotyczyt zakresu matych deformacji i jednorodnych proceséw odksztatcen.
Bardziej uniwersalne kryterium zostato przedstawione przez B. Ranieckiego [3]. Kryterium to
uog6lnia model ciata poréwnawczego opracowanego przez R. Hilla dla niestowarzyszonych
praw plyniecia poprzez wprowadzenie rodziny jednoparametrowych liniowych ciat
poréwnawczych, umozliwiajgcych okreslenie dolnej granicy naprezeh krytycznych. Gorna
granica definiowana jest poprzez rozwigzanie problemu dla innego liniowego ciala,
odpowiadajagcego  rzeczywistemu  materiatowi  sprezysto-plastycznemu  poddanemu
obcigzeniu.

Kryterium opracowane przez B. Ranieckiego byio wykorzystywane przy analizie
problemoéw brzegowych do okreslenia obcigzen krytycznych $ciskanych probek walcowych
[4], badania rozcigganych prébek metalowych [5] oraz analizie tworzenia sie przewezenia
podczas préb rozciggania. Znalazto ono roéwniez zastosowanie w pracach naukowcow

japonskich przy analizie rozcigganych ptyt metalowych [6].

2. Rownania rownowagi i warunki brzegowe

Zaktadamy, iz w dowolnej chwili t podczas skonczonych deformacji osrodka sprezysto-
plastycznego biezacy ksztatt ciata oraz rozktad naprezen jest znany, tacznie ze wszystkimi
szczegoOtami dotyczacymi historii deformacji. Rozpatrujac problem jednoznacznosci, nalezy
postawi¢ pytanie, czy przy narzuconych nieskonczenie matych zmianach oddziatywan
zewnetrznych nie mamy do czynienia z rozdwojeniem postaci réwnowagi. Oddziatywania
zewnetrzne na ciato zostang ograniczone do wektora predkosci naprezen nominalnych T
dziatajgcego na cze$¢ powierzchni ciata ST. Na pozostatej powierzchni ciata Sv okre$lone
jest pole predkosci v. Biezaca konfiguracja ciata przyjeta jest jako konfiguracja odniesienia
(uaktualniony opis Lagrange'a), wszystkie pola wielkosci tensorowych i wektorowych
opisane zostang w nieruchomym uktadzie kartezjariskim.

Warunki réwnowagi sformutowane dla problemu przyrostowego quasi-statycznego
przyjmujg postac:

divST=0 @
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§-ST=0VT-Va )
oraz
STn=T na ST, v=v0naSv 3)

gdzie: o -tensor naprezen Cauchy'ego, S- tensor naprezennominalnych, n- wektor

3v.,
normalny do powierzchni, V - gradient wektora predkosci W :&JLI

Réwnania (1), (2) przedstawiajg odpowiednio zasade zachowania pedu (przy pominieciu sit

masowych) i zasade zachowania kretu w ujeciu przyrostowym.

3. Rownania konstytutywne materiatu sprezysto-plastycznego

Réwnaniakonstytutywne materiatu  sprezysto-plastycznego zniestowarzyszonymi

prawami ptyniecia zapiszemy w formie

a=LD-~(A/ N)"Ag, H>0 (4)

A
gdzie: 0 - obiektywna miara predkosci napreze, A -wektor normalny do powierzchni
uplastycznienia w dziewieciowymiarowej przestrzeni odksztatcen, Ag- okresla kierunek

predkosci odksztatcen plastycznych w przestrzeni odksztatcenn, D - symetryczna czesc
. - T/ \ ) _(\éj jezeli y>0
gradientu predkoéci 2D =V +V , (- ) - nawias Macauleya(y) = y <Q’

Jezeli h=H - A/ pg>0, gdziep8=MAe, M =L"], réwnanie (4) mozemy zapisa¢ w

postaci odwromej, tj.

D=M o-~p/-ajy* (5)

Wielkosci M, L sg chwilowymi tensorami podatnosci oraz sztywnosci, AE =AM i jll - * =

4. Kryterium jednoznacznoSci rozwigzan

Zaktadamy, ze na cze$ci powierzchni S oznaczonej jako Sv zadane jest pole predkosci

czasteczek ciata v (0 tym wspomniano powyzej), natomiast na ST okreslone sg predkosci
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nominalnego wektora naprezenia T. Przyjmujemy ponadto mozliwos¢ istnienia dwaoch
réznych rozwigzan T(j, T@ oraz v(2), v(2); réznice ich oznaczymy odpowiednio przez AT
oraz AV.

W zwigzku z powyzszymi zatozeniami na Sv mamy Av=0 i AT * 0. Réwnosci Av =0
sg konsekwencjg zatozenia, iz na Sv jest SciSle okreslone pole predkosci (zaktadamy
mozliwos¢ kontrolowania tego pola, np. idealne utwierdzenie). Natomiast powodem tego, iz
AT * 0 jest fakt, ze na Sy nie ma narzuconych zadnych ograniczeh na tensor predkosci
naprezen nominalnych i dopuszczamy mozliwo$¢é wystgpienia przynajmniej dwdch réznych
pol tych predkosci. Na pozostatej czeSci ST mamy sytuacje odwrotng, tzn. T jest okreslone w
sposob Scisty, a v jest dowolne, co prowadzi do Av* 0 i AT =0. Zakladajagc mozliwosc
istnienia dwoch rozwigzan oraz biorgc pod uwage przytoczone rozwazania, dochodzimy do

JAVATdS =0, (6)
stosujac twierdzenie Gaussa oraz wykorzystujac warunki réwnowagi (1), mamy
JaVt ASdV =0, )

Jezeli potrafimy wskaza¢ takie pola predkosci oraz odpowiadajgce im pola predkosci
naprezen tak, ze spetniony jest warunek (7), to méwimy o punkcie rozdwojenia réwnowagi.
Przyjmujac za miare pochodnej obiektywnej pochodng Oldroyda, zwiazek miedzy ta
pochodna a $ bedzie nastepujacy:

A
a=S-aVT. (8)

Korzystajac z réwnar (4) oraz (8), iloczyn AVTAS mozemy przedstawic:
AVt AS = IW + AVrAAVt, JF=—Ao- AD

gdzie:
AD Om-Dfh~2D.n ¥y +¥Yp > 20@ Vi Yo

A -tensor zalezny od stanu naprezenia i od wyboru strumienia naprezenia.

Wyrazenie W przedstawimy jako sume dwoch wielkosci,

We=—ADLAD 9)

zwigzang z obszarami ciata znajdujagcymi sie w stanie sprezystym oraz Wpzwigzang z

obszarami uplastycznionymi:
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W =wetwp

W przypadku deformujgcego sie ciata sprezysto-plastycznego mozemy wyrdzni¢ obszary,
w ktorych mamy do czynienia z odksztatceniami sprezystymi oraz obszary, w ktérych
zachodza deformacje plastyczne. W pierwszym przypadku, aby okresli¢ zwigzek predkosé
naprezenia - predkos¢ odksztatcenia, korzystamy z rownarn teorii sprezystosci. W przypadku
drugim, aby okresli¢ zwigzek, musimy dodatkowo dysponowac¢ wiedzg, czy w danym punkcie
obszaru uplastycznionego mamy do czynienia z odcigzeniem, czy tez z kontynuacjg procesu
obcigzenia. W przypadku odcigzenia, stosujemy réwnania teorii sprezystosci, natomiast gdy
mamy do czynienia z kontynuacjg obcigzania, stosujemy zwigzki dla ciata plastycznego.
Moze sie zdarzy¢ tak, ze w pewnym obszarze ciatl w przypadku jednego rozwigzania mamy
do czynienia z kontynuacjg obcigzenia, natomiast w przypadku drugiego rozwigzania mamy
do czynienia z odcigzeniem w pewnych obszarach; moze tez zdarzy¢ sie sytuacja odwrotna.
Na podstawie przytoczonych rozwazan w obszarze plastycznym mozemy mie¢ do czynienia z

nastepujacymi sytuacjami:

» w obu mozliwych przypadkach kontynuowane jest obcigzanie

Af D@)>0 A7 D(2)>0 Wp =--~r(Al *AD)(A® AD)

» w pierwszym przypadku kontynuowane jest odcigzanie, w drugim za$ obcigzanie

A'sD@M)<0 Af D@ >0 Wp== (A' *D(2)(A* *AD)

» przypadek pierwszy obcigzanie, przypadek drugi odciazanie

A'©D®)>0 Af-D@<0 W’ =-~(a/ D@®)(Ag-AD)

» w obu przypadkach odcigzanie
A D()<0 A -D(2)<0 Wp=0
Jezeli dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pél predkosci v spetniona jest
nierdwnos¢

r=Ji>etWptavteoavt]é/f>o

to rozwigzanie problemu przyrostowego jest jednoznaczne.
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Funkcjonat R posiada skomplikowang forme i jego bezpo$rednie stosowanie do
okreslenia naprezenia, przy ktérym wystepuje bifurkacja, nastrecza trudnosci. Dlatego tez do
naszych  rozwazah  wprowadzimy cialo  poréwnawcze  zaproponowane  przez
B. Ranieckiego [3].

5. Ciato poréwnawcze

Rozpatrzmy jednoparametrowa rodzine potencjatéw o postaci

gdzie We zostato okreslone (9) powyzej, a r jest pewnym parametrem, o ktérym zaktadamy,
ze jest wiekszy od zera.

Mozna pokazaé, iz WL<W dla wszystkich AD; oraz ze spetnione jest

Jezeli dla wszystkich kinematycznie dopuszczalnych pél predkosci spetniona jest nieréwnos¢
1= J1X +AYT «aAVT]i/F >0

wowczas istnieje tylko jedno rozwigzanie przyrostowego problemu brzegowego

sformutowanego w punkcie 2.

Mozna udowodni¢ [3,4], ze dodatnia wartos¢ funkcjonatu RL gwarantuje jednoznaczno$¢

rozwigzania dla ciata sprezysto-plastycznego. Pole predkosci, dla ktérego Rt =0, daje dolng

granice naprezen krytycznych dla ciata rzeczywistego. Doktadno$¢ oszacowania tej granicy

zalezy od doboru parametru r, ktéry moze by¢ funkcjg zalezng od potozenia punktu [3].

6. Przykitad liczbowy

Schemat statyczny analizowanego ukfadu przyjmujemy w postaci peta jednostronnie
utwierdzonego. Przyjmujemy, ze analizowana kolumna wykonana jest z betonu Kupfera.
Roéwnania opisujace materiat zaczerpniete zostaly z pracy [6] i przedstawiajg sie w sposéb
nastepujacy:
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(A33+rA33)[ 2Zc(r) (Afl+ rM 1)+ (A3BB+ rAii)] D

Y 26 +ATI-22¢[n)

AHrA - (A* + rA{3)(Af, + "\{x)
A 1—A+ -~ thr %c(r) ~
S "0 AHF(2G +2X) - 2(Af, + 1 \fi)2

+ K=ML="+M K=~J2+0, rf,=-j2+M ,

A*=2Gn* +XSijMg, V =2GV +AS.AnJ

?2r+1 [t
/?K) =0,0667-0,7212 ¥ ~ 1 /¢ K™K J +0,0667M0,7212, * =7
X -*,©5x + | jc

(1B - naprezenie normalne w stupie, fc - naprezenie niszczace probki betonowe;j.

Rdwnania te nie majg charakteru ogolnego, zostaty bowiem okreslone dla konkretnego
przypadku, bedacego przedmiotem niniejszego artykutu.
Na podstawie przytoczonych wzoréw obliczono kilka przyktadowych wartosci naprezen,

przy ktérych nastepuje rozdwojenie postaci rbwnowagi. Prezentowane wyniki przedstawione
sgw zaleznosci od smuktosci uktadu A .
Tabela 1

Wartosci naprezen, przy ktdrych nastepuje bifurkacja
w zaleznosci od smukitosci

X ctciMPal X OcfMPa]
10 19,18 60 14,765
20 19,129 70 13,915
30 18,943 80 13,215
40 184 90 12,65
50 16,4 100 11,7

7. Podsumowanie i wnioski

Na podstawie przedstawionej analizy stanu zagadnienia oraz przeprowadzonych badan

teoretycznych  mozna stwierdzié, ze zagadnienie jednoznaczno$ci rozwigzan w teorii

nos$nosci granicznej jest istotne z punktu widzenia inzynierskiego, bioragc pod uwage ciagle

modernizowane i opracowywane nowe materiaty konstrukcyjne w budownictwie.

Przedstawione w artykule kryterium bifurkacji dla $ciskanego preta moze byé

wykorzystane do badania procesu wyboczenia Sciskanego stupa konstrukcyjnego. Jednakze
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poréwnujac je z kryteriami opracowanymi dla smuklych pretbw z materiatbw o
stowarzyszonych prawach ptyniecia, okazuje sie, ze moze wtedy wystapi¢ niebezpieczenstwo
wyboczenia elementu przy znacznie nizszym poziomie naprezer niz w przypadku materiatow

0 stowarzyszonych prawach ptyniecia [6].
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