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SYMULACJA LOSOWA WYTEZENIA
DZWIGARA MOSTOWEGO O PODATNYM ZESPOLENIU

Streszczenie. W artykule przedstawiono analize skutkéw zespolenia podatnego w
mostowych dzwigarach zespolonych o tacznikach podatnych. W analizie losowej problemu
wykorzystano metode symulacji cyfrowej Monte Carlo. Na podstawie przyktadowych analiz
numerycznych pokazano wplyw zmiennoSci wybranych parametrow losowych na sity
wewnetrzne, przemieszczenia oraz wytezenie dzwigara podatnie zespolonego.

PROBABILITY SIMULATION OF EFFORT OF A BRIDGE COMPOSITE
GIRDER WITH FLEXIBLE CONNECTION

Summary. The paper concerns the effects of the partial interaction in steel-concrete
composite bridge girders with flexible shear studs. In the probability analysis of the problem
the Monte Carlo numerical method is used. The numerical simulations given in example show
the influence of changes of random variables on the distribution of internal forces,
displacements and effort of a girder with flexible connection.

1. Wprowadzenie

Przedstawiana w artykule analiza dotyczy mostowego dzwigara zespolonego,
utworzonego z belki stalowej wspotpracujacej z zelbetowg ptyta pomostowa dzieki uzyciu
elementow tgczacych, przenoszacych sity powstajace w styku obu materiatow. Stosowane
obecnie powszechnie 1taczniki sworzniowe okresla sie jako podatne. Ich znaczna
odksztatcalno$¢ skutkuje powstaniem poslizgu w styku, a tym samym brakiem petnej
wspotpracy obu czesci sktadowych dzwigara zespolonego. Konsekwencjg podatnosci
zespolenia jest m.in. redystrybucja sit wewnetrznych pomiedzy elementami przekroju i

redukcjg sztywnosci gietnej takiej konstrukcji [1, 2, 3].
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2. Rozwigzanie analityczne

Rys. 1. Geometria, sity wewnetrzne i odksztatcenia w przekroju zespolonym [2, 4]
Fig. 1. Geometry, intemal forces and strains in a composite cross-section [2, 4]

W modelu analitycznym zginania dzwigara o podatnym zespoleniu geometrie przekroju
oraz moment zginajacy rozdzielono na dwa poduktady (belke i ptyte), jak na rys. 1. Materiat

phyty zostat sprowadzony do materiatu belki poprzez zastosowanie wspétczynnika

:-L:rr(l +PPC) (I)

gdzie Eai Ec sg modutami sprezystosci podtuznej stali i betonu, ecwspotczynnikiem petzania
betonu, a p wspotczynnikiem Trosta. W przypadku obcigzen doraznych (krétkotrwatych)
warto$¢ wspoétczynnika (1) jest stata i zalezy jedynie od Ea oraz Ec. Po uwzglednieniu
warunku odksztatcen w styku betonu ptyty i belki, wykorzystaniu réwnania zgodnosci
krzywizn dzwigara zginanego oraz warunkéw réwnowagi sit wewnetrznych w obu czesciach

przekroju wyprowadzono réwnanie [2, 3,4]
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Stanowi ono podstawe rozwigzania zagadnienia zginania dZzwigara zespolonego z tacznikami
podatnymi, o zmiennej sztywnos$ci potgczenia na diugosci belki. W réwnaniu (2) przyjeto
klasyczny parametr okreslajacy sztywno$¢ potaczenia jako stosunek sity w styku t(x)
roztozonej na dtugosci potgczenia do wywotanego nigposlizgu S(x)

t(x)

S(%) @)

Analize zagadnienia przeprowadzono w zakresie liniowo-sprezystym, przyjmujac, ze warto$¢

Cz(x) =

Cz(x) jest niezalezna od wytezenia potgczenia, co jest zatozeniem bliskim rzeczywistosci w
zakresie obcigzen uzytkowych. W analizach postuzono sie réwniez wskaznikami

okreslajagcymi stopien zespolenia [2, 4] definiowanymi na podstawie odksztatcenn w styku
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jak narys. 1oraz na podstawie sit wewnetrznych w dzwigarze stalowym

3. Parametry symulacji losowej
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W symulacji losowej, w ktdrej konieczna jest wielokrotna generacja wartosci parametrow

geometrycznych wedtug przyjetych rozktadéw zmiennych losowych,

korzystne jest

zastosowanie metody numerycznej Monte Carlo [5]. Jako wielkos$ci losowe w prowadzonej

analizie okreslono wymiary dzwigara podane na rys. 2 oraz wiasnosci fizyczne materiatow

(Ea Ec). Przyjeto [6, 7], ze cechy te majg rozktady normalne, o warto$ciach oczekiwanych m i

wspotczynnikach zmiennos$ci v zestawionych w tablicach 1i 2.
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Rys. 2. Oznaczenia zmiennych losowych - wymiaréw
Fig. 2. Notations of random variables - geometrical dimensions

Charakterystyki zmiennych losowych belki stalowej

Belka X1 Z1 X2 Z2 X3 Z3 X4
stalowa [mml fmml fmml fmml fmml  [mml  fmml
m 400 20 12 1600 600 30 500

v[%] 10 30 3,0 05 1,0 3,0 1,0

Tablica 2
Charakterystyki zmiennych losowych ptyty pomostowe;j
Plyta X5 Z5 X6 Z6 Ec
zelbetowa [cm]  [ecm]  [cm]  [cm]  [GPa]
m 280 21 50 5 32,6

v [%] 1,0 4,0 4,0 10 150

Z4

[mm]

30
3,0

Ea

fGPal
204

15

Tablica 1
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W wyniku wielokrotnej generacji (5000 losowan) wymiarow geometrycznych z przyjetych
rozktadéw otrzymano charakterystyki geometryczne czeéci skladowych dzwigara

zespolonego wykorzystane w dalszej analizie numerycznej (tabl. 3).

Tablica 3
Charakterystyki zmiennych losowych (charakterystyk geometrycznych dzwigara)
Charakterystyka Aa la Ac e a
[mZ (m4] [mZ] [m4] [m]
warto$¢ Srednia m 0,06022 0,02483 10,6135 0,00259 1,317
wspo6tczynnik zmiennosci v [%] 1,6 2,1 3,9 11,0 0,8

Parametrem losowym jest réwniez sztywno$¢ zespolenia dzwigara Cz(x). Wplywa na nig
wiele zmiennych losowych, do ktérych zaliczy¢ mozna miedzy innymi: spos6b
uksztattowania tgcznikow (ich smuktosé), wytrzymatos¢ betonu ptyty pomostowej, udziat sit
przyczepnosci i tarcia, doktadnos¢ wykonania potaczenia, stopien degradacji potaczenia [1,
2], Sztywno$¢ zespolenia zmienia sie nieznacznie ze wzrostem wytezenia tgcznikéw (w
zakresie oddziatywan uzytkowych), a w przypadku typowych dla konstrukcji mostowych
obcigzen powtarzalnych ulega redukcji wraz z rosngcg liczbg cykli obcigzenia [3]. Na skutek
powyzszych czynnikow otrzymuje sie rézne sztywnosci zespolenia CXx), nawet w jednakowo
uksztattowanym na diugosci dzwigarze. W niniejszej pracy przedstawiono symulacje losowe
dla réznych, lecz traktowanych jako deterministyczne, sztywnos$ci zespolenia. Mozliwo$¢
zdefiniowania parametru Cz jako zmiennej losowej o okreslonych charakterystykach i typie
rozktadu bedzie przedmiotem dalszych prac autora. Jako warto$¢ zdeterminowang w

analizach przyjeto réwniez obcigzenie dZzwigara.

4. Analiza numeryczna

Analiza dotyczy jednoprzestowego drogowego mostu zespolonego o rozpietosci
teoretycznej L = 28,0 m. Obcigzenie zmienne mostu wywotuje w rozpatrywanym dzwigarze
moment zginajacy M(x=L/2) = 3,25 MNm. Dzwigar jest pryzmatyczny, o charakterystykach
geometrycznych przekroju zestawionych w tablicach 1i 2. Obliczenia numeryczne wykonano
przy wykorzystaniu autorskiej aplikacji numerycznej, napisanej w $rodowisku MATLAB, a

analize statystyczna przeprowadzono przy uzyciu programu STATISTICA.
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4.1. Rozklady cech losowych na dtugosci dzwigara

W zadaniu rozpatrzono trzy sposoby uksztattowania zespolenia, czyli rozktadu tgcznikow
na dhlugosci dzwigara. Przyjeto przyktadowe (odpowiadajgce zespoleniu czesciowemu
wynikajgcemu z charakterystyk stosowanych tgcznikow podatnych) wartosci liczbowe:

A) stata sztywnos$¢: Cz(x) = 2000 MN/m2,
B) liniowo zmienna sztywnos$¢ opisana funkcjg Cz(x) = 2000-(l - x/L) MN/m2w przedziale

0 <x <L/2 oraz Cz(x) = 2000 (x/L) MN/m2w przedziale L/l <x<L,

C) skokowo zmienna sztywno$¢: Cz(x) = 2000 MN/m2w przedziatach 0<x <1/4 i 3L/A<x<L,

Cz(x) = 1000 MN/m2w przedziale L/A <x< 3L/A.

Analizowane sg naprezenia oraz wskazniki zespolenia (fi, fi) na dtugosci dzwigara. Wybrane

wyniki przedstawiono na wykresach (rys. 3, rys. 4).

Rys. 3a) Rozktady naprezen normalnych (zespolenie B) na dtugosci belki stalowej; b) Wspdétczynniki
zmiennosci naprezen (zespolenie A, B, C) na dtugosci belki

Fig. 3a) Values of normal stresses (connection B) along the steel beam; b) Coefficients of variations
ofnormal stresses (connection A, B, C) along the beam

Rys. 4a) Rozktady wskaznikow zespolenia (zespolenie B) na dtugosci dzwigara; b) Wspétczynniki
zmiennos$ci wskaznikdw zespolenia (zespolenie A, B, C) na dlugosci dZzwigara

Fig. 4a) Values of coefficients of connection (connection B) along the girder; b) Coefficients of
variations of connection coefficients (connection A, B, C) along the girder

Widoczny jest wyrazny wplyw sposobu uksztaltowania potaczenia na wartosci

wspdtczynnikdw zmiennosci oraz ich przebieg na dlugosci belki w przypadku naprezen
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normalnych na krawedzi gérnej belki stalowej oraz wartosci wskaznika p. Réwniez dla tych
wielkosci otrzymano najwieksze wartosci wspotczynnikow zmiennosci siegajace ponad 25 %
w przypadku aag. Wspdtczynniki zmiennos$ci ugie¢ w oraz momentu bezwitadnos$ci dzwigara
Jx nie zalezaly w sposéb wyrazny od uksztattowania zespolenia i miescity sie w zakresie v=

4-6 %, nie zmieniajac sie znaczaco na dtugosci belki.

4.2. Rozktady cech losowych w przekroju dZzwigara

Nizej rozpatrzono przyktad, w ktérym przyjeto rozktad sztywnosSci zespolenia staty na
dtugosci dzwigara (Cz(x) = const), rozpatrujac cztery jego wartosci: Cz! = 100 MN/m2, C2=
1000 MN/m2, Cz = 5000 MN/m2 oraz Czg—* oo (zespolenie idealne). Analizowano warto$¢
wspotczynnikéw zmiennosci v naprezen w belce stalowej, wskaznikdw zespolenia i ugiec¢, w
funkcji Cz, w wybranym przekroju x dzwigara. Na rysunkach 5 -7 przedstawiono wybrane
wyniki analizy numerycznej. Na histogramy szeregéw rozdzielczych otrzymanych wartosci
naniesione zostaty funkcje gestosci rozktadéw losowych, dopasowane przy uzyciu programu
STATISTICA. Hipotezy o typach rozktadéw weryfikowano przy zastosowaniu testu 92 ~
Pearsona i okresleniu tzw. p-wartosci. Jest ona réwna najwiekszemu poziomowi istotnosci,
przy ktérym jeszcze nie odrzuca sie testowanej hipotezy. Otrzymane w wyniku symulacji
zmienne losowe mialy rozkiady normalne (Jx, p) lub lognormalne (aad, w), na poziomie
istotnosci zazwyczaj nizszym niz a= 0,05. W pozostatych przypadkach hipotezy o tych
typach rozktadéw w tescie x2 byty odrzucane. Na wykresach przedstawiono takze zmiany
wyestymowanych charakterystyk zmiennych losowych (Sredniej m, wspoiczynnika
zmiennosci v, kwantyli rzedup = 0,05, p = 0,95) w funkcji sztywnosci zespolenia Cz.

Variable: -O'» Distribution: Log-normal
Chi-Squaretest = 94,45166, df-2 2 (adjusted), p - 0.00000

14 16 18 20 22 24 26 28 30
-GK (MPa]

Rys. 5. Naprezenia normalne <ag w belce stalowej, przekréj x = L/2: a) Histogram szeregu
rozdzielczego (zespolenie C2); b) Wartosci srednie, kwantyle i wspétczynniki zmiennosci
Fig. 5. Normal stresses aagin the steel beam, section x=L/2: a) Histogram (connection C2); b) Mean
values, quantités and coefficients of variation
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Variable: Chd Distribution: Log-normal
Chi-Square test = 26.83705. df = 21 (adjusted), p » 0.17631

45 46 47 48 49 50 51 52 53
(Tad [MPa]

Rys. 6. Naprezenia normalne aad w belce stalowej, przekr6j x=L/2: a) Histogram szeregu

rozdzielczego (zespolenie C2); b) Wartosci Srednie, kwantyle i wspétczynniki zmiennosci

Fig. 6. Normal stresses aad in the steel beam, section x=L/2: a) Histogram (connection C2); b) Mean
values, quantiles and coefficients of variation

Variable: w. Distribution: Log-normal
Chi-Square test * 36.21172. df = 23 (adjusted), p = 0.03925 b)

14 15
w[mm]

Rys. 7. Ugiecia dZzwigara w, przekroj x=L/2: a) Histogram szeregu rozdzielczego (zespolenie C2);
b) Wartosci Srednie, kwantyle i wspdtczynniki zmiennosci

Fig. 7. Deflection of the girder w, section x=L/2: a) Histogram (connection Cz); b) Mean values,
quantiles and coefficients of variation

Mozna zauwazyé, ze stopien wspotpracy belki i ptyty, charakteryzowany przez parametr
Cz, ma wyrazny wpltyw na warto$¢ wspotczynnika zmiennosSci naprezen normalnych aag
w belce stalowej. W przypadku stabszego zespolenia obu czesci skltadowych dzwigara
losowos¢ cech plyty pomostowej przektada sie w mniejszym stopniu na charakterystyki
statystyczne otrzymanych wynikéw, co zgodne jest z intuicjg. Stad tez niewielki
wspotczynnik zmienno$ci naprezen aag przy niewielkim Cz i duzy przy zespoleniu bliskim
idealnemu. Siabiej tendencja ta jest widoczna w przypadku ugie¢ w, a praktycznie
niezauwazalna dla naprezen na krawedzi dolnej belki stalowej aad Mozna stwierdzié, ze
naprezenia na krawedzi gornej belki stalowej oraz zwigzany z nimi wskaznik zespolenia /?
wykazujg najwiekszg wrazliwo$¢ na zmiany stopnia wspotpracy czesci sktadowych przekroju

zespolonego.
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5. Podsumowanie

Przedstawione wyniki analiz symulacji wytezenia dzwigara o podatnym zespoleniu
pozwalajg na wyciagniecie wnioskéw:
» wartosci wspdtczynnikéw zmiennosSci analizowanych wielkosci losowych w ogdlnym
przypadku nie sg state na dtugosci dZzwigara,
¢ najwieksze wartosci v uzyskano dla naprezen <ag, a najmniejsze dla <ad,

e widoczny jest wyrazny wplyw podatnosci zespolenia Cz(x) na wartosci
wspotczynnikow zmiennosci w przypadku niektérych wielkosci wynikowych.
Otrzymane wyniki odnoszg sie do dzwigara mostowego o wybranych wymiarach
geometrycznych. Zasadne wydaje sie przeprowadzenie szerszej analizy parametrycznej
zagadnienia dla réznego sposobu uksztattowania dzwigaréw, a wiec roznych proporcji
sztywnos$ci gietnych i osiowych plyty oraz belki. UsScislenia wymaga réwniez dobor
charakterystyk liczbowych wejsciowych zmiennych losowych, w tym szczegdlnie sztywnosci

zespolenia. Zagadnienia te sa przedmiotem dalszych prac autora.
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