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SPREZYSTO-PLASTYCZNY MODEL NIENAWODNIONEGO
OSRODKA GRUNTOWEGO

Streszczenie. W pracy prezentuje sie koncepcje modelu cze$ciowo nawodnionego
osrodka gruntowego, uwzgledniajacego zjawisko ssania. Sprezysto-plastyczne zachowanie
osrodka, zdefiniowane w ramach teorii stanu krytycznego [1, 2] w formie rozwinietej, opisuje
rozszerzone przyrostowe réwnanie konstytutywne [3] (w postaci ,naprezenie netto -
odksztatcenie i ssanie”). Model operuje réwnaniem powierzchni  plastycznosci
sformutowanym przez Whelera i Shivakumara [4], Prawo wzmocnienia (ograniczone do
wariantu dla niezmiennej wartosci ssania) wigze przyrost plastycznej czesci wskaznika
porowatosci z poziomem naprezenia i ssania.

ELASTO-PLASTIC MODEL OF UNSATURATED SOIL MEDIUM

Summary. The paper presents the concept of soil medium model with partially saturation,
taking into consideration the suction effect. Elasto-plastic behavior of medium, defined by
critical state theory [1, 2] in extension form, has been described by extended incremental
constitutive relation [3] (in form “net stress - strain and suction” relationship). The model
operates equation of plastic surface formulated by Wheeler and Shivakumar [4], Hardening
rule (restricted to variant for constant value of suction) connects the increment of plastic part
of void ratio with stress and suction levels.

1. Wprowadzenie

Podjete w ostatnich kilkunastu latach badania nad gruntami nienawodnionymi pozwolity
na matematyczny opis ich zachowania i zaowocowaty propozycjami sprezysto-plastycznych
modeli takich o$rodkéw [5, 6, 4, 7]. Modele tego typu uwzgledniajg wptyw trzech faz
w medium gruntowym na stan naprezenia, operujac naprezeniem netto, stanowigcym réznice
pomiedzy naprezeniem efektywnym a ssaniem (zdefiniowanym jako réznica pomiedzy
cisnieniem porowym wody i gazu zawartego w porach). W zakresie teoretycznym bazujg one
na rozwinieciu teorii stanu krytycznego [1, 2], gdzie do trzech czynnikéw definiujacych
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powierzchnie stanu (efektywnych wielkosSci naprezenia S$cinajgcego i Sredniego oraz
wskaznika porowatosci lub objetosci wiasciwej) dotgczone jest ssanie.

W niniejszym opracowaniu prezentuje sie koncepcje takiego modelu, stanowigcego
rozwiniecie (dla gruntéw czeSciowo nawodnionych) klasycznej propozycji Modified Cam-
Clay [1]. Operuje on réwnaniem powierzchni plastycznosci sformutowanym przez Wheelera
i Shivakumara [4], Uzupeinia je prawo wzmocnienia, wigzace przyrost plastycznej czesci
porowato$ci z poziomem naprezenia i ssania, ograniczone do wariantu dla niezmiennej
wartosci ssania. Tak modelowane zachowanie szkieletu gruntowego opisuje rozszerzone

przyrostowe prawo konstytutywne sprezysto-plastycznosci [3].

2. Podstawy teoretyczne
2.1. Naprezenie netto i ssanie

Zgodnie z [8, 3] w dowolnym punkcie materialnym nienawodnionego izotropowego

osrodka gruntowego sktadowg a\j wektora naprezenia efektywnego a ’ definiuje zalezno$¢
alij=(0C0 -Sy Ua)+S,j Z(Ma- uJ =crj+ Sijzs (i,J=12,3) Q)

w ktorej: ojj - sktadowa wektora naprezenia catkowitego er, ua, uw- cisnienia gazu i wody
zawartych w porach gruntu, j - parametr zalezny od poziomu nawodnienia gruntu (stopnia
wilgotnosci), Sij - delta Kroneckera. Réznica ujeta w pierwszg pare nawiasow to sktadowa
wektora naprezenia netto er”, natomiast w drugg - to ssanie s. Odpowiedniki netto
standardowych niezmienniczych wielkosSci efektywnych - naprezenia S$redniego p’ i

$cinajacego q ’- specyfikujg wzory
R 3= AR W | g =<T 11-0-'33=0),-0-33=7' @)

2.2. Przyrostowe rownanie konstytutywne sprezysto-plastycznosci

U podstaw sformutowania zaleznosci konstytutywnej dla osrodka gruntowego czesciowo
nawodnionego lezy zestaw nastepujacych zatozen. Osrodek gruntowy traktowany jest jako
izotropowy. Pory gruntu sg czeSciowo wypetnione wodg i gazem (wystepujagcym w postaci
pecherzykéw w wodzie). Ssanie, bedace efektem nienawodnienia gruntu, stanowi zmienng
niezalezng. Zachowanie sprezyste szkieletu gruntu czeSciowo nawodnionego definiuje

rozszerzone prawo sprezystosci [8, 3], natomiast plastyczne - precyzuje teoria stanu
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krytycznego [1, 2] w formie rozwinietej, uwzgledniajgca wptyw ssania na stan naprezenia.
Sprezysto-plastyczny model takiego osrodka gruntowego wymaga zdefiniowania: rownania
powierzchni plastycznosci i prawa wzmocnienia. Dla tak sformutowanych zatozer - stan
naprezenia i odksztatcenia w dowolnym punkcie materialnym szkieletu gruntowego wigze
komplet 6 podstawowych zaleznosci: prawa addytywnosci odksztatcen, konstytutywne
sprezystosci oraz phyniecia plastycznego, warunek zgodnosci, réwnanie powierzchni

plastycznosci i prawo wzmocnienia

dz =dze+{-dzp da" =D (dze- mBds)
dzp=dlJ.-~y =dla, dF =aFda" +— ds+— dic=0
P y F ds 8k ©

F(p".,q' s, x)=0 K =k (zp,s)

Wielkosci dse, dz/1oznaczajg wektory przyrostdw czesci sprezystej i plastycznej przyrostu
odksztatcenia dz, dan - wektor przyrostu naprezenia netto, D - macierz konstytutywng
sprezystosci gruntu (w warunkach drenazu), m# — wektor uwzgledniajgcy efekt
nienawodnienia gruntu, ds —przyrost ssania, d| —skalarowy mnoznik, = {dF/dcs”} —
gradient funkcji plastycznosci F (okreslonej dla wartosci naprezenia $redniego netto p" i
intensywnosci naprezenia g\ oraz ssania s i skalarowego parametru wzmocnienia k), dF/ds,
dFIdK- pochodne funkcji plastycznos$ci F po ssaniu 5 i parametrze wzmocnienia k.
Standardowe postepowanie opisane w [3], zrealizowane w sposob analogiczny do
klasycznego [9, 2], daje przyrostowe rownanie konstytutywne sprezysto-plastycznego

osrodka gruntowego czesciowo nawodnionego

(Daf)(af Pm,,)

da” D (PaF)(afP) dz- Dm, +
Daf+KFf ar Ds K ¥
,(dF dFdK @)
*E | A+ 538 ds dF \dicY
DaF dK [0Ei’J

gdzie Kf oznacza modut wzmocnienia plastycznego. Zaleznos$¢ sktada sie z dwoch czesci, z
ktérych pierwsza jest identyczna z klasyczng relacja dla sprezysto-plastycznego osrodka
gruntowego nawodnionego, natomiast druga - uwzglednia wptyw ssania na stan naprezenia w

szkielecie gruntowym.
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3. Sprezysto-plastyczny model szkieletu gruntu czesciowo nawodnionego

3.1. Zatozenia

Analiza prac zwigzanych z modelowaniem sprezysto-plastycznego zachowania
nienawodnionego os$rodka gruntowego [4, 5, 6, 7] pozwala sprecyzowaé nastepujace uwagi
dotyczace wiasnosci takiego osrodka i potraktowac je jako wyjsciowe zatozenia do ,,budowy”
modelu. Opisane modele bazujg na teorii stanu krytycznego [1, 2] w formie rozwinietej,
uwzgledniajacej efekty czesciowego nawodnienia gruntu. Powierzchnie stanu definiujg cztery
wielkosci: efektywne naprezenie $cinajace g’ i naprezenie $rednie netto pn, wskaznik
porowatosci e oraz ssanie 5. Wyréznia sie postulaty dotyczace odwzorowania: powierzchni
stanu w przestrzeni naprezen ,,q i charakterystyk konsolidacji w uktadzie ,.e- logp *”.
W pierwszym przypadku (odwzorowania przestrzeni ,,q’- p" ) zmiana ssania powoduje:

a) ,przesuniecie” powierzchni plastycznosci F (aproksymujacej powierzchnie stanu) poza
poczatek ukiadu,

b) zmiane ,,proporcji” ksztattu powierzchni plastycznosci F,

¢) zmiane nachylenia M linii stanu krytycznego.

Natomiast w drugim przypadku (obrazie charakterystyk konsolidacji w uktadzie ,,e- logp ’”)

zmiana ssania wywotuje:

a) przesuniecie i zmiane nachylenia linii konsolidacji (w stosunku do charakterystyk dla
gruntu nawodnionego),

b) nieréwnolegto$é i zbieznos$¢ linii konsolidacji NCL i CSL oraz posrednich (na danym
poziomie ssania s wraz ze spadkiem naprezeniap ’).

Zaktada sie przy tym, ze nachylenie a sprezystej linii konsolidacji ilustrujgcej odcigzenie jest

state i niezalezne od ssania.

3.2. Réwnanie powierzchni plastycznosci

Stosownie do przyjetej koncepcji modelu, jako rozwiniecia dla gruntdw nienawodnionych
klasycznej propozycji Modified Cam-Clay [1], powierzchnie plastycznosci definiuje
zalezno$¢ sformutowana przez Wheelera i Shivakumara [4], Tworzy ja, w przekroju
ptaszczyzna,,q’- p n”” dla okreslonego poziomu ssania s, elipsa o réwnaniu majacym postac

F{a,p", s)=(q)2- M"Y * + s\ p\ -p")(p' +p\ -2p\) =0 ®)

P o—P x

poprawnym dla fragmentu ABC krzywej (rys. 1). Zwigzane ze sobg wielkosci prx i pro
oznaczajg wartosci naprezenia S$redniego netto okredlajagce potozenie wierzchotka C
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i poczatku A elipsy, natomiast q *oraz p" - wspotrzedne (naprezenie $rednie netto i efektywna
intensywnos$¢ naprezenia) dowolnego punktu B lezacego na tej krzywej. M(s) i /As) stanowig
pare parametrow modelu, definiujagcych potozenie ,,chwilowej” linii stanu krytycznego

CSL(s) (aktualnej dla poziomu ssania s).

Rys. 1. Przekroj powierzchni plastycznosci F dla poziomu ssania s
Fig. 1 Cross-section of yield surface F for level of suction s

3.3. Prawo wzmocnienia

Proponowane prawo wzmocnienia stanowi uogoélnienie klasycznej propozycji [2] dla
modelu Modified Cam-Clay [1], uzalezniajacej przyrost plastycznej czesci wskaznika
porowatosci od stanu naprezenia. Analizuje sie zestaw charakterystyk konsolidacji w uktadzie
. - log p” ” (rys. 2) dla wariantu ,przejscia” stanu naprezenia z poziomu (1) do (2),
ograniczonego do opcji dla niezmiennej wartosci ssania ,s=const. Wyprowadzona zalezno$¢
musi by¢ stosowana razem z korekta, opisujgcg zmiane potozenia obrazu wierzchotka C w
tym ukfadzie.

Catkowity przyrost wskaznika porowatosci Aeo(s)=eo(l>Cs)-e0<2(s) i jego sprezystej czesci
Aeog(s) opisuje para zalezno$ci oparta odpowiednio na réwnaniu linii normalnej konsolidacji

NCL(s) i sprezystej linii odprezenia EL12

AeAs) =[N(s)-\-As)\np"oa)]-[N(s)-1-As)\npnoW]=As)\n(p\m/p“0o")
Aele(s) =[ek—aclnp \a ]~\ek-AcIn/?"o( =acIn (p"o0a)/p"o(D)

(6)

w ktorych A(s) i N(s) —oznaczajg nachylenie i przesuniecie linii NCL(s), natomiast k i et —
nachylenie linii EL(@ i warto$¢ jej przesuniecia na poziomie naprezenia In pa0).
Wprowadzenie otrzymanych relacji do prawa addytywnosci Aeo"C"AeoOegj-AeoTs) i
elementarne przeksztatcenie uzyskanej zalezno$ci daje szczeg6lna posta¢ poszukiwanego

prawa wzmocnienia dla statego poziomu ssania s=const
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Aelp(s) (7)

pro@=pro@exs | T

mktdrym Ae?(s) oznacza plastyczng czes¢ zmiany wskaznika porowatosci.

mp\w Inp*

Rys. 2. Linie konsolidacji dla statego poziomu ssania
Fig. 2. Lines of consolidation for constant level of suction

Korekta potozenia punktu C bazuje na zwigzku odchylonej linii CSL(s) i rownolegtej do
linii NCL(s) oraz podobienstwie (oznaczonych szarym kolorem) tréjkatow z rys. 2 dla obrazu
»nowej” powierzchni plastycznosci F. Od strony matematycznej sprowadza sie to do
okreslenia wspdétrzednych punktu przeciecia C@2(In pmxd ex(@s)) linii odprezenia ELa>
przechodzacej przez punkt A<2(Inp"o{2 eo(2(s)) z ,,odchylong” linig CSL(s) z uktadu réwnan

e™ =ek'-K\np\m ={N{s)-\-[A{s)-K]\np\(@}-K\np\ a)
exm=r{s)-\-¥(S)\np™ @ W

gdzie et - oznacza przesuniecie linii odprezenia EL(D) przecinajacej linie NCL(s) w punkcie

A@(Inp "0, e0%s)). Poszukiwane wspotrzedne punktu C<Q definiujg wzory

b X(n —exp _J’(ﬂf(S) +[A(5)-ir]lnp,o®
yl(s)-K 9

e 0y=c¥y Ay sy O ~N(S)+ [1.(5)- K]in pre
¥ {s)-K
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Uogélnienie prawa wzmocnienia (7) i korekty (9) dla przypadku dowolnej zmiany ssania
As=52-si wymaga analizy zestawu charakterystyk konsolidacji dla dwéch pozioméw ssania
i zdefiniowania odpowiedniego prawa transformacji. Sformutowanie takiego uogdlniajgcego
rozszerzenia zostanie podane w aktualnie przygotowywanej oddzielnej publikacji.

3.4. Parametry modelu

Zaprezentowany model specyfikuje parametrycznie komplet 6 relacji funkcyjnych M(s),
fAs), N(s), A(s), I\s), tfAs) (zaleznych od poziomu ssania s) i zestaw 4 parametrow
sprezystych (nachylenie sprezystej linii odprezenia k, modut sprezysto$ci E, wspotczynnik
Poissona v, modut nienawodnionego gruntu H, uwzgledniajgcy zjawisko ssania). Uzupetniajg
je 3 poczatkowe wartosci: wskaznika porowatosci eo(so) i naprezenia $redniego netto p"o(so)
(definiujgcego poczatkowa ,wielko$¢” powierzchni plastycznosci F) i ssania so- W
dotychczasowych badaniach do$wiadczalnych zachowanie gruntu nienawodnionego analizuje
sie dla okre$lonych statych pozioméw ssania [4]. Efekty analizy wynikéw takich badan (w
formie kompletow wartosci liczbowych dla okreSlonych pozioméw ssania 5) mozna
zinterpolowa¢ wielomianami Legendre’a i traktowac jako poszukiwane zaleznosci funkcyjne.

4. Uwagi koncowe

Zastosowanie przedstawionego modelu w analizie obliczeniowej wymaga specyfikacji
dodatkowych relacji konstytutywnych, definiujgcych wplyw zachowania wody i gazu w
porach na zmiany cis$nien uai uw, czyli na przyrost ssania s. Mozna wykorzystac tu zaleznosci
podane w pracy [7], Konieczne jest tez sformutowanie stosownego algorytmu
obliczeniowego, uwzgledniajagcego zalezno$¢ konstytutywng (4) i koncepcje prognozowania
zmian ssania, umozliwiajgcego analize konkretnych zagadnien obliczeniowych.
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