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O PEWNEJ MODYFIKACJI PROBLEMU DOPASOWANIA ENERGE-
TYCZNEGO DLA OBWODOW JEDNOFAZOWYCH Z PRZEBIEGAMI
NIESINUSOIDALNYMI

Streszczenie. Do rozpatrywania probleméw dopasowania energetycznego w ukfa-
dach liniowych i nieliniowych moze by¢ stosowane podejscie optymalizacyjne. W arty-
kule rozpatrzono dwa problemy dopasowania dla uktadéw liniowych z przebiegami
niesinusoidalnymi. Pierwszy z nich jest klasycznym problemem dopasowania i polega
na maksymalizacji mocy czynnej zrédta o liniowej impedancji wewnetrznej. Drugi
problem polega na maksymalizacji mocy czynnej Zzrédfa przy ograniczeniu na ksztatt
pradu w obwodzie. Analiza tych probleméw umozliwiata podanie warunkéw doboru
uktadéw dopasowujacych, ktére realizujg rozpatrywane stany dopasowania.

ON MODIFICATION OF ENERGETICAL MATCHING PROBLEM IN ONE-PHASE
SYSTEMS WITH NONSINUSOIDAL WAVEFORMS

Summary. For considerations of the matching problems in the linear and nonlinear
systems, the optimization approach may be applied. Two matching problems for linear,
nonsinusoidal systems have been analysed in the paper. The first one is a classical
matching problem. It consists in maximization of active power of nonsinusoidal source
with linear inner impedance. The second problem is based on maximization of active
power of source by constrains on the shape of source current. Analysis of these problem
has been presented. Conditions for design of equalizers realizing the matching state (in
the above sense) have been also given.
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1 WSTEP

Klasyczny problem dopasowania energetycznego polega na okresleniu warunkow, przy

ktorych ze zrédta do odbiornika przekazywana jest maksymalna moc czynna P (rys.l).

Rys. 1 Ukfad: zrédto-odbiomik

Fig.l. The system: source-load

Problem ten postawiony pierwotnie przez Bodego, Fano, Youla [3] doczekat sie wielu
uogo6lnien, lecz nie zostat w peini rozwigzany do chwili obecnej. Dla jedno- i wielofazowych
ukfadow SLS zlozonych ze Zrédta i odbiornika (rys.l) zagadnienie dopasowania byly
analizowane w wielu pracach [2], [3], [7], [8], [9]. Analize warunkéw dopasowania dla
prostych modeli nieliniowych uktadu z rys.I czesciowo przeprowadzono w ostatnich latach
[5], [11]. Istotne trudnosci w rozwigzywaniu probleméw dopasowania wystepujgnie tylko dla
parametrycznych i nieliniowych modeli uktadu z rys.l, ale réwniez wtedy, gdy rozpatruje sie
uktady z przebiegami niesinusoidalnymi, o zlozonej strukturze topologicznej [6]. Inne
trudnosci wynikajg z narzucania dodatkowych ograniczen na rozwigzanie problemu
dopasowania. Jeden z takich probleméw, polegajacy na analizie dopasowania przy
dodatkowych warunkach dotyczacych zadanego ksztattu pradu w obwodzie, rozpatrzono w

artykule.

2. DOPASOWANIA W UKLADACH Z PRZEBIEGAMI OKRESOWYMI,
NIESINUSOIDALNYMI

Dla ukfadu jednofazowego (rys.2) z T-okresowymi przebiegami niesinusoidalnymi kla-
syczng wersje problemu dopasowania sformutowa¢é mozna w postaci zadania opty-

malizacyjnego (PO.I).
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zu(t)
ODBIORNIK

CD 0
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Rys.2. Model uktadu jednofazowego
Fig.2. Model of one-phase system
PO.l
Wyznaczy¢
miaxP(i)zmiax(u,i)I% =miax(e-23i,i) 2T . 1)

Rozwiazania problemu (PO.I) poszukuje sie w klasie sygnatow nalezacych do przestrzeni

2
llilberta LT. Jest to przestrzen przebiegdw T-okresowych, catkowalnych z kwadratem, w

ktérej norme i iloczyn skalamy okres$lajg wzory:

WLa. = fRMs - Jy  'w * . ©)

17
(f.g)L2 =P(f,g) =—Jf() g(t)dt; f,gelL . ®)

Nalezy zauwazy¢, ze do rozwigzania problemu (PO.I) konieczna jest znajomos$¢ modeli

elementow wystepujacych po lewej stronie przekroju x-x (rys.l), tzn. sem e i operatora

impedancyjnego z3 zrédta. Odnosnie do odbiornika wystarczy zatozy¢, ze przy wymuszeniu

napieciowym uel T jego odpowiedz pragdowa jest rowniez T-okresowa, zatem operator
admitancyjny odbiornika 0, okres$lony réwnaniem:

i(t) = [Ou](), 4)
winien spetnia¢ warunek:

0:L2 —>Lx . (5)
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Bardziej szczegdtowe zatozenia odnosnie do operatora O odbiornika stajg sie niezbedne w
momencie, gdy rozwaza si¢ synteze ukladu dopasowujgcego, realizujgcego optymalny stan
pracy ukfadu (rys.1) w sensie problemu (PO.I).

Rozwiazanie problemu dopasowania (PO.l) wygodnie jest przeprowadzi¢ w dziedzinie

czestotliwosci. Przyjmujac, ze sem zrodta e oraz prad i uktadu (rys.l) opisane sg szeregami

Fouriera:
e(t) =E0+72 Re ]TEhexp(jh©0t), (6)
heN
i(t)=10+V2Re ]T Ihexp(jhwOt), @)
heN
gdzie:
Ea = I"h mj ZFhi = Ah -jB(, - wartosci zespolone skuteczne przebiegow e, i

oraz ze liniowy operator impedancyjny zrédta ZS opisany jest ciggiem impedancji {zZ} =

{zRh +jzXh}, heN, na podstawie twierdzenia Parservala mozna problem (PO.l) przedstawi¢

W postaci wzoru:

(8)
Z warunkdw koniecznych na ekstremum funkcjonatu (8) wynika uktad réwnan:
9)
heN
(10)

ktorego rozwiazania okreslajg wzory:
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Prad id, stanowiacy element stacjonarny funkcjonatu (8), okresla wiec szereg Fouriera:
(13)
Jezeli operator impedancyjny zrodta z3 jest pasywny, czyli mozna zapisac:
(14)

to forma kwadratowa okreslona na drugich pochodnych Frecheta funkcjonatu (8) jest zawsze

ujemnie okreslona. Zatem prad id (13) realizuje maximum globalne problemu (PO.I) [1], Prad
ig (13) zapewnia transport maksymalnej mocy czynnej ze zrédta do odbiornika i determinuje

napiecie optymalne na zaciskach odbiornika ud, ktdre okresla wzér:

ud(t) =|E 0+V 2R eX izR; ~u zXhlEhexp(jhcoOt) . (15)
2 hgN 2zRh )

Ze wzordw (13), (15) wynika, ze w optymalnym punkcie pracy uktadu z rys.l, okreslonym
parg (ud, id), impedancje odbiornika oZh wynosza;
(16)
Jdh
Stan dopasowania (typu PO.I) uktadu zrédto - odbiornik z rys.| ilustruje rys.3.

zZh

ZRODLO ODBIORNIK

Rys.3. Stan dopasowania energetycznego dla ukfadu z rys.2

Fig.3. The matching state of system shown in Fig.2
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Maksymalna moc czynna przekazywana ze zrodta do odbiornika wynosi:

max  ~ Pdh ~ rdhich~ S g r (17)
heN heN heN z h

Zastosowana w artykule metoda doprowadzita do znanych dla uktadéw liniowych
warunkéw dopasowania energetycznego (16) [4] i moze by¢ rdwniez stosowana dla uktadow
nieliniowych [10]. W szczeg6lnosci warunkiem koniecznym i wystarczajgcym dopasowania
liniowego zrédta (rys. 1) do nieliniowego odbiornika jest spetnienie w punkcie pracy (uj, ij)
zaleznosci (16).

Widmo pradu optymalnego (13) jest jednoznacznie zdeterminowane przez charakterystyke
czestotliwoscig operatora Z3 zrodta. Ksztatt tego pradu nie jest wiec ustalony dowolnie.

Mozliwa jest modyfikacja problemu dopasowania (PO.l), ktéra prowadzi do nowego
zagadnienia optymalizacyjnego dla ukfadu z rys.l. Rozwigzanie tego zagadnienia umozliwia

ksztattowanie przebiegu pradu optymalnego w zadany sposéb, co rozpatrzono ponizej.

3. MODYFIKACJA PROBLEMU DOPASOWANIA

Proponowana modyfikacja problemu (PO.I) dla ukiadu z rys.2 polega na rozwigzaniu
zadania optymalizacyjnego sformutowanego nastepujaco:
PO.2

Wyznaczy¢:

maxP(i) = max(e-z3i,i) 2 , (18)
i i It

przy ograniczeniu:

(19)
gdzie:
i0 - zadany prad odbiornika,

e - $redniokwadratowy btad aproksymacji.

Rozwigzanie problemu (PO.2) stanowi prad, rézniagcy sie¢ dowolnie mato w sensie normy

(19) od pradu zadanego iQ przy czym prad ten umozliwia transport maksymalnej mozliwej
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mocy czynnej P ze zrédta do odbiornika. Przyjmujac, ze zadany prad i0 opisany jest szeregiem

Fouriera:

i<>(0= OA0+V2Re ]T(0Ah-jOBh)exp(jhcoOt) ,
heN

funkcjonat Lagrange’a problemu (PO.2):
L(i,X) = (e - zSi,i) I% +A.Le —Hi—iO||j% ,
w dziedzinie czestotliwosci, mozna zapisa¢ w postaci wzoru:

L(Ah,BhA) = ~[(.EhAh +2EhBh) - ZRh(AB + B2)| +
heNi ‘

+X A .z (Ah-0ANh)2+(Bh-08Bh)2

heN
gdzie:

X -mnoznik Lagrange’a.

Z warunkoéw koniecznych ekstremum tego funkcjonatu wynika uktad réwnan:

[Ej. - 2 zRh Af, - 2Z(A[] - 0Aj,) —0 ,
heN

ZEh « 2 zRh Bf, - 2X(B[, - 0B") = 0,

X (A h- 0Ah)2+(Bh- 0Bh)2 =e,
heN

ktérego rozwigzania okreslaja wzory:

_ ]JEh +2A. 0Ah
2(zRh+ %)

Bh= IEh+2”~ 0Bh
2(zRh+7n)

gdzie:

X -warto$¢ mnoznika Lagrange’a w punkcie stacjonarnym funkcjonatu (22).

(20)

@

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

@7)
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Prad i0, stanowigcy element stacjonarny funkcjonatu (22), okresla wiec wzor:

id(t)=E°*2t'" S "R el Eh o exp(jhcoot) | (28)
2(ZR 0 +X*> fa 2(zrh+ *),

gdzie:
oh oAh*joBh> he N.
Warto$¢ mnoznika Lagrange’a wyznacza sie z rownania, wyniklego z podstawienia

wzoréw (26), (27) do wzoru (25):

AN ITEh|2-4zRh(IEhoAh+2EhoBh)+4zRh(oAh+0Bh)

> =F(X)=e. (29
4(zRh+M?2

Z zatozonej pasywnosci (14) operatora impedancyjnego zZrédia oraz z nieréwnosci Cauchy-

Buniakowskiego wynika, ze dla Xe R+ licznik wyrazenia (29) jest zawsze dodatni. Funkcja

F(X) w obszarze X e <0,00) jest wiec $ci$le dodatnia oraz (co tatwo zauwazy¢) monotoniczne

malejgca, rys.4.

Rys.4. Wykres funkcji F(X), (30)
Fig.4. Plot of function F(X), (30)
Dla

([Eh|2 ~4 zRh(IEh pAh +2EhoBh + 4 zR h|olh|2)
E< (30)

I'-hZeN 4zRh
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rownanie (29) posiada w obszarze X e R jednoznaczne rozwigzanie. Dla X < 0 funkcja F(X)
jest meromorficzna, a ciag jej biegunéw {*bh) posiada oszacowanie (por. rys.4):

|th|>A.d:mhin|th|, heN. (31)

W tym obszarze, z punktu widzenia problemu (PO.2), wasciwosci funkcji F(X) sg

nieistotne. Powyzsze stwierdzenie wynika z faktu, ze warunki wystarczajgce maksimum

problemu (PO.2) sg spetnione, gdy:

A (zRh+X*)>0. 32
heN( ) (32)

Dla X' =0 ograniczenie (19) jest nieaktywne, a moc czynna pobierang przez odbiornik

okreslawzor (17), rys.5.

Rys.5. Wykres funkcji P(X)
Fig.5. Plot of function P(k)

Dla X"* o (e >O) moc czynna OPd pobierana przez odbiornik jest mocg przenoszong

przez zadany prad iG (por. problem (PO.2)). W przypadkach posrednich, gdy X'e (O, oq),

moc czynng odbiornika okresla wzér:

Y A*2 oPdh (33)
heN 4(zRh + ~*) M (2Rh+X9)2"
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gdy:

ordh = [Eh OAh+ 2EhOBh- zRh[Ih|2* 0*h ~ zRh|lh|2” 04)

0P d = Z o Pdh- (35)
heN

Z powyzszego wynika, ze rozwigzanie problemu (PO.2) stanowi kompromis pomiedzy
rozwigzaniem problemu (PO.I) (maksymalizacja mocy czynnej zrédta) a sytuacja, gdy zrodto
(rys.2) wydaje zadany prad io.

W optymalnym stanie pracy napiecie na zaciskach odbiornika wynosi:

ud=e - 2Zid , (36)
gdzie:
id - prad okreslony wzorem (28).

Stad i na podstawie wzoru (28) wynika, ze zrddto (rys.2) wydaje prad optymalny (28), gdy

impedancje odbiornika dla poszczegdlnych harmonicznych heN wynosza:

_ 2Eh(zRh+X¥)
Eh+2% Qh

0zh zZh , neN. (37)

Jezeli mozliwe jest zmodyfikowanie odbiornika tak, by w optymalnym punkcie pracy (ud,

id) posiadat on impedancje okre$lone wzorem (37), to zrodto (rys.2) wydaje prad optymalny

stanowigcy rozwigzanie problemu (PO.2).

4. PODSUMOWANIE

Zastosowana w artykule metoda cechuje sie tym, ze optymalizacje energetyczng uktadu
(rys.1) przeprowadza sie wzgledem pradu odbiornika. Takie przyjecie zmiennej decyzyjnej
umozliwia réwniez analize uktadéw z odbiornikami niekoniecznie liniowymi. Prezentowane
podejscie umozliwia uogo6lnienie klasycznych probleméw dopasowania i podanie

efektywnych warunkéw realizacji optymalnych stanéw pracy uktadéw.
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Abstract

Analysis of two energetical matching problems in one-phase system: source - load with
nonsinusoidal waveforms has been presented in the paper. The first problem is called a
classical one. It deals with maximization of active power supplied from nonsinusoidal voltage
source to the load. This problem has been formalized in the form of the optimization task (1)
where load current is a decision variable. It has been solved in spectral domain (13). Optimal
load impedances (zh (16) determining matching state of the system: source-load have been
found out basing on the optimal current (13) and the optimal voltage (15) on the load
terminals.

The second problem deals with maximization of the source active power by imposing the
restriction on the given shape of the source current. It has been assumed that the restriction
(19) is a square of mean-square norm of the difference between the source current i and the
source current with given shape i0. The condition (30) for existing of the discussed problem
solution has been derived according to the approximation accuracy e (19). The limiting case of
the solution for e—0 has been considered as well. The conditions of matching problem (18),
(19) have been determined basing on the optimal current (28) and the optimal voltage (36) on
the source terminals. These conditions are determined by impedances ozh (37).

Features of the methods described in the paper are as follows:

- solving of optimization tasks in relation to source current,

- determining of matching conditions on the ground of the knowledge of the optimal current
and voltage on the source terminals.

These features make possible to use the described methods for analysis of matching problems

in more complex cases.



