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Zygmunt PIATEK

ROZKLAD POLA TEMPERATURY W PRZEWODACH RUROWYCH
JEDNOFAZOWEGO TORU PRADOWEGO DUZEJ CZESTOTLIWOSCI

Streszczenie. W pracy rozpatrzono wptyw efektéw naskorkowosci i zblizenia na
rozktad temperatury w dwoéch réwnolegtych przewodach rurowych wiodacych prady

sinusoidalne duzej czestotliwosci. Do rozwigzania numerycznego wykorzystano metode
réznic skoinczonych.

DISTRIBUTION OF THE TEMPERATURE FIELD IN THE TUBULAR
CONDUCTORS OF HIGH FREQUENCY MONOPHASE LINE

Summary. The paper presents influence of skin and proximity effects on the
temperature distribution in two parallel tubular conductors carrying sinusoidal currents
of high frequency. For numerical solution the method of finite differences is used.

1. WSTEP

Przy projektowaniu urzadzen elektrotermicznych wielkiej czestotliwosci duzg role
odgrywa prawidtowy dobor przewodéw pradowych tgczacych miedzy sobg poszczegélne
elementy uktadu. Czesto stosuje sie przewody rurowe chtodzone przeptywajacg w nich woda.
Prawidtowy dobdr tych przewodéw powinien zapewni¢ miedzy innymi prawidiowg
temperature pracy przewodu zwigzang z iloscig oddawanego ciepta do otoczenia (duzego
nawet dla krétkich odcinkéw przewodéw) i dopuszczalnego obcigzenia pradowego.
To dopuszczalne obcigzenie pragdowe przewod6éw okresla sie wychodzac z réwnosci strat
energetycznych w przewodzie i wymiany energii cieplnej z jego powierzchni do otoczenia
przy maksymalnej dopuszczalnej temperaturze przewodu. Uwzglednia sie przy tym wzrost

rezystancji w wyniku zjawisk naskérkowosci i zblizenia. Do obliczen wymiany ciepta
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z powierzchni przewodu zaktada sie przy tym, statg na wszystkich jego punktach, temperature
dopuszczalng [4],

Jednakze, przy uwzglednieniu zjawisk naskdérkowosci i zblizenia, rozktad temperatury
w przewodzie bedzie nierbwnomierny. Obliczenie tego rozktadu jest celem niniejszej pracy.

Zjawiska naskérkowosci i zblizenia w przewodzie rurowym powoduje nieréwnomierny
rozktad pradu w jego przekroju i w konsekwencji nieréwnomierny rozktad strat mocy Joule’a.
Straty te bezpos$rednio okreslajg wewnetrzne zrddta ciepta. Zatem rozktad tych zrodet réwniez
bedzie nieréwnomierny, co doprowadza do nieréwnomiernego rozkladu temperatury
w przewodzie. Rozktad pola jest tutaj opisany poprzez funkcje Bessela pierwszego i drugiego
rodzaju. Rozktad wewnetrznych Zzrddet ciepta jest wiec réwniez opisany tymi funkcjami.
Wewnetrzne zrddta ciepta wchodzg do rownania przewodnictwa cieplnego, ktore jest
rownaniem dwoch zmiennych walcowego ukfadu wspotrzednych. Ze wzgledu na
dwuwymiarowo$¢ problemu oraz ztozono$¢ funkcji Bessela rozwigzanie analityczne rownania
przewodnictwa cieplnego nie wydaje sie by¢ mozliwe. Dlatego tez w pracy tej proponuje sie

rozwigzanie numeryczne, stosujgc metode roznic skonczonych.

2. PRAD CALKOWITY W PRZEWODZIE RUROWYM

Uktad sktada sie z dwoch przewoddw rurowych - rys.l, przez ktore ptyng prady

sinusoidalne o zespolonych wartosciach skutecznych odpowiednio IAoraz Ib-

Rys.I. Przewdd rurowy A w polu magnetycznym réwnolegtego przewodu B

Fig.1. Tubular conductor A in the magnetic field of parallel conductor B
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W przewodzie A catkowita, zespolona gesto$¢ pradu jest sumg wektorowa gestosci pradu

whasnego Jaa oraz gestosci pradu indukowanego w nim Jab przez prad IB przewodu

sasiedniego:
Jaa Jab Jaz Q) lz* (1)
Gestos¢ pradu wihasnego z uwzglednieniem zjawiska naskorkowosci dana jest [5, 6, 8]
wzorem:
(2)
gdzie:
(©)
4
) ®)
2
a =mR2, (6)
(M

Funkcje fjo, $\ oraz Ko, K| s3g odpowiednio funkcjami Bessela pierwszego i drugiego
rodzaju rzedu zerowego i pierwszego; @ - pulsacja; p - przenikalno$¢ magnetyczna; vy -
konduktywnos$¢. Funkcje U(x) traktuje sie jako liczbe zespolong o module TU(x) I i
argumencie a (; (x).

Gestos¢ pradu indukowanego z uwzglednieniem zjawiska zblizenia dana jest [2, 9]

wzorem:
z (8)

gdzie:

u _ Knti (VTay>n(V=1«x)~ jgni ay)K,, (JJ ax)
9
a)KnH(Vlay)+ &mH (/-1 «y)Kn(VI ©

Funkcje $ oraz K sg funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju rzedu n-1, n oraz

n+l (neN).
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Mnozac wartos¢ zespolong gestosci pradu Jaz przez jej warto$¢ sprzezong J*z i zaktadajac

przy tym, ze |IA| = 1I1BI = 111, otrzymuje sie [7] wzoér:

w ktérym A(x,0) = B(x) + C(x,0) + D(x,0) (V)]
oraz (12)

C(x,0)
(13)

D (x,0)=|u(x)|EM |u,(x)| cos[au>(x)-au(x)+cp]cosnO , (14)
L O

gdzie @@= aB-aA jest katem przesuniecia fazowego miedzy pradami 1A oraz IBo fazach
poczatkowych odpowiednio a Ai ocB- Rozktad gestosci pradu catkowitego zalezy od wartosci
tego kata - dla @= 0 (rys.2) zauwaza sie charakterystyczne ,wypieranie” pradu catkowitego
na zewnatrz uktadu; dla @= 180° - do wewnatrz ukfadu.

Na rys.2 rozktad gestosci pradu przedstawiono poprzez wspoétczynnik:

(15)

gdzie J (16)

Dla n=1 wzér (10) okres$la warto$¢ skuteczng gestosci pradu catkowitego w przewodzie
rurowym A przy zatozeniu, ze pole magnetyczne, w ktdrym przewdd ten sie znajduje, jest

polem réwnomiernym okreslonym z twierdzenia Ampera wzorem:

an
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Rys.2. Rozktad gestosci pradu catkowitego na powierzchni zewnetrznej przewodu rurowego

Fig.2. The distribution of the complex current density on the external surface of the

3.

conductor

POLE TEMPERATURY

W rozwazanym przypadku przewodu rurowego wewnetrzne zrodia ciepta wytworzone sg

przez prad wypadkowy o gestosci Ja, bedacy funkcjg czasu t oraz dwdch wspotrzednych r

oraz 0 walcowego uktadu wspotrzednych. Pole temperatury jest zatem funkcjg skalarng trzech

zmiennych - T = f (r, 0, t).

W tym przypadku réwnanie przewodnictwa cieplnego przyjmuje posta¢ [11]:

gdzie:

pc dT(r,9,t) = d2T(r,0,t) | 1O0Tfre.t; | 1 a2T(r,0,t) | g"(r,9,t)
k dt dr2 r dr r2 do2 k
(18)

¢ - ciepto whasciwe w [J K'1kg'l]; p - gestos¢ masy w [kg m'3]; k - przewodnos¢

cieplna w [W m'l K']; 3" - gestos¢ objetosciowa strumienia cieplnego

wewnetrznych zrodet ciepta w [W m'3).



120 Z. Pigtek

Réwnanie (18) rozwigzywane bedzie z warunkami brzegowymi Il rodzaju [11, 12]:

dT(r)
= --r(Ts2-Tr2), dg)
dr r=R2 K
dT(r)
d = 'tL(Ts -Tn) > (20)
r r=R, K

gdzie hi i h2 sg wspétczynnikami przejmowania ciepta w [W K"1 m'2] na powierzchni
wewnetrznej i zewnetrznej, za$§ T i T2 sa temperaturami tych powierzchni, Tn i Tn sg
temperaturami ,,fluidéw” w dostatecznie duzej odlegtosci od powierzchni.

Gesto$¢ objetoSciowa strumienia cieplnego wewnetrznych Zzrédet ciepta jest gestoscia
objetosciowa mocy chwilowej przetwarzanej na ciepto. Z twierdzenia Poyntinga moc ta

wyrazonajest poprzez warto$¢ chwilowg gestosci pradu j (r, 0, t):

j(r,0,t) = Im|V2 JAX(r,6)ej* | = ~2]j*(r,6)|sin(cot +ot,) , (21)
gdzie jJAz(r,0)| jestwarto$cig skuteczngwektora gestosci pradu, za$ aj jestjego faza.
Wobec tego warto$¢ chwilowg mocy ciepta Joule’a przedstawia sie nastepujgco:

q (r,9,t) = i j2(r,0,t) =t y~L"-cos[2(cot+ald)]} . (22)

Z réwnania (18) oraz ze wzoru (22) wynika, ze temperatura T = f (r,0,t) zawiera w stanie
ustalonym sktadowga zmienng o pulsacji 2co. Sktadowa te mozna jednak pomina¢ ze wzgledu
na znaczna bezwtadnos$¢ cieplng przewodu i maty okres funkcji harmonicznej pradu [8]. Przy
tym uproszczeniu réwnanie (18) mozna zapisa¢ w postaci:

d2T (r,0) 15T(r,0) 1 d2T(r,0) [JAz(r,0)]
ar T VTG r d'(_)|_1+_kyL_0. (23)

Aby rozktad pola temperatury byt niezalezny od natezenia pradu ptyngcego w przewodzie,
wprowadza sie:

T-. , (24)
4™ (RN -Rf)y k

i wtedy dla temperatury zmodyfikowanej 3 otrzymuje sie:
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S = —; dT = T*d9; d2T = T*d29 . (25)

Po zmodyfikowaniu zmiennej r wedtug wzoru (5) oblicza sie dr = R2dx oraz dr2 = R2 dx2,

co pozwala sprowadzi¢ réwnanie (23) do postaci:

d29 139 1 329 A
57 + + ~T7TW A('-y)“ am ) - «s

Warunki brzegowe (15) i (16) majag wtedy postac:

d3(x)
ax ;= “R2T-(Sa-Sn). 27)
dox)
M < (28)

W rozwazanym przypadku rozwigzanie sposobem analitycznym réwnania (26) z wa-.
runkami brzegowymi (27) i (28) jest trudne ze wzgledu na funkcje Bessela, opisujace
wewnetrzne zrddta ciepta. Dlatego tez proponuje sie rozwigzanie numeryczne. W tym celu
wybiera sie metode réznic skoriczonych, aproksymujacg réznicami skoriczonymi réwnanie
rézniczkowe przewodnictwa cieplnego dla poszczegélnych elementéw dyskretyzacji [11, 12],

Rozpatrywane pole temperatury dzieli sie siatkg sktadajacg sie z segmentéw (rys. 3)

0 wymiarach:

- w kierunku zmiennej x o jednakowych krokach dyskretyzacji (réznicowych):
AX = - za pomocapunktow Xj=y+iAXx; (i=0,1,2,...,n) ,
- w kierunku zmiennej 9 o jednakowej szerokosci (uwzgledniajgc symetrie gestosci pradu

wzgledem osi odcietych oraz pomijajac zjawisko optywu):

A0 = W 2 pomocgapunktow 0':I = j AQ; (G=0,1,2,....m) .

W roéwnaniu (26) pochodne zastepuje sie przez ich przyblizone wartosci - ilorazy

réznicowe centralne [10]:
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-9i-u
UxJ 2AX
u
-23jj+ 9Mj
Ux2J (AX)2
fdv S 2\ +1\n
Ue2, ., (A0)2

Rys. 3. Siatka z weztami wewnetrznymi i granicznymi

Fig. 3. Net with intemal and boundary nodes

W kazdym obszarze elementu r6znicowego gestos¢ objetoSciowg mocy przetwarzanej na
ciepto oblicza si¢ - na mocy twierdzenia Poyntinga - za pomocg catki podwdéjnej z funkcji
A(x, 0)x.

Dla weztéw wewnetrznych réwnanie rézniczkowe (26) sprowadza sie do réwnania

o0 réznicach skonczonych:
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1 AX 1 (Ax)2 ! AX
Towriag SV T 2 T g rian a0 Ut T oy eiax) Ot
AxX & +0 _ 4Axa2(l- y2)
(y +iAXx) (A0) (y +iAx) A0
(30)
w ktérym
08 yraadX
.o P2 2
| = r ‘ A(X,QX dx dO. (31)

g A
J 7

yinc
Dla weztéw potozonych na powierzchni wewnetrznej przewodu uktada sie réwnanie
bilanséw elementarnych z uwzglednieniem warunku brzegowego (28), z ktérego wyprowadza

sie rownanie réznic skonczonych:

AXx R2h (AX) AX (Ax)

14 —mmee +——" Ax+ — j i+ )
2y y2(A0)2 " A7 9, 2y2(A0)2

(32)
=AL A x Ofl + 4AXa (1-y ) EOj,
k fi yAO s

w ktérym EQ: J A(X,QXdXdO (33)

A A
8i+-7 )\]1
y

Dla weztéw potozonych na powierzchni zewnetrznej przewodu uktada sie réwnanie

bilanséw elementarnych z uwzglednieniem warunku brzegowego (27), z ktérego wyprowadza

sie rébwnanie réznic skonczonych:

LKL REZA L AOZ A (A2

(A0) 2 2(A0)2 (a

R,_h,_AXsz+_4Axa2(l-y2) .

k A0 v

w ktorym
A
wf 2 |

E.j = |  A(x,0)x dx dO . (35)
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Calki (31), (33) i (35) oblicza sie numerycznie wg metod zawartych w pracach [1, 3] lub
tez za pomocg oryginalnych programoéw komputerowych. Po ich obliczeniu otrzymuje sie
uktad rownan algebraicznych typu (30), (32) i (34). Po numerycznym rozwigzaniu tego uktadu
réwnan otrzymuje sie temperatury w kazdym z weztdéw przyjetej siatki dyskretyzacji.

Parametry fizyczne przewodu k oraz y ustala sie dla $redniej wartosci temperatury
przewodu. Parametry te sg funkcjami temperatury, dlatego tez po ukoiczeniu obliczen nalezy,
w miare potrzeby, skorygowac wartosci tych parametréw i powtorzy¢ w sposob iteracyjny
obliczenia.

Dla przyktadu obliczeniowego przyjeto nastepujace dane:

R2=0,03 m; y=2/3; y=35-106 Sm'1(aluminium); k=200 Wm'K'L h, =2 103W m 't1
(chtodzenie wodg); h2= 250 Wm'K" (konwekcja wymuszona); Tn =353 K; Ta=293 K;
[I] =10kA; a= 10.

Dla tak przyjetych wartosci rozktad temperatury zmodyfikowanej przedstawiono na rys.4.

Rys.4. Rozktad temperatury zmodyfikowanej w przewodzie rurowym z uwzglednieniem
zjawiska naskdrkowosci i zblizenia

Fig.4. The modified temperature distribution in a tubular conductor with regard to the skin
and proximity effects
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4. ZAKONCZENIE

Otrzymane rozwigzanie obejmuje caly zakres parametru a, tj. czestotliwosci, odlegtosci
wzglednej miedzy przewodami danej przez stosunek R2d oraz caty zakres przesuniecia
fazowego < miedzy pradami w przewodach. W szczeg6lnosci dla kata <p=180° (linia
jednofazowa) wystepuje charakterystyczne wypieranie pradu do $rodka uktadu przewodow
[5], a wiec dla 0=0° wewnetrzne zrodia ciepta majg najwiekszg moc i w konsekwencji
temperatury tych punktéw osiggaja najwieksze wartosci.

Poréwnujac otrzymane wyniki z temperaturami otrzymanymi, dla tego samego przewodu
rurowego, przy wystepowaniu tylko zjawiska naskorkowosci [8] lub tylko zjawiska zblizenia
[9], stwierdza sie, ze zjawiska te wystepujac jednoczesnie powodujg wzrost temperatury
przewodu.

Poprawno$¢ przyjetej metody réznic skonczonych mozna sprawdza¢ obliczajagc z prawa
Newtona [1] gesto$¢ liniowg strumienia cieplnego w [Wm'], odpowiadajaca cieptu
odprowadzonemu z przewodu. Ciepto to, zgodnie z bilansem termicznym, jest réwne energii

strat cieplnych w ekranie:

9 = 2nR|h, (Td- Tfl) +2n R2h2(T2- Tf2) = p, . (36)

W réwnaniu (36) pijest moca strat cieplnych przypadajaca najednostke diugosci przewodu
wywotang pradem catkowitym z uwzglednieniem zjawisk naskérkowosci i zblizenia. Wz6r
okreslajacy te moc podano w pracy [7].

Z przeprowadzonych obliczen wynika réwniez, ze okresSlanie strat cieplnych i na ich
podstawie obliczenie temperatury $redniej - jednakowej w kazdym punkcie - przewodu moze
doprowadzi¢ do znacznych btedéw w ocenie temperatury maksymalnej przewodu.

W rzeczywistosci, jak pokazaty przeprowadzone obliczenia, temperatura maksymalna
moze znacznie rézni¢ sie od obliczonej na podstawie strat cieplnych. Spowodowane jest to

nierbwnomiernym rozktadem wewnetrznych Zrédet ciepta.
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Abstract

The paper presents influence of the skin and proximity effects on the temperature
distribution in two parallel tubular conductors carrying sinusoidal currents of high frequency
(Fig.l). On the basis of definite own current density (with regard to the skin effect) (2) and
induced current density (with regard to the proximity effects) (8), the density of total current
in the conductor is determined (10), (11), (12), (13) and (14). Then the internal sources of heat
(22) described by the Bessel’s functions are determined. The distribution of these sources in
the conductor is irregular and it causes the irregular distribution of temperatures. The internal
thermal sources appear in the equation of the thermal conduction (18) which can not be solved
analytically considering the Bessel’s function occuring in it and because of the double aspect
of the problem, i.e. the dependence of the internal sources of heat (and also of the
temperature) on two variables of the circular-cylinder coordinates (23). That is why the
numerical solution is proposed in that paper. For the solution the method of finite differences
is used ((29) and Fig.3). On the basis of numerical solution graph of the temperature
distribution for the different frequency and geometrical conductor paramétrés has been plotted
(Fig.4). The obtained result can serve to calculation of the heat exchange between the tubular
conductor and the environment and as consequence it can be helpful to fixing the admissible

current.



