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Streszczenie. Opisano prosty sprezysto-plastyczny model materiatowy, wzorowany na
wczesniejszych modelach dla betonu opracowanych przez Wiliama i Wamke (1974) oraz
Chena (1991). W artykule przedstawiono autorskie uogdlnienie modelu na inne materiaty
okreslane o0g6lng nazwag materiatdw geologicznych lub  krétko geomateriatow.
Zaproponowany matematyczny opis zachowania materiatu nalezy zakwalifikowaé¢ do modeli
uproszczonych, ktére umozliwiajg jednak bardziej realistyczny opis zachowania konstrukcji
w tréjwymiarowej przestrzeni, w poréwnaniu z wynikami otrzymywanymi w analizach
wykorzystujgcych modele sprezyste.

ELASTO-PLASTIC MODEL FOR GEOMATERIALS

Summary. A simple, elasto-plastic material model for geological media is presented
further on. It is based on the model, which was proposed for concrete by Wiliam and Wamke
(1974), Chen (1991). In this paper, its’ generalization for other geological materials is
presented. Thus it is not enhanced model in the area of material modelling, but just an
engineering proposal, which makes possible a little more realistic analysis of complex 3-D
structural systems than the simplified, linearly elastic models do.

1. Materiaty geologiczne

Pomimo zewnetrznych rdznic takich materiatow konstrukcyjnych, jak beton, zaprawy
cementowe, skaty zwiezte, ceramika budowlana oraz grunty, istnieje mozliwos$¢ opisania ich
zachowania w warunkach stanu naprezenia za pomocg wspolnego modelu materiatowego.
Ztego wzgledu wszystkie te materiaty okresla sie jako materiaty geologiczne lub krétko
geomateriaty. Zdefiniowanie wspdélnego modelu materiatowego dla tych materiatow w istotny
sposob wptywa na efektywno$¢ algorytmu obliczeniowego ztozonych zagadniern mechaniki
konstrukcji. Dotyczy to zwiaszcza probleméw wspotpracy budowli z podtozem, ktdrych
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ztozono$¢ sprawia, ze przy ich analizie w uzyciu wcigz jest liniowo sprezysty model
materiatowy zardbwno w odniesieniu do materiatow konstrukcji, jak i do gruntu.

Mozliwos$¢ doktadniejszej analizy tych zagadnien stwarzajg metody numeryczne (MES),
pod warunkiem ze zachowanie materiatow jest opisane za pomocg realistycznego modelu
materiatowego. W dalszym ciggu zostanie przedstawiony prosty, sprezysto-plastyczny model
zachowania materiatow geologicznych w warunkach ztozonego stanu naprezenia. Model ten
zostat pierwotnie zaproponowany dla betonu [1], [2], w niniejszej pracy zostanie
przedstawione jego uogOlnienie na inne materiaty, ktére ze wzgledu na podobienstwo
kryterium zniszczenia bywajg okreslane jako materiaty geologiczne.

Nie jest przypadkiem, ze niniejszy referat zostat przygotowany na sesje naukowga z okazji
jubileuszu profesora Macieja Gryczmanskiego. Wszyscy autorzy niniejszego referatu zajmujg
sie w swej pracy naukowej gtownie betonem, jednakze to wiasnie seminarium naukowe
profesora Gryczmanskiego, ktére zorganizowat on w roku 1995, po swoim powrocie na
macierzysty Wydziat Budownictwa Politechniki Slaskiej, stanowito inspiracje do spojrzenia
na mechanike betonu z pozycji opisu wykraczajgcego poza zatozenia modelu liniowo
sprezystego i ograniczenia wynikajace z pomijania oczywistego faktu, ze Swiat, w ktérym
zyjemy, jest co najmniej trojwymiarowy, a stany naprezenia i odksztatcenia sg opisywane za
pomocg szesciu i wiecej sktadowych.

2. Model materiatowy betonu MWW3
2.1. Og6lna charakterystyka modelu

Proponowany model jest sprezysto-plastycznym modelem ze stowarzyszonym,
izotropowym prawem wzmochienia i ostabienia. Podstawg opisu takiego modelu jest
zdefiniowanie powierzchni ograniczajacej, okresSlajacej kryterium zniszczenia materiatu.
Pierwowzorem powierzchni zniszczenia modelu MWWS3 jest analogiczna powierzchnia
tréjparametrowego modelu Willama-Wamke [3], w ktérym prostoliniowy potudnik
rozciggania powierzchni granicznej przechodzi przez punkty odpowiadajace wytrzymatosci
betonu na jednoosiowe rozcigganie ft i rownomierne, dwuosiowe S$ciskanie fac, a potudnik
Sciskania przez odpowiadajacy wytrzymatosci betonu na jednoosiowe $ciskanie fc oraz punkt
przeciecia potudnika rozciggania z osig naprezen $rednichfm

W przestrzeni naprezen, okreslonej przez naprezenie $rednie am styczne naprezenie
oktaedryczne Tokt oraz kat Lodego O, réwnanie powierzchni granicznej modelu WW ma

postac:

(o)
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Potudnik rozciggania (0 =0+ 2zr/3)jest linig prostg o rownaniu:

(mc-mt)42 » femeem,42  Q 2
2mecc+mt m oh 2mcc+m,

Réwnanie potudnika $ciskania (<9 = Ei 2k ) ma postac:

Omcc-m,}j2 f cmeomt4 | n nt
Om ~r /(i — v o/

2moomt + mac- m, 3moom, +mac- m,

W réwnaniach tych: mt =ft/fc, mec = fec/fc.

Tréjwymiarowy widok powierzchni granicznej modelu MWW3 w przestrzeni naprezen

pokazano na rysunku 1.

Rys. 1 Powierzchnia zniszczenia modelu MWWS3 w przestrzeni naprezen
Fig. 1 Failure surface ofthe model MWW3 in stress space

Ksztalt przekroju dewiatorowego powierzchni zniszczenia, Wiliam i Wamke
aproksymowali za pomoca trzech wzajemnie stycznych elips (rys. 2).
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Rys. 2. Aproksymacja eliptyczna przekroju dewiatorowego powierzchni zniszczenia
Fig. 2. Elliptical approximation of the deviatoric section of the failure surface

2(1—p2)cos 0 + (2p -1 )¥4(l - p2)cos20 + 5p2- 4p
RO - 41 - p2cos 0 +(1- 2p)2 @

rt _ 3mcom,+mcc-m,
rc 2mcc+mt

Tréjparametrowe kryterium Willama-Wamke dobrze reprezentuje zniszczenie betonu

w zakresie naprezen hydrostatycznych ft/3>am>-4/c/3. W stanach dwu- i tréjosiowego

rozciggania oraz przy tréjosiowym $ciskaniu, kiedy crm< -4 /c/3, wytrzymato$¢ betonu jest

przeszacowana.

2.2.

Kryterium zniszczenia modelu MWW3

Podstawg okre$lenia powierzchni zniszczenia modelu MWW3 sg réwniez wyniki badan

betonu w warunkach trojosiowego stanu naprezenia z tg rdéznica, ze przyjeto odmienng
metode wyznaczenia rownan tej powierzchni. Przyjeto nastepujacy tok postepowania:

1

Dla potudnika rozciggania poszukujemy najlepszej, prostoliniowej aproksymacji
wszystkich wynikoéw badan usytuowanych wzdtuz tego potudnika z dodatkowym
wymaganiem, by potudnik ten przechodzit przez punkt, odpowiadajacy wytrzymatosci na
rownomierne dwuosiowe $ciskanie. Aproksymacja dostepnych w literaturze [4] wynikow
badan oraz badan wiasnych daje:

0 =-0,475, + 0,185 dla sp= % (5)

fc Je
Dla potudnika S$ciskania rowniez poszukujemy najlepszej, liniowej aproksymacji
wynikéw badar z dodatkowym warunkiem, by przecinat on 0$ naprezen $rednich w tym
samym punkcie, co wyznaczony uprzednio potudnik rozciggania. Na podstawie
wspomnianych wyzej wynikéw badan otrzymamy:
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Lo 7135,+028 dla sp= * (6)

fc Je
Dla obydwu potudnikéw uzyskany wynik dobrze reprezentuje wytrzymatos¢ betonu dla
gm< -2fcc/3 i niezadowalajagco w strefie mniejszych naprezen Sciskajgcych i w strefie
rozciggania. Dla poprawienia reprezentacji w tym obszarze konstruujemy nasadke (rys. 3),
ktérej paraboliczne potudniki sg styczne do odpowiednich potudnikow wyznaczonej wedtug
punktéw 1i 2 powierzchni, a ponadto:
e potudnik rozciggania powinien przechodzi¢ przez punkt odpowiadajgcy
wytrzymatosci na jednoosiowe rozcigganie,
« potudnik $ciskania powinien przechodzi¢ przez punkt odpowiadajacy wytrzymatosci

najednoosiowe $ciskanie.

@)

-2mecf3 ssm - -mcc/3 mt3 mttt 0,393

Rys. 3. Konstrukcja nasadki powierzchni zniszczenia
Fig. 3. Construction of the failure surface cap

Sze$¢ wspotczynnikdw w réwnaniach potudnikdw rozciggania i $ciskania nasadki (7)
oraz dodatkowo wspoOtrzedng punktu stycznosci s, do potudnikéw prostoliniowych oraz
warto$¢ mttt okreSlajgcg potozenie wierzchotka powierzchni granicznej (a zarazem
wytrzymatos¢ na réwnomierne, trojosiowe rozcigganie) wyznaczymy z podanych wyzej
warunkéw oraz z warunkéw stycznosci do odpowiednich potudnikéw gtéwnej czesci

powierzchni.
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Tak okreslona powierzchnia dobrze reprezentuje wytrzymatos$¢ betonu przy naprezeniach
$rednich am>-(4-5-5)fc (rys. 4).

Rys. 4. Potudniki rozciggania i sciskania powierzchni MWW3
Fig. 4. Tensile and compressive meridians of the MWW failure surface

2.3. Stadium sprezyste i plastyczne

W opisywanym modelu zatozono, ze odwracalna cze$¢ tensora odksztatcenia jest
zwigzana zaleznoscig liniowg z tensorem naprezenia. Oznacza to, ze efekty nieliniowe
powstajg wylacznie na skutek odksztalcen trwatych. Strefy odksztatcen sprezystych i
plastycznych oddziela powierzchnia plastycznosci. Wobec zatozenia o izotropowym prawie
wzmocnienia/ostabienia rdwnanie prostoliniowego potudnika tej powierzchni uzyskamy
przez pomnozenie rownania poludnika powierzchni granicznej przez wspotczynnik
plastycznego wzmocnienia/ostabienia y,< 1 (rys. 5).

Powierzchnia graniczna modelu MWW3 jest otwarta w strone $ciskania. Aby uwzglednié¢
mozliwo$¢ powstawania odksztatcen nieodwracalnych na $ciezkach zblizonych do
hydrostatycznego $ciskania, gtéwng cze$¢ powierzchni plastycznosci (z prostoliniowymi
potudnikami) zamknieto od strony $ciskania nasadka, ktorej kotowe potudniki bedg styczne
do potudnikéw czesci gtownej (rys. 4). Dopoki Sciezka naprezen nie przebije tej nasadki,
mamy do czynienia ze sprezystym stadium pracy przy zblizonej do hydrostatycznej kompresji
materiatu, po przebiciu pojawiajg sie odksztatcenia nieodwracalne przy tego typu obcigzeniu.
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Rys. 5. Powierzchnia plastycznosci
Fig. 5. Yield surface

2.4. Weryfikacja modelu MWW3

Model betonu okre$lony symbolem MWW3 byt wielokrotnie weryfikowany na réznych
elementach  betonowych i zelbetowych. Kazdorazowe analizy skutkowaty jego
udoskonalaniem. Najprostsze weryfikacje przeprowadzano na podstawie komputerowej
symulacji prostych badan laboratoryjnych, takich jak badania betonu na jednoosiowe
Sciskanie, rozcigganie oraz roziupywanie (préba ,brazylijska”). Wyniki tych analiz
i pozytywng weryfikacje modelu przedstawiono w pracach [1], [2], [5], [6].

3. Zastosowanie modelu MWW 3 do gruntéw

Zastosowanie modelu materiatowego MWW3 do gruntdw jest bezposrednio mozliwe w
zakresie kryterium zniszczenia i powierzchni granicznej. Jak zaznaczono w punkcie 2.2, w
modelu MWWS3 przekrdj dewiatorowy powierzchni zniszczenia moze by¢ aproksymowany
trzema wzajemnie stycznymi elipsami (koncepcja Wiliama i Wamkego) albo
nieréwnokatnym szesciobokiem wiasciwym dla modelu Coulomba-Mohra. Ten ostatni jest
chetnie stosowany w mechanice gruntdw, a réwnanie powierzchni granicznej w stosowanym
w modelu MWW3 uktadzie wspotrzednych am,r0 ,© okreslajgcym przestrzen naprezen

ma postac:

(- amsin0 +c mos<P)a/2
d< sin0 mcos(<9+ 7t/3)+ -/3 esin(<9 + ;r/3)

(8)
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Po podstawieniu 0 =0 dla potudnika rozciggania i 0 =n/3 dla potudnika Sciskania

uzyskamy réwnania prostoliniowych potudnikéw powierzchni granicznej:

r=>=3 "N (-<9” Sin®+C'" S®) ™
2-J2 .

wi. —_ . {-Cfmsin0 +c-cos0)

okt 3-sin0

Chcac sie utrzyma¢ w konwencji modelu MWW3, nalezatoby skonstruowac po stronie
rozciggania nasadki ograniczajgce prace gruntow w tym obszarze. Mozna z tego jednak
zrezygnowaé, zwazywszy, ze Sciezki naprezen w podtozu gruntowym praktycznie nigdy nie
rozwijaja sie w tym Kkierunku.

Z poréwnania rownan (20) wynika, ze stosunek promieni wodzacych w przekroju
dewiatorowym na potudniku rozciggania i $ciskania (rys. 2, wzér (20)) wynosi:

p=IL=t”~a0l (10)

rc 3+sin0

Znajomos¢ p pozwala okresli¢ wzo6r na promien pQdla dowolnego kata Lodego 0. Dla

szeSciokatnego przekroju dewiatorowego wiasciwego dla klasycznego modelu Coulomba-
Mohra na podstawie wzoru (8) uzyskamy:

p0 =r& = 3-sin0 (q1)
rc  (3+sin0)cos6> +V3(l-sin0)sin<9

Mozna rowniez dla gruntu przyja¢ gladki przekrdj dewiatorowy w postaci trzech
wzajemnie stycznych elips (rys. 2). Podstawiajagc (21) do (4), uzyskamy:

8sin0 +cos0 - (sin0 -1}/3Ipsin20 +2sin€3-8 sin2©)1+3) (12)
3sin20 +2sin0(8c0s20-3)f3

PO -

Zaréwno przy szesciobocznym przekroju dewiatorowym wiasciwym dla modelu
Coulomba-Mohra, jak i dla gtadkiego przekroju ztozonego z trzech wzajemnie stycznych
elips przy 0 =n/4 warto$¢ Pg zmienia sie od pt=0.619 na potudniku rozciggania do

pc =1.0 na potudniku S$ciskania. Przy 0 =0 w modelu C-M przekrdj dewiatorowy jest

szedciobokiem regularnym, a gtadka aproksymacja prowadzi do przekroju kotowego.

Gladki przekroj dewiatorowy jest propozycja atrakcyjna, trzeba jednak mieé¢ na uwadze,
ze podczas gdy szeSciokatny przekréj Coulomba-Mohra dobrze reprezentuje wytrzymatosé
gruntu na $cinanie, to przy gtadkiej aproksymacji eliptycznej wytrzymatos$é ta bedzie nieco
zawyzona. Poniewaz $cinanie jest czesto przyczyng wyczerpania nosnosci gruntow, stuszne
wydaje sie pozostanie przy szesciokatnym przekroju dewiatorowym powierzchni zniszczenia.



Sprezysto-plastyczny model materiatdw geologicznych 313

Dzieki wyokragleniu powierzchni w narozach unika sie probleméw numerycznych,
zwigzanych z niejednoznaczno$cig rzutowania na powierzchnie plastycznosci.

Formutujagc powierzchnie plastycznosci oraz prawa wzmocnienia/ostabienia w
kategoriach modelu MWWS3, trzeba okresli¢ poczatkowe potozenie powierzchni plastycznosci
(granice pracy sprezystej gruntu e“m) i cisnienie prekonsolidacji, odpowiadajace punktowi o
wspbtrzednej f ccc = mececf ¢ dla betonu. Trzeba rowniez skonstruowaé nasadke powierzchni

plastycznosci po stronie hydrostatycznego Sciskania. Wydaje sie mozliwe sformutowanie
praw wzmocnienia oraz ostabienia w kategoriach modelu MWW3, chociaz brak jest obecnie
podstaw doswiadczalnych do sformutowania parametrdw, okreslajagcych ewolucje
powierzchni plastycznosci zwigzang ze wzmocnieniem lub ostabieniem materiatowym.

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono propozycje prostego, sprezysto-plastycznego modelu
materialtowego z izotropowym prawem wzmocnienia i ostabienia opartym na
stowarzyszonym prawie plyniecia. Jego pierwowzorem jest znany w mechanice betonu
trojparametrowy model Wiliama i Wamkego, ktéry ze wzgledu na wprowadzone modyfikacje
oznaczono symbolem MWWS3. Dla zmodyfikowanej powierzchni granicznej Wiliama i
Wamkego sformutowano powierzchnie plastycznosci oraz rzadzace jej ewolucjg prawa
wzmocnienia i ostabienia. Model zostal wykalibrowany dla betonéw na kruszywach
naturalnych o szerokim spektrum wytrzymatosci na $ciskanie [1], [4], wliczajagc w to rowniez
beton Swiezy w wieku 1, 3 i 7 dni [7], a jego skuteczno$¢ zweryfikowano na licznych
przyktadach analizy elementdw betonowych i zelbetowych. Potwierdzono réwniez jego
skuteczno$¢ do analizy konstrukcji murowanych z ceramicznej cegly petnej [8] oraz
zagadnien wspotpracy budowli z podtozem [9], Dotychczasowe analizy wykonane z
wykorzystaniem modelu MWW3 stanowig realng podstawe do przypuszczenia, ze po
dalszych pracach badawczych, teoretycznych i analizach weryfikacyjnych model ten moze
by¢ efektywnym elementem oprogramowania do analizy réznych zagadnief konstmkcyjnych,

wliczajac w to problemy wspdtpracy budowli z podtozem.
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